=

REPRESENTATIONS DES FONCTTONS RECURSIVES EN CATEGORIES

PR

-

.
. 5
BN
. ' e A
o : \:\

N

AR

B SR
-
©
a




.
\ “

UNIVERSITE McGILL \

Y

\ . o
.
,

-yt
i 1l

v
P

-
e

5
o By e
R

) N PAR -

T
2

~;
3 g
23

MARIE-FRANCE THIBAULT

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

THESE PRESENTEE A
N\ LA PACULTE DES ETUDES AVANCEES ET DE LA RECHERCHE
*  COMME EXIGENCE PARTIELLE DU GRADE DE ﬁ\
PHILOSOPHIAE DOCTOR (MATHEMATIQUES) .

JANVIER 1977 \ .

et s | 73

© ,ﬁarie-France Thibault- 1978 (‘\ N |

F L W,

\ ’ R '




\

“

g

N

A

YRS bt 008 o s vttt 6 e - [ —

i

Manie-France Thibault
Représentations des fonctions récursives dans les catégories

Philosophiae Doctor . o
Département de mathématiques . il N
H
) {
RESUME .
N R o

Pouvons-nous caractériser la catégorie des fonctions primitives récur-

“
'

sives, la catégorie des fonctions récursives?

A
a

. Considérons les catégories cartésiennes fermées, fermées sous 1'axiome

de Peano-Lawvere, que nous appellerons pré-récursives et précisons ce qu'est

.

une fonction représentable dans une 'telle catégorie. Toute fonction primitive
! —

récursive est représentable dans une catégorie pré-récursive. Dans ¢, la ca-

L L - |

tégorie pré-récursive libre engendrée par la catégorie vide ¢, tout morphisme

T + N représente un nombre naturel et tout morphisme N - Nm, nelN, mel,

N

- - ' \ ' )
repré&sente une fonction récursive. De plus, on peut trouver un morphisme qui

représente une fonction qui n'est pas primitive récursive et construire une .

o

.
fonction récursive non représentable dans ¢.

A la suite de ces résultats, nous présentons des structures de catégo-

rie primitive récursive et de catégorie récursive, chaque structure engen-
drant une catégorie dont la classe des fonctions représentables est respecti-
vement la classe des fonctions primitives récursives et celle des fonctions

récursives. ) -
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ABSTRACT

7
!

) .

In this thesyﬁ, possible characterizations of the category of primitive

recursive functions and the category of recursive functions are studied.

1

. .
Closed cartesian categories; closed under the Peano-Lawvere axiom,
. [

o ) /
‘ which are callﬁd pre-recursive, are considered first. Representable functions

' in such a catgéory are introduced. Every primitive recursive function is

<

repregsentable in a pre-recursive category. In ¢, the free pre-recursive

o

category 39nerated by the empﬁy category ¢, every morphism T + N represents
A .

a natural number and every morphisu} N - Nm{ nelN, melN, represents a

9,
‘ recuraﬁve function, Furthermore, a morphismcrepresenting a function which
is not primitive recursive is found. A recursive function which is not
@ representable in $ 18 constructed. .

L4 ’

~p

; ' Following the above, structures of primitive recursive category and

% structures of ‘recursive category are proposed, each structure generating a

o

[ ! .
, category whose class. of representable functions is respectively the class of

~$ " primitive recursive functions and the class of recursive functions. ’
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INTRODUCTION

Dahs son article sur 1'incomplétude de certaines théories mathémati-

5

'ques, Godel [6] construit une théorie formelle des nombres ol les axiomes
arithﬁétiques sont ceux de Peano. 11 yxintfoduit une définition précise de la
classe des fonctions primitives récursives zhu'il appelle fonctions récursi-
ves), cette cla:ae jouant un rdle important dans son_théoréme d'incomplétude.

Cette classe est fermée sous le sthéma de récurrence sulvant:

’ ~

. ND+Z

sl g : N > Neth + N sont deux fonctions primitives récursi-

n+l
N

ves, la fonction f : + N définie par

-f(al,...,én,O) = g(al,...,an)

‘ ) - n+1
f(al,...,an,m+1) =~h(a1,...,anﬂm,f(91,...,an,m)), V(al,...,an,m) eN" 7,
- b »

est aussi primitive récursive.

3
i

Cette nouvelle fonction est définie 2a l'aidg A'une récursion sué la
dernidre varlable, 1'idée de récursion découlant de la notion d'induction ma-
théﬁatique formulée dans leslaxiomes de Peano. Or certains systémes d'équa-
tions appliquan£ 1'idée de récursion 2 plusieurs variables définissent des
fonctions qui ne sént pas primitives récursives. Ackermann en a donné un
exemple qui fu? simplifie ﬁar Péter [20].‘ Sur une suggestion de Herbrand,
Godel [7] définit alors la clas;e des fonctions récursives (qu'il appélle gé-

nérales récursives), cette classe &tant fermée sous la définition de fonctions
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2 1l'aide des systemes d'&quations récursifs.

.

4

' . ¥
De leur cOté, Kleene et Church &tudient la classe des fonctions
"A-définissables" et croient que cette classe caractérige le concept intuitif ~

' de la classe des fonctions calculables, une fonction calculable étant une

v

- fonction pour iaquélle 11 existe un "algorithme de calcul". En 1936, Church
- /

[1] et Kleene [9] démontrent que la classe des fonctions A-définissables est
identique 2 la classe des fonctions récursives.' Church propose alors sa thdse
que "toutes les fonctions intuitivement calculables sont A—définissabigs ou
récursives". Vers la méme.périodei Turing progose comme "classe de fonctions

[
calculables” la classe des fonctions célculables par les machines de Turing.

Cette nouvelle classe se révéle identique aux deux autres (Turing [26]). Une
autre formulation éguivalent¢ a été fournie plus tard par les algorithmes de

. P .
Markov. La clagse des fonctions A-définissables se retrouve aussi en logique
combinatoire, théorie développée par SchSnfinkél, Curry et Rosser, ce ?ernier
démontrant 1'équivalence entre la logique combinatoire et le systéme de A-con-
version de Church. La»logique”Eombzﬁatoire telle que formulée 3 1'origine

permet 1'existence de paradoxes et Curry [3] y remédie en y introduisant les

’
a

"typ'es" .

Dans les années 60, se développe la théorie des catégories, les pre~"

miers concepts &tant présentés par MacLane [17]., Les mathématiciens s'inté-
ressent alors aux relations entre la logique et les catégories. Avec la no-
tion de catégorie cartésiemne fermée préposée par Eilenberg & Kelly [41,

Lambek [15] démontre que la logique propositionnelle positive intuitioniste
présentée sous forme.de systdme déductif permet de construire des catégories

a

cartésiennes fermées libres. . De pius, Lambek présenye la logique combinatoire

avec types 2 1'aide de la notion d'ontologie, prouve que !"toute ontologle

! {

& ) -
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engendre une ‘catégorie cartésienne fermée" et démontre que la réciproque se

3

* yvérifie, A la suite de‘cetté constatation, Lambek [16] démontre la version

o

5
catégorique du théoréme fondamental de la logique combinatoire, c'est-d-dire

{ W

la complétude fonctionnelle des catégories cartésiennes fermées. !

Dans cette ligne dg'pensée, est-11l possible de remplacer la notion de

\

3

"\-définissabilité d'une fonction" par la notion de “comstructibilité d'un

morphisme" dans une catégorie cartésienpe fermée munie d'une sfructure addi-

.

tionnelle ou encore dans une catégorie "cartésienne, fermée ou non, munie

d'une structure additionnelle" 1ibre? Comme l1la classe des fonctions A-défi-

nissables est celle des fonctions récursives, omn peut reformuler 1'interrqga-
tion précédente par: Est-1l possible de caractériser la catégorie des fonc-

tions primitives récursives, la catégorie des fonctions récursives?

o

v a

Cette question est 2 1'origine de nos recherches dont nous donnorns les

. principaux résultats. )

-
¢

. 9 " “?\
N A Godel a utilisé les axlomes de Peano dans sa formulation d'une thé&orie

¥

des nombres et son schémd de récurrence permettant la définition de fofctions
9 . v
primitives récursives est basée sur l'induction mathématique telle que présen-

tée par Peano. Lawyere a regroupé et généralisé les axiomes de Peano dans

1'axiome de Peano-Lawvere (MacLame [171]). Freyd [5] a utilisé lTaxiome de
) . . 1
Peano~Lawvere dans sa définition de topos avec objet de nombres naturels et a

n

démontré que tout topos avec objet de nombres naturels est fermé sous le J'

schéma de récurrence de Godel.™

oo
B
g

Dans un premier temps, nous &tudions les catégories '"pré-ré&cursives", .

c'est-a-dire les catégories cartésiennes fermées "fermées sous 1l'axiome de .

Pedno-Lawvere" dont nous oublions l'unicité&, Ces catégories admettent des

!
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représentations des fonctions primitives récursives et toute fonction rgpré—

( | ' sentable dans la catégorie pré-récursive libre engendrée par la ratégorie

vide est récursive. Deux questions surgissent A la suite de ces résultats:

2 )

S$i nous notons par $} la catégorie pré-récursive libre engendrée par ¢,

1. 1la classe des fonctions représentables dans $'contient-elleggtric-

T AR DB T, T Moy

. tement la classe des fonctions primitives récursives?

2. 1la classe des fonctions récursives contient-elle strictement la

classe des fonctions représentables dans Eﬁ
m a

v La premidre réponse est positive car nous démontrons la représentativi-

té dans E-d‘unelfonction non primitive récursjve, fonction que nous retrouvons

? €

dans Péter [21].

©
o

Avant d'abordegxia sedonde qugstion, nous devons nous attarder 3 1l'étu-
: de des morphismes de ¢ susceptibles de repfésen;gf une fonction. Cette &tude
! \ YN

\ peut se ramener au cas des morphismes de la forme T + N, T &tant l'objet ter-
minal de ¢:. "Tout morph?sme T + N de ¢ est-11 de la forme o™ ou non, O et 0

étant des morphismes de $ représentant respectivement la fonction successeur

' jgt le nombre z&ro?" Le concept de morphisme calculable permet de démontrer

] ) que tout morphisme T + N de $;est effectivement de la forme o“e, clest-a-dire

représente un nombre naturel.

Cette constatation apporte ainsi une réponse affirmative 3 la deuxigme

{
question laissée en suspens car\}a méthode de diagonalisation permet alors la

~ A

construction d'uné fonction récursive non représentable dans .
. . I _
Ce &Enpier résultat nous conduit a 1'étude de "catégories récursives"

telles que la classe des fonctions représentables dans la catégorie récursive

libre engendrée par la catégorie vi%e égale la classe des forctions

v
NS () |

oLl : .
Gl ¢
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]
récursives. Nous proposons deux structures possédant ces propriétés et méme

plus car elles présentent une solution au cas des fonctions partiellement ré-

cyrsives. - ~

N

Reprenons maintenant le probl2me original de la caractérisation de la

catégorie des fonctions primitives récursives, l'axiome de Peano-Lawvere nous

a

ayant fourni une structure trop riche., Nous étudions alors le cas des caté-

‘

gorles cartésiennes fermBes sous le "schéma de récurrenge de Godel", appelées
"catégories primitives récursivés (A)".' La démonstration de 1'égalité de la
‘ . ¥

classe des fonctions représentables dans la catégorie primitive récursive (A)

1

1ibre engendrée par ¢ et de la classe des fonctions primitives récursives fait

appel 2 1l'étude de la forme des morphismes, Szabo [24] et Mann [18] se sont

|

!
intéressés 3 ce sujet dans le cas des catégories cartésiennes fermées, mais ce
i

sont les travaux de Prawitz [22] qui ont engendré les idées les plus fructueu-
ses dans ce cas-ci. Par la suite, nous construisons d'autres structures de
catégorie primitive récursive, certaines s'inspirant des réductions du schéma

de récurrence de Godel, suggérées par Rézsa Péter [21] et nous comparons les

& '

a

-8quelettes dég catégories primitives récursives libres engendrées par la caté-
' I

gorie vide, chaque structure étudide donnant naissance 2 une telle catégorie.

Dans une derni®re remarque, nous voyons comment le concept de catégorie pré-
?

récursive peut découler de l'&tude des catégories brimitives récursives.

{
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Dans ce premier chapitre, nous verrons quelques définitions et notatioms
\ . : Lw -
utiles par la suite. \ .

|

1.1 FONCTIONS PRIMITIVES RECURSIVES, RECURSIVES ET PARTIELLEMENT RECURSIVES

?

¢
.Dans la littérature, nous retrouvons plusleurs définitions €quivalen-

-

tes de la classe des fonctions primitives técufsives. Nous présen%? icl
- \'ﬂ‘ ’

celle de Mendelson [19]. -

NOTATION Dans tout le texte, N représente l'ensemble des nombres naturels

{0,1,2,...} et N¥, 1'ensemble des nombres naturels positifs {1,2,3,...}.

Y

DEFINITION 1.1 La classe des fonctions primitives récursives le’st la plus

petite classe de fonctions de N® dans N, neN+, satisfaisant aux trois condi-

tions suivantes:
F

a) elle contient les fonctions sulvantes:
la fonction constante zéro .x: N+ N définie par K(n) = 0, YneN,
la fonctions successeur 4 : N+ N définie par 4(n) = n+l, VYneN, .

et les fonctiozim projection LA N+ N, VmeN+, Vie(1l,m], L étant dé-

’i

_ m
finie par 'Irm’i(al,...,am) = a, V(al,...,am) eN .

b) elle est fermée sous la substitution:

NN, h, :R®+N, ..., h :NB+N
2 ’ n

[N o

sl les fonctions g : N + N, h,




Wb
-

8.,

.
[}
3 . . -

appartiennent 2 la classe, alors la fonction f : NN, définie comme .

; 3 ] suit, appartient aussi & la classe ’ , )
r u

f(al, ...,an) = g(hl(ax,. ..,an) ,hz(al,...,an),...;hm(ayl,. . .,an)) ,

V(al,...,an) eN®

” Y A ; VAl

c) elle est fermée sous la récurrence: ) .y

sl les fonctions g : N> Neth: NP2 N appartiennent A la classe, la .

¥

fonction £ : Nuﬂ -+ N, définie comme suit, appartient aussi a la classe

‘ f(al,...,an,O) = g(al,...,an) ) ‘

f(al,...,an,ﬁ41) R ICTAPRIE & {CHIPIN W OB V(al,....an.mi
v - f“\‘

/ P

€Nn+x

Dans le texte qui, suit, nous sommes intéressés non seulement aux foncr

»

tions primitives ré&cursives N* > N mais aussi au produit de fonctions primiti-

ves récursives N -+ NZ, N+ Ns, ee. . Clest pourquoi nous utiliserons la

q

définition suivante pour les fonctions primitives récursives, de pré&férence 3

la définition 1.1.

Yy

s
!

DEFINITION 1.2 La classe des fonctions primitives récursives est la plus pe-

tite classe de fonctions de N* dans N, aeN’, meNt,

°

a) contenant la fonction constante zéro k: N + N, la fonction successeur
5 : N+ N et les fonctions projection LINPE N" > N, VmeN, Vief1,m].
\ »
b) fermée sous le "produit par N':
i f : N°+ N et g: N"+N appartiennent 3 la classe, <f,g> : N+

o

appartient aussi' @ la classe, ol <f,g> est définie-par

<f,g>(a1,...,an) = (f(al,.._.,an),g(ax,...,an))(, V(al,...,an) eNn,

(£(a ,...,a),8(a,,...,a,)) &tant un Elément de Nt




¢) fermée sous la composition:
si £: NP> N et g: N - NB appartiennent 3 la classe, gof : N - NB
. | .

/

appartient aussi a la classe, oli gof est définie par

'
i

gof(a,,..-,8) = g(f(al,...,an)),’ ¥(a ,.-0a) N \ ;

N
d) fermée sous la récurrence:

n+2
N

+1
: si g : N® +Neth: + N appartiennent 2 la classe, r(g,h) ! NN

Appartient 2 la classe, ot r(g,h) est définie par les deux équations
r(g,h{ﬁal,...,an,o) = g(al,...,an) ‘
;(g,h)(al,.,.,an,m+l) = h(al,...,an,m,r(g,h)(al,...,an,m)),

V(ax,...,an,m) N,

REMARQUE 51 nous comparons les définitions 1.1 et 1.2, nous constatons que
toute fonction f : N® s N primitive récursive au sens de 1.1, 1'est au sens de
1.2 et toute fonction f : Nn-+3flprimitive récursive au sens de 1.2 est le

produit de fbnctions primiti%es récursives au sens de 1.1.

Par la suite, 11 sera important de pouvoir vérifier 1'appartenance d'une

fonction 2 la classe §es fonctions primitives récursives. Pour ce faire, il

!

faut &tre capable de décrire la fonction & l'aide des régles‘mentionnées dans
la définition 1.2. Par contre, ces régles permettent d'introduire une/fonc-
tion plus d'une fois. Ainsi, la fonction identité I(N) : N + N est une fonc-

tion primitive récursive car elle est &gale 3 W, , : N + N, Mais elle est
»

aussi égaled m 7 N + N. De méme, la fonction 4 : N » N est aussi
] £ 4

présente sous la forme T : N > N dans la classe des fonctions primitives

1, 8

récursives. La définition suivant® introduit la notion de "description de

1

fonction primitive récursive" et asgocle 2 chaque description une fonction

primitive récursive et une longueur.




10.

DEFINITION 1.3 ~La classe des descriptions des fonctions primitives récursi-

®

ves est définie de fagon inductive.

- v
.

1) les expressions suilvantes sont des descriptions: ) -
- - - Ly &

K ¢+ N+>Nyjss : NN, LI N° -+ N, VmeN+, Vie[l,m], - *3

’ / Wt

- — i+ " . /
les descriptions x, 4 et L YmeN', Vie[l,m] sont associées respective-
- ’ -
AN '
’ ment aux fonctions Kk, & et M _, / . ’
b - m, i .

/

la longueur des descriptions Tc-, 3, ;m 4 Que nous notons A(kK), A(3) .
’

’

~ AT est 1, VmeN', Vie[1,n].
m,1-

Y
Vi
v

. 1) sl f N* - N° et g N® + N sont des descﬂptions agsociées respective-

ment aux fonctions primitives récursives f : N N et g : Nt N, alors .
> <? — n Nm+1 & -
s8> N -+ est une description associée & la fonction

<f,g> Nn + N1 er A(<E,g>) = )\(f)‘+ Ag) +1

[}

iii) si f :~Nn > N ef E H N® > N® sont des descriptions associées respective-

ment aux fonctions primitives récursives f : N+ N et g : N® - NB,

alors Ef_ : N + N® est une description associée a la fonction

gf : N® + N% et A(GE) = M) + A(D)

N4

iv) si E : N >Neth : Nm'2 + N sont des descriptiét}s assoclées respective-

¢

/  ment aux fonctions primitives récursives g : N® > Neth: N2 N,

alors r(g',’ﬁ) . Nn“ + N est uné deéscription associée 3 la fonction récur\ )

rence (g,h) : N®T' > N et )\(/r(g,ﬁ)) = A(g) + A(h) + 1_

7

"

v) Ce sont les seules descfiptions de }onctiona primitives récursives.

w

REMARQUE  Comme nous 1'avons déja mentionné, toute fonction primitive récur~

sive peut édmettre/,plus d'une description, mais elle en hdmet au moins une et

toute description est associ&e 2 une fonction primitive récursive. De plus,




11 existe un nombre fini de fonctions primitives récursives admettant une

description d'une longueur donnée.

Voyons maintenant la classe des fonctlons récursives.

S ‘ .

DEFINITION 1.4 Si nous ajoutons 3 la définition 1,2 de la classe des fonc-

foy; R

tions primitives récursives la condition suivante:

I

" e) fermée sous le minimum effectif: i ‘

1 ~ 212
N™" 5 N appartient 3 la classe et si pour tout élément

si g
@“””%Y&Nm11aHMunﬂ&mtthtﬂqwg@“””%m)=m

alors la fonction ug @ N2+ N appartient & la c%égse, ol ﬁé est définie par

- = . 9
HE(a 5o v es8) = HD(E(,, 0 +8,,D)=0), V(A \a)) e

nous obtenons la définition de la classe des fdnctions rdcursives.

"
!

DEFINITION 1.5 Si nous reprenons la définition 1.3 de la classe des descrip-

L

tions des fonctions primitives récursives oll nous remplagons 1'adjectif "pri-

mitive récurs£Ve" par "récursive" et si nous remplagons v) par .
x ‘ - |

v) sig : Nn+1 + N est une description associée a la fonction récursive
g : N™! 5 N et a1 la fonction pg : N® + N est définie, alors ug : N° + N
est une description associée 3 la fonction pg : N© + N et l(uE)-*‘A(E) t1

R -
vi) Ce sont les seules descriptions de fonctions récursives.

v
nous obtenons la définition de la classe des descriptions des fonctions récur-

sives.
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I1 nous res:;/yn troisiéme cas & présent%g, celui des fonctlons par-
= i

/ tiellement récurs ves.

DEFINITION 1.6 La classe des fonctions-partiellement récursives est la plus

e
petite classe de fonctions partielles de N dans N, neN+, meN’,

g '
a) contenant la fonction constante zéro x : N + N, la fonction successeur

4 : N+ Net les fonctions projection L i : N+ N, VmeN, Viell,m].

b), fermée sous le "produit par N"

sl les fonctions partielles f : M“-*N"m et g : N+ N appartiennent 2 la
classe, lﬁffanction partielle <f,g> : N+ Nm+1 appartient 8 la classe,
ol <f,g> esf définie par <f,g> (al,..:,an) = (f(al,...,an),g(al,...,an)),
poyr tout &lément (al,...,an) eN® pour lequel f et g sont définis,

(f(al,...,an),g(al,...,an)§ étant un élément de Nm+l.

r

c) fermée sous la composition:
sl les fonctions partilelles f : N> NP et g : ' appartiennentlh la
classe, la fonction partielle gof : N+ N® appartient 3 la classe oili gof
est dé¢finie par gof(al:...,an) = g(f(al,...,an)) pour tout élément

(al,...,an) de \* pour lequel f est définie et tel que g est définie pour

1'élément £(a ,...,a ) de N".

d) fermée sous la récurrence: f

sl les fonctions partielles g : Nn + Neth: Nnﬂ <+ N appartiennent 3 la

o ;
N classe, la fonction partielle r(g,h) :‘Nn+l+ N appartient a la c%g&ggﬂg?
N Ju

~y

r(g,h) est définie de la fagon suivante: ¢

r(g,h)(al,...,an,0)= 3(31,...,an) sl g est définie pour (81""'an)’

r(g,h)(a,...,8 ,mtl) = h(a ,...,a ,m,r(g,h)(a,...,a ,m)) &l

~

! '
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j \ ; |
' ' ’ 13.
3 ¢ N T
» (_ ,r(g,h) est définie pour (ar,...,an,m) et sl h est définie pour 1
: ) o n+l
1 (519'--’ansm;r(gsh)(alr"',an’m)))‘V(aln-"’anym) eN .
3 1@ ! : . ,,'
] , e) fermée sous le minimum: N . ' ‘ \ .
. ' e k- o
5 . |
sl la fonction partielle g : NN appartient a8 la classe, la fonction
. partielle pg : N® - N, définie comme suit, y appartient—dhssi: ] ‘ .

k ug(al,...,an) = ub(g(al,...,an,b)=0) é'il existe un élément b de N tél

que g est définie pour (31""’°n 1), Vi S b et g(ax,...,an,b) = 0.
- » L]

REMARQUE

2

a) En modifiant légdrement le cas des fonctions récursives, nous pouvons dé-
o
finir la classe des descriptionssdes fonctions partiellement récursiGZE\et

aasoqier d chaque description‘une fonction partiellement récursive et une -

lgngueur. :

b) * Comme dans le cas des fonctions primitives récursives, nos définitions de

N

fonctions récursives et de fonctions ‘partiellement récursives s'é&loignent

des définitions classiques par 1'acceptation de fonctions (totales ou paf-

’

tielles) dont l'ensemble d'arrivée est Nm,,meN+, mais ces fonctions ne

sont que le broduit de fonctions récursives ou partiellement récursives au

%

sens classique.

1.2 CATEGORIES CARTESIENNES ET CATEGORIES CARTESIENNES FERMEES

4

-

Comme la définition de la classe des fonctions primitives récursives

fait appel au prodult cartésien d'ensembles et au produit de fonctions, nous

!
®
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®

o Viid) <p(A,B)E,q(A,BYE> = £, VE : C > AAB ¢ |A|, V A,B,C ¢ |A].

14,

nous intéresserons aux catégories "fermées sous le produit", c'est-A-dire

aux catégories cartésiennes.

Reprenons ici la définition de catBgorie cartésienne présentée par

Lambek [15]. Cette définition n'est pas 1'approche classique mais c'est

celle qui se rapproche le plus du langage des systémes’déductifs que nous ﬂi

[y

utiliserons par la suite. ‘

:
’

DEFINITION 1.7 Une catégorie cartésienne est un 7-tuplet

(A’ T, A, O, P, 4, < >) ou

°
e

\
1) A est une catégorie, !

11) T e |A], i
111) A : |Al % JAl + |A| est une fonction,

iv) 0, p et q sont des familles de morphismes {0(A) : A+ T | VAe |A[},

{p(A,B) : AAB + A | VA,Be|A|} et {q(A,B) : AAB + B | VA,Be|A|},

R o e AR g ORI it gy

v) A est fermée sous un schéma < > :

prcPuans

o0 :C+A B:C+B
<a,B> : C + AnB

<>

B * /
tel que les &quations sulvantes soient satisfaites:
vi) £=0(A),Y £ : A+TeA, Y Ac |A]

'vii) q(A,B)<a,B> = B et p(A,B)<a,B> = a,Va:C+AclAl,YB:C+Bc¢ IAI,

YV A,B,T ¢ |A],

La notion de catégorie cartésiemne fermée &tant 3 la base de notre !défi-

nition de catégorie pré-récursive, nous en donnons une définition analogue 2

la définition précédente.




Q)

B 4

: 15.

DEFINITION 1.8 Une'catégorie cartésienne fermée est un 10-tuplet.

v

(A, T, 7,2, 0,p, 4,8 <> %o

'r‘
1) (A, T, A, 0, p, g, < >) est une catégorie cartésienne,

i1) o : [Al x [A] » |A] est une fonction, :

111) e est une famille de morphisn'xes {e(A,B) : A A (ASB) + B ( v AB e
T

iv) A est fermé SEUB le schéma * définl comme sult:

[Al}

h: CM +>B
h* : C +~ A°B

*

tel que les &quations suivantes solent-satisfaites ) \
v) e(A,B)<q(C,A) ,h*p(C,A)> = h, ¥ h : CAA =+ B, ¥ A,B,C e |A]

vi) (e(/A,B)<q(c,A) JEp(C,A)>)* = £, V£ : C>ASB e A, V A,B,C € {A],

§

1.3 AXIOME DE PEANQ-LAWVERE

\

v

Géndralisant la notion d'induction maithémaci'que, 1'axiome de Peanc-

Lawvere interviendra dans nos recperches:

N

N est un ensemble ayant un &lément O et muni d'une fonction 0 : N + N
tel que, pour tout ensemble X ayant un &lément désigné a et muni-d'une fonc-
tion £ : X *+ X, il existe une et; une seule fonction g : N+ X satisfaisant les

4

formules

g(0) = a, g(on) = £(g(n)), VneN,
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Dans le cadre de 1'étude des liens entre la théorle des catégories et _

les concepts logiques, nous pouvons nous deﬁaﬂder sous quelle forme catégori-
que il est possible de retrouver les fonctions primitives récursives. JPeut-

% : :
étre vaut-il mieux considérer le plus général des f6nctions récursives,

la classe de ces fonctions admetthnt plusieurs notions équivalentes, entre

autres, la classe des fanctions AMéfinissables de Kleene et de Church. Poser

le probléme en ces termes nous¢fou;nit un cadre de travail, celul des catégo-

3

ries cartésiennes fermées car les travaux de Lambek [15] démontrent, coume

nous l'avons déja souligné, que cette notion catégorique est liée de fagon
’ ¢

trés étroite 2 la logique combinatoire, théorie équivalente au aystdme de

N P
A-conversion de Church, . - -, : .

- / .

D'autre part, si nous regardons les travaux de Péter [21] sur la réduc-

or

\ »

'

tion de la définition de laclasse des fonctions primitives récursives, nous
J n nt2 -
constatons que le schéma de récurrence de Godel (1) N = Nn+1 N =¥
. N + N
réduit au schéma (2) T z NN > N a4 la condition d'ajouter comme "fonctions
¢ n -> .

initiales" les fonctions addition + : N° =+ N, multiplication x : N? N, anté~

se

A

cédent A : No+ N et saqustraction non-négative =+ : Nz'l N. Or ces quatre fonc- .
T+ A A > A

. N+ A

o A prend respectivement les valeurs de NoN, N:Nz, N et NoN. .51 A peut

! [

tions se définissent 2 1'aide du’ schéma de Peano-Lawvere (3)

prendre la valeur -N, le schéma (2) se révéle un cas particulier du schéma (3).
Foun

@
5

Aingi, toute catégorie cartésienne fermée "fengée sous 1'axiome de
' - *Fay N

‘Peano-Lawvere" semble contenir toutes les fonctions primitives récursives et,

‘par conséquent, sert de point de départ a notre &tude.

B v s t
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2.1 CATEGORIES PRE-RECURSIVES

1 3

- »

DEFINITION 2.1 Une catégoti/é A est dite p‘ré—réc:&'sive gl

-

} -
a) elle est cartésienne fermée,

"b) elle contient un o\bjet:, notons-le N, muni

Y

! [

d'un morphisme 6 I T + N, oll T est 1'objet termixﬁ‘lre A,
d'un morphidme 0 : N + N, , d N

d'une famille de morphismes { R(A) : N+ (AbA)D(ADA)l Ac IAI }

@

tels que -
g *_*
1) R(a)e = [[q(TA(A”A),A)] ]
x_% -
11) R(A)o . = CLECAY] ] R(A) o ?
ol E(A) : ( ((A™A)>(APA))A(ASA) )AA+A -
= e(A,A)<e(4,4)<p(A,BAC) , 6(B,B)q (A, BAC) >p (AA(BAC) ,B),
" q(AA(BAC) ,B)><<q(CAB,A) ,<q(C,B) , p(C,B)>p(CAB,A)>,
° o o, &
. q(C,B)p(CAB,A)>
! ol B = AoA et C = BB
|
REMARQUES ’

¢ 0

a) Dans une cz;tégorie pré-récursive, les morphismes "récurrence" R(A) per-
. i
mettent dé¢ construire pour tout morphisme a : T+ A et pour tout mBrp}nisme

®

g:A>A um moirphisme h : N+ A tel que le diagramme suivant commute

N—-—-——)N
\ / K

- Sy A———-—’ A




N+ A

oi h

e(A,A) ;q(NA(A:)A) ,A) ,e(A2A,A>A) <q(N,A>A) ,R(A)p(N,A:A)>p(NA(A5A) A)>

u

*
<<I(N),[gq(N,A)] >,a0(N)> \ -

° b) E(A) satisfait 1'égalité sulvante, cette &galité étant écrite avec la

t

notation usuelle,

! Voa:T+ (AA)S(AM) ,V £ : T+A% ,¥ a:T>AclAl J\

<f,u>>,f>

l £p0<a,£>,8>> = &) 4<@y 48,8, 0,404

! ¢) Dans cette définition, nous n'avons retenu aucune idée d'unicité.

P 2 oz 2
d) Dans une catégorie pre—recursive,ynoua noterons NAN par N , !
!

* NPAN par Nn+l, ¥neN™.' Quelquefois, N’ remplacera T.
EXEMPLE Ens est une catégorie pré-récursive.
N
<

o8

DEFINITION 2.2 Soient A et B, deux catégories pré-récursives. Un foncteur

!

F : A+ B est dit pré-récursif si

.

o

a) 1l préserve la structure de catégorie cartésienne fermée,
b) F(N) = Ny , F(8y) = 85, F(gy) = og et F(Ry(A)) = Rg(F(A)) , VAelA[/.’“\;

| . V-

2.2 REPRESENTATIONS DES FONCTIONS PRIMITIVES RECURSTVES

- ' |
DEFINITION 2.3 Soit A, une catégorie pré-récursive. Une fonction

£ 2 NS> N gt représentable dans A s'il existe un morphisme FoN+ N

vérifiant 1'équation suivante:
AN




R

. ’ 20.
a a a
f<,..<<0 1e,c 26>,0 36>,...>,0 ko>
| T £(a,...,a) T £(a,...,a,) T f£(a,...,8)
= <., ! & g,0 M2 1 Ko>,..05,0 W0 ! o>

k
V(al,...,ak)eN .

c

Les catégories pré-récursives ont la propriété d'avoir des représenta-
tions de chaque fonction primitive récursive.

THEOREME 2.4 Soit A, une catégorie pré-récursive.
récursive est représentable dans A.
;
L. /

Toute fonction primitive

PREﬁVE)par induction sur la longueur des descriptions associées aux fonctions
primitives récursives.

A) Montrons que toutes les fonctions primitives récursives gdmetfhnt/une des~
cription de longueur 1 sont représentables dans A.
\ Ces fonctions sont

{
v

i) 1la fonction constante zé&ro

141) 1la fonction successeur

i1i) 1les fonctions projection

J “
v
k)

g

.
i
oy

PN A
g

80(N) : N+ N car k(n) = 0, VneN et

’

1) la fonction constante z&ro K est représentfe par le morphisme

80(N)a™6 = 80(T) = 6I(T) = ©

g, yneN.

[

11) ' la fonction successeur 4 est représentée par le morphisme O car
00™ = ¢®*'e = * Mg, yneN.

1i1) les fonctionms projectibn LA
Yiell,m].

»1

)

: N* + N sont représentables, Vm£N+,
*
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N Preuve par induction sur la valeur de m ol le domaine de la projec-

tion est Nm.

a) Sim=1, 11 y a une seule p}ojection L N+~ N
, .

' W, , est représentée par I(N) : N + N car
’ "1,1(n)

I(N) o0 = 0%6 = o 0, VneN

b) Supposons que toutes les projections dont le domaine est ' pour

me[l,n] sont représentables.

Soit %; e la représentation de “m 4> Pour mell,nl; montrons que
’ ’ v -
- - ~~ n
w rése ™ 1l s < m
n¥1,1 est représentée par n,ip(N ,N) pour 1 <net at1,n41

est représentée par q(Nn,N).

Pour ie[l,nl, T (al,...,an ) = a, = wn’i(al,...,an)

+1.
Val,az,.-.,an+leN
' \

nt1,1

~ a, Ay a a
Donc, T_ ip(Nn,N)<...<<G 9,6 %0>,...5,0 "8>,0 "o>
»

a

~ al a2 n
ﬂn’i<...<0 8,0 6>,...>,0 0>

#

T (8, se..,a)
0,11 Dg , par hypothise

a
o 19

"

=

m (a,,...,a ,8 ) |
_ n+1,1" 1 n’ ntl n+1
=0 . e, V(a‘,.:.,an*l)eN

l * ]

Alors ;; ip(Nn,N) représente T pour 1ell,n].
9

n+1,1’

Pour 1 = n+l, W

n+1,n+1(81"'-.a ) = a y

n+1 n+1




- /
, |
22.
a a a
- 8 2 +1
Donc, q(N*,N)<...<c 6,0 8>,...>,0 ¥ 8> QM
/ . .
= Uarl'*le \-\ < .
w (a soesy ) 1 ,:l})'
g prmt qnt1 0, V(al"°"‘n+l)€Nn ‘ ¥

. n .
Alors q(N ,N) représente nn+x,n+l‘

| |
+ .
, D'od toute projection de domaine Nl est représentable dans A,

Par induction, toute projection est donc représentable dans A.

Nous avons ainsi démontré que toutes les fonctions primitives récursives

"

admettant une description de longueur 1 sont représentables dans A.

B) Supposons que toute fonction primitive récursgive ayant une description de
longueur inférieure ou €gale 2 n est représentable dans A,

Soit £ ayant une déscriptign de longueur n+l, .

. . Gy

alors f admet une descriﬁtian de la forme <E,"ﬂ> et f est égal A <g,h>

oll g (respectivement h) est la fonction décrite par g (respectivement

!

h) .'\\

ou f a@et une description de :lla forme EE et f gst égal 3 gh ::ﬁ

g (respectivement h) est la fonction déorite par g (respectivement h)
ou £ admet une ;iescription de' la forme r(E,-ﬂ) et f est égal d récurren-
ce (g,h) ol g (respectivement h) est la fonction décrite .par E {respec-

_tivement l_x) .

+
»

. 1) f admet une description de la forme <g,h> et £ = <g,h> ol g (respecti-
vement h) est la fonction décrite par E (respectivement -l;) -
g : N+ N h:N" N

\ s




e vy Yot

23, )
. s L —— — —
‘ \ A(<g,h>) = n+l et A(<g,h>) = A(g)+A(h)+1 S
} N - —
3 (" = A(g) < n et A(h) < n. , e
' ’ [
Par hypoth2se, g et h sont représentables dans A par r; et ?{lcar
tous deux admettent une de;cription de longueutr inférieure ou égalé a n.
i - - n s n+1 ' f
P Alors f est représentée par <g,h> : N ' =N car .
% ~ o~ 4, 2 ay %n ¥
, <g,h><...<0 0,0 “05,0 "65,.,.5>,0 0>
~ a a a ~ Ca a a ,
i L= <g<...<& le,or 26>,...>,<J n6>, h<...<g 1e,o 26>,...>,cr Ng>>
- ,‘!:' * " ! . . ,
N 8(a sesesd ) m gla, y.c.5a) W g(k »eses8 )
e A ne’om,kz 1 “6>,...>,0 m,m° "1 ng, . .
T h{as.ie,a) ’
c,~1,1 1 n'g, )
3 } , ’
n <g,h>(a_,+0.58.) T L <gyh>la yeie,a)
= <...<co M1l 1 Yg.0 m+'1,z 177" >reeeny " / .
7 | L <g,h>(a ,...,& ) (’n: ' <8,h>(& ’o-ﬂ,a ) “
g D+1,m 1 " g5 .q m+) ,m41 1 LN i
e V@ ,...,a )eN". !
AR 1} : /“/
) 11) £ admet une deacri;;tion de la forme gh ‘et f ést 8gal A gh ol g (res-
pectivement h) est la fonction décrite par g (respectivement -h)
h:Nn-»Nm,g:Nm—rNs -
A = A(g) + A(h) = n+l . .
Comme la longueur d'une description est toujours plus grande ou &gale
i . 21, alors A(®) < n et A(R) < n. °
. - ~
Par hypoth2se, g et h sont représentables dans A par 'E et h ,cer tous
( ™




\\\ A I ]
7 v \‘\
24‘
3 " | i
1 \ |
£ e N L deux admettent une description de longueur inférieure ou égale 2 n.
E } ” \“ e (o)
! L Alors f est représentée par Zh : N® TNS car
) | oo a a a .
“‘ (gh) <"'<° 16)0 23>,...>,0‘ e>
\
\
X ~ a 8 a 4
L 2 E®<...<o 10,0 28>,...>,0 0>
v ‘
~ ‘" h(a ,t--,‘) " h(a ’--oga) '"- h(a )"')a)
Nl ’ L= Bueacg T2 e L 6,0 0% 1 Moy, 0! T
c\\\‘ e -
v T h(a_ ,...,a L ha,...a
=/<...<0 ’ (m,1 ( ’ )n)’ L} m,m ( 1 ‘:n))e,...>...> .
(gh)(a 8 ) T (gh)(a ,.,a ) w_ _(gh)(a ,.,a)
= <.,<0 8 17" B,O’ 8,2 170 e>:->30 8,8 ! n 0>
’ n rd
.‘ ’ ) V(al,.‘..,an)eN . qJO

\
N

]
111) f admet une description r(g,h) et f e

égal 2 rélcurrence (g,h) o
(respectivement h) est la fonct décrite par g (respectivement h). \
't‘ g @ @n-*N , h
AME@D) =A@ +A® + 1

. Donc, A(g) < n et A(R) < n.

+2+~

n+l

>
f-I

Par hypoth2se, g et h sont/représentables dans A par ’E et h car tous ®

_deux admettent une des

iption de longueur inférieure ou égale & n.

i I- Coi:sr.ruisons le morphisme T susceptible de représenter f£.

( a) Soit & : N'AN® » Nn le morphisme canonique

, > <<p(N .Nz),p(u,mq(N JN2)>,q(N,N) q(N",N?)>
- by Soit j: (N"sN?)AN"aN?
- ~ ) N [
= <op(N,Me(N",K%), h<p(¥”,NToN7), e(N",N%)>>

<q(N"oN* iz“), p(¥"=N2,N") > :




\ ‘ o B L R ‘

s

¢) Soit w: N-+N"oN?

‘ - ' = e(N™oN, NN2)<[<BO(N),B>q (T, N 10,

| e((N"sN2) o (N"sK%) , (87aN%) o (a8 2) ) <[ 4*q (T N8 %) THoqm)

R(NTONZ)>> -

+
d) Soit T: NV LN

= q(N,N)e(N",N?)<p(N",N) ,wuq (N",N)> . /

e) Soit v: N*ThN

(N, N) e (N2, N2) <p (NP, N) juuq (N N) >
P

(

Nous montrero e V représente T
ne qu represent n+l,ntl | )

T représente'f

) II- Montrons que WP = [<60(N™) ¢E>Q(Tan)]* ot 4
\ wd = e(N"oN2,NSN2)<[<BO(NY),3>q(T, 8% 1 0(N), : )
e((N"5N2)> (NPoN?) ; (N™SK?)> (N"oN2) ) <01 q (T, N%=N2) 1 o),
R(N"SN?)>>0
= e(N"N? NoN?)<[<00 (™), B>q(1, ¥ 106,
. e((N"oN?)a (NaN?) , (NN )a(™on®) ) <3 (T, 8%r) 1o ) e, -

RN™SN?)8>> | «

Par la condition b)i) de la définition d'une “catégorie pré-récur-

sive, ‘ :

= e(N"oN?, NoN?)<[ <00 (N™) 3> q(T, 8% 10(T), .
(N2> (717 , (V)= (V%)) <L 5" T, W) 10(m),

[Lq(TA((N"oN?)> (NPo?)) , NN%) 1¥1*>>
{
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Comme O(T) = I(T)

~ *
e(NPaN2, NPoN?) <[ <B0(N) , ®>q (T, 7,

e (SN Do (NN2) , (NPN%) s (PsN2) ) <[4 q (T, 87N 17,

[Lq(TACON)>(N82)) NP2 ¥ %>

<

e (NP8, NPR) <E <00(N) ,3>q(T,N%)1", |

e ( (N"5N%) o (NPoN2) , (N"5N2) 5 (N™oN?)) <q(T, (NP8 ) ("N ),

LLq(TAC(NPSN?) > (NPN2) ) NP8 ) 177 p (T, (NPoN2) 5 (NP5N7)) >
|

(D), 0174 (T, 8821 5>

Comme A est une \catégorie cartésienne fermée,

s

e (NN, NPS2) <[ <BO(N) ,¥>q (1,8 17,

[q(TACPoN?)> (N%))  N°58) 11 (1) 503 "o (T, K08 175>

e (NPoN? ,NoN2) <q(Ta ((N"SN) > (NPoN?)) ,NPoN?) ,
[q(TA((Nn:Nz):(Nn:Nz)),Nn:Nz)]*p(TA((NnaNz):(NnaNz)),Nn3N2)>

<«<I(T),[1 q(T,N%N) 15, <00 () B> a(T,8M 17>

Q(TA((5N2)> (75N%)) ,NPN2) <<I(T),[ 1 a (T, N"oN2) 1>,

11

L<00(m B a(r,¥% 1%

<= [<00(N) ,¢>q(T,NM 1"

. x ' *
II1 - Vérifions que wo = e(NnDNz,NnDNz)%,[j q(T,NnaNz)] o(N)>

1"

wo = e (NN, NPoN?)<[<a0(N) B> q (T, N 1 o(N) ,

e (("a1%) 3 (") , (NPo8%)> (°aN2)) <L 3 g (1,87%8) 1 o),

R(NTSN?)>>g

AN

e(N“:N’.N“SN2)<[<eo(N);qu(T.Nn)J*O(N)O. :

i

e ((FaN*) 2(PaN) , (o) s (VaN?)) <[ 3% q(T, K8 Tow)o,

R(Nn:vnz)o» / /
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Par la condition b)ii) de la définition d'une catégorie pré-récur-

(. ) | sive, , ' !

= o (NN, W™N? )<[<BO(N) ,5>q (TN o),
e ("N (RaN7) , (NPoR%) > (NPoN?) )< 1 *q (T, K%8%) o) ,

' [LEQ™N?) 1 1 Ra™on?) >>

Comme A est une catégorie cartésienne fermée,

e (N"oN2, NPoN2) <[ <B0(N) ,3>q (T,N%) 1 o), [E (™on2) 1 <R ("N ),

[5%q(T,8%N%) 1*o(w)>>

= £ (ﬁ%nz)«R(N"aNz),[ 1 a(T,8 582 1 0m) >, [<60(N) > q(T,8¥% 1 o(w) >

= e(E,E)<e(E,E)<p(E,DAF) ,e(D,D) q(E,DAF) >p (EA (DAF) ,D) ,
q(EA(DAF) ,D)><<q(FAD, E) , <q(F,D) ,p(F,0)>p(FAD,E)>
a(F,D) p(FAD,E)><<R(E) ,[1"q(T,E) 10N> ,[<B0(N) ,§>q (1,8 1 *oN)>

od E = N">N?, D = EoE et F = D=D

«

= e(E,E)<e(E,E)<p(E,DAF) ,e(D,D) q(E,DAF) >p (EA (DAF) , D) »Q(EA (DAF) ,D)>
<<[<6O(N) .'§'>q(T.N“>J*0(N) ,<[j*q(T.E)J*0(N) JR(E) >,Z,

[3"a(T,E)10N)>

e(E,E)<e(E,E)<[<60(N) ,3>q(T,N") 10 (N) ,e(D,D)<[ 1 *q(T,E) 1 o) ,

R(E)>>,[§ q(T,E) 1 0>

= e(E,B)<w,L1"q(T,E) 1 0(N)>

’ x 2 %
A = e(N™NZ, NN <w, [ q(T,N5N )1 om)>
By »

N IV - v représente LI MLy

. - ’

)
PREUVE par induction sur la derni2re composante de T

) +1
a) Soit (al,...,an.O)eNn 'y montroms que

t

o i
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a a a

(a,,...58_,0)
V<, .. <0 16,0 26>,...>,o n0>,c50'6> =g b n

s 0.

(2R

Ui
n+i,n+l

al 82 an 0
V<,,.<g 6,0 "9>,...>,0 "6>,0 0>

a a
2 1
p(N,N)e(N",N°) <p(N™,N) ,wq(N",N)><...<c ©,0 ‘0>,...>,0>

-

a a

2 1 2
“ = p(N,N)e(N™N )<p(N",N)<...<0 8,0 “0>,...>,0>,

b)

= p(N,N)e(N",N%) <p(N®,N) ,uq(N™,N) ><.<0 '8,0

a a
1 2
wq(Nq,N)<...<d 8,0 0>,...>,e>f>

a a

a
= p(N,N)e(¥®,N)<...<0 '0,0 20>,...>,0 "0>,uwh>
!

' -

. a a a ~
= p(N,N)e(N",N?)<...<0 8,0 26>,...>,0 "8>,[<B0(N™),g>q(T,N% I*>

= p(N,N)e(N",N*) <q(T,N") ,[<BO(N™) ,2>q (T,N") T*p(T,N") ><1(T),

a, a, a
<ve..<0 8,0 “0>,.:.>,0 "o>>

~ n - a,  a, ., 8

= p(N,N)<80(N™) ,g>q(T,N")<I(T),<...<c 8,0 8>,.4.2,0 55>

4

81 82 a
= 90(N™)<...<a '0,0 26>,...>,0 "9>

= é = 006
!

T (a . ,...,8_,0) »
n+i1,ntl 1°? *“n?
=0 : n 0,

1

Supposons "le résultat yvral pour (al seee ,an,y) , ¢'est-ad-ditre

(a

a a T
ntl,ntl 1

ves@ LY)
1 ’ ’ ’
v, <o 6,0 n

2n" ' an
8>,..>,0 e>,oy> =g

montrons qu'il est vrai pour (81"‘ .,an,yi-l) .
! , i

a a a

!
V<...<0,'0,0 28>,...>,0 "8>,0"" 0>

a a a
1

29>,.>,o n6>,oy+ 8>




a a a
= P(N,N)G(Nn,N2)<<...<U 19 e} ze>:“°>’0 n6>,w0'y+l >

a
~

a -a a
= p(N,N) e ,N*) <p(N™,N) ,wo (N, N) ><. .<0- 28,0 20>,..»,0 "9>,076>

= p(N, M) e, N )<p(N°,N) e (N*N" NP’ ) <o, [ 1 *q(T, 8% %) 1 o (w) >

i n al 82 " an y
q(N",N)><...<0 0,0 6>,..,5>,0 0>,076>

)
-

= p(N,N) e, N <p (", N) , e (NP NN ) <q (T, NN 2) , [ 3" q (T, NN %) 1
a a a -

p(T,N"=N") >%0(N) ,u>q(N®,N) ><...<0 0,0 26>,...,0 "8>.078>

= p(N,N) e (™, N%) <p (N, N, 1 “q(T,N"=N>) <O(N) ,wrq(N",N) 5 -

a, a, ° a
<.se<@ 0,0 "0>,...,0 6>,Uy9>

- . \
= PN, M) e ,N%) <q (NN N, 1 *p (N2 8™) > <q (T, NON %) <O (N) , >

a a a
q(Nn,N),p(Nn,N)><;..<o 16,0 26>,...,o n9>,oy6>

1t

a a
p(N,N) 3 <uwg(N*,N) ,p(N",N) ><...<0 ‘8,0 'B>,...,076>

p(N,N)<ap(N,N) e (N* N ) ;HR<p(N® NN ) , e (NP, N 2) »>

] 2
<q(N"20 " N, p(N N 2 N > <wq (N, N) , p(8®,N) >

a, a,
<...<0 0,0 0>,...,0°0>

= op(N,M) e (8™ ,N %) <q (W™ *,ND) , p (N0 2, 8%) > <tig (N® N , p(N®, ) >

B &1‘ az a
<ev.<0 0,0 “6>,...,0 8>,079>




()

N

30.
3

a a
op(N.N) e (N, N2) <p (N, N) ,0q(N™ M) > <. <0 16,0 “8>,...,0"8>

a, a,
OV<...<0 0,0 6>,...,0y0>

0o’ 6 par hypothése.

+ /
’
\

T (a,,...,8_,y+l)
cy+1a -G n+l1 n+1° 1 n 9. ‘
a a . 3 )

a
Par induction, V<.,.<0 16,0 26>,...,G‘“6>,0m62

et V représente ainsi T

U
. g DH1,OH

(al,...an,m)

0, V(al,’...,an,m)eNn+1

n+i,n+l.

V - T représente f£. \

PREUVE par induction sur la derni&re composante de

a)

!

Nn+ 1

¥ nt1
Soit (al,.t.,an,O)eN montrons que

a,. a a f(a s...5a_,0)
T<e o o< le,c %6>,...>,g ne>,c;09> = ? 1 n’_ 0.

a a a
0

. 1 2
T<eee<0 08,0 "6>,...,0 n6>,c 0>

a a a
1 2 n
T<ess<g 0,0 0>,...,0 ©>,0>

J
a a . a '
q(N,N) e (N, N2) <p(N®,N) ,wq(N® ,N) ><. ..<0 0,0 205,...,0 6>,0>

a 'a

a
q¥,Me ("N (", ) <<0 8,0 “8>,...,0 "8>,6>,uq(",N)

a a, a
<ies<g 0,0 “0>,...,0 n6>,6>>

A

a a
q(N,N)e(Nn,N2)<<...<c 19,0 z6>,...,can6>,m6>

\ a a a 1%
q(N,N)e(Nn,N2)<...<0 le,o 26>,*...,o n6>k[<60(N),§}q(T,Nn)J >



{ = S

. e
/ <> o, .
a(N,Me (", N*) q(T,8) , [<00(N™) ,§>q(T,N") 1 p(T,N")>

( ) ' o oA - '

. - a a, N
- . <I(T) s<eee<C 60,0 “0>,...>,0 "O>>

»
. - [N

. a a a ] .
q(N,N)<60(Nn) ,'§'>q(T,Nn)<I(T),<...<0' 16:0 26>,...,0 Mgss

’

2

! . ) e a, a, ane
} €<...<0 0,0 "6>,...,0 6> -

- o

L3

; . )
i ” 8(8‘1""’an) . ) .
; . - =0 ; 8 car g représente g .

: ¢ . ' . : .

f(a.,...,a_,0)
. =g 1 n’ 0
o —‘\ -

b) Supposons le résultat vrail pour (81""’an’y)’ c'est-a-dire

o

a a a f(a I CIEY: )Y)
T<<0 16,0 2e>,...,o n6>,oy6> =g e

_ montrons qu'il-est vrai pour (al yeos ,an,y-i-l) P

o

a a, a \ o .

T<<g0 6,0 6>,...,0 ne>,cyy 0> = . C
/ : . ° \ ; .
n .2 n n 8, 8 8 y+1
q(N,N)e(N ,N )<p(N ,N) ,wq(N ,N)><...<0 8,0 6>,...,0 6>,0° 0>

A

» a a a .
q(N,N)e(Nn,N Y<<... <0 16,0 29> ,...5,0 ne>,m(33”'le> . \

L

a a a
2 -
(N, ) e (N N*) <p (8", N) uoq (", N)><. . .<g 18,0 20>;...,0 "8>,076>

"‘:“./L' ’ q(N ’N)e(Nn!N2)<p<Nn’N) s e(l“n:Nz1 an3N2)<wo K

= ’ * n 2 L* n ° al 082 y
L3 q(T,N oN") J50(N)>q(N ,N)><...<0 8,0 0>,...,0706>

o

4@, Me (NN <p (", 1) , 3 q(T, NN <0 (N) u>q (8, N)> 11

.- a, a, . .
<...<0 6,0 6>,---,0ya>1 " -




————— . - [ SN

’

gt e g

N \ a, &,
= q(N, M J<wq (N, N) ,pV°,¥)><...<c 8,0 6>,...,00>

" “— ] N r' 2
= q(N,N)<op(N,N) e (N®,N%) , BR<p (W%, N"oN ") ,e (" N ) >>

)

o PN B ey v g S
]

2 n N n
! ) <q (N, N") (7N, N ><ug (N, N) ,p (8", N) > . .
' a
' ' a a. ' 9
, 1 2
; . <oeo<0 0,0 e>,,..,o3'e>
3 . a a

' ~ 1 2
* - =_h2<p(Nn,Nn:N2),e(Nn,N2)><p(NnéN),wq(Nn,N)><.-<0 0,0 °6>,.,070>
| N |
~ 2 2 2 2
= Recp (N, N2, (N, M) (NP, N°) >, (N, M) (N7, N ) > <p (N NN ) e (N7,N ) >

a a
. 2
p (NN, 0q (NP N) < e <G 8,0 B>yeeepd 8>

B}

Beep (VM%) p (N e "N 5,0, Me(N" 155 p 0", N) , ;g (8", N)>

L
4 N

¢ - a a

<,ee<0 le,c 26>,...,0‘v6>

®
"

Fecp (N, NN 2) , p(N,N) e (N ,N°)><p (K", N) ,uq (", N)>
&

a q. ¢ i ’ "‘!
<. .0 18,0 28>, ...,078>,q(N, M) e (N, N") <p(®,N) ,uq(N®, ) > -

A
L

. a, a y
- <...<ad 0,0 “6>,...,070>>

' a
~ 1
fe<p(F°,N) , p(N,N) e (N7, N) <p (", N) , g (N",N)>><. . <0 '6,...,078>,

v

Y ! 3
a

4 2 2y
’ T<...<0 '8,0 0>,...,0 "9>,070>>
. .

~

-
! *T\'«p‘(,Nn,N) ,p(N,N)e(Nn,N2)<p(Nn,N) .wq(Nn,N)>>< Y 19, . .0y6> ’

C) J “of(alsﬂ'tsan:y)

0> par hypotheése.




Y- .

o

o 8,
B,ye.,@0>>,

B<<p(N",N) ,V><. . .<0 o

a

'ff<<p(Nn,N)< v eSO

i
T f(als'“',ap:’Y)

o 6>

a
26>,...,oyag,c

2
fic<...<g 0,0

'
1

c représente T et
ar v rep n+l,n+l

'

) oh(al,...,a.n,y,f(al,...,an,y))

~

AN

f(al""’an’Y+1)e

o

/‘ a a

N
\
N

et T représente f = récurrence (g,h).

”

Done, par i), ii) et iii), nous avons démontré
ve récursive ayant une description de longueur

dans A,

\

f(qx,...,anly)

f(al,...,an,y)

i
n+1,n+1

. a
1 .
Par 1pduction, T<...<0 6,0 2e>,...,o “e>,o“e> =

8>

a al 82 y
19,0 28>,..,0708>,v<..<0 9,0 8>,..,0°0>>,

0>

(a

l,---,an.y‘) =y

~o

0 car h représente h. .

\

f(a,,...,a_,m)
x! ? ]
g N n

V(al,...,an,m)eNn+l °

que toute fonction primiti-

0y

n+l est représentable
|
/

Ainsi, par induction, toute fonction primitive récursive admettant une des-

v

est représentable dans A, .

] l
cription est représentable dans A. Et comme toute fonction primitiverécur-

sivie admet au moins une description, alors toute fonction primitive récursive

4




o

REMARQUE

a) Un autre morphisme représentant récurrence (g,h) pourrait &tre construit a
partir des idées exposées dang le théor2me de Freyd [5] affirmant que tout
topos muni d'un objet de nombres naturels est fermé sous une certaine géné-
ralisation de 1'induction mathématique de Peano.

b) La preuve du théorime précédené'noua montre que toute description associée

& - -
& une fonction primitive récursive £ : N > N® détermine un morphisme

. f de A qui représente f. Or f admet plusieurs descriptions. En effet,

8i £ est une description asséciée af et si I(Nn) est und‘deacription asso-
clée 2 I(Nn) : NP +-Nn, f I(NH) est une autre description associée } £.

) i
Ainsi, toute fonction primitive récursive f est représentée par plusieurs

morphismes de A, ces morphismes pouvant &tre égaux ou différents,

2.3 CATEGORIES PRE-RECURSIVES LIBRES

“

Nous venons de voir que toute fonction primitive récursive est tepréseﬁ-
'table dans'cﬁaque catégorie pré-récursive, Que pouvons-nous dire des fonc-
tions représentables dans une catégorie pré-récursive A? Nou; pouvons répon-
dre dans le cas ol A|= ¢, ¢ étant la catégorie pré-récursivz libre engendrée
par la catégorie vide ¢. Dans ce cas, toutes les fonctions représentables
dans ¢ sont récursives, ce que pous verrons dans la section 2.4. Pour le mo-

&
ment, nous allons vérifier 1'existénce de 9.

v

THEOREME 2.5 Soit A, une petite cat&gorie, Il existe une catégorie X, pré-

récursive libre engendrée par A.

<




35.

|

H

PREUVE Nous nous inspirons des techniques développées par Lambek [15]. |

() “
I I-Soit DA, le systémehdéductif suivant:
N A) les symboles primitifs sont
T NAo>% (), 0I ¢ gp qeUR< > ‘
B))les termes -de P(A) sont définis de fagon inductive
‘ 1) tout ob]jet de A est un terme de D(A) |
2) T et N sont des termes de D(A) (T et N ¢ JAI) j
3) S1 A et B sont des termes, (A)>(B) et (A)A(B) sont des termes. r
4) Ce sont les seuls termes. ‘
g .
C) les preuves de D(A) sox;t définies de fagon inductive AN
' 1) les expressions suivantes sont des preuves‘
i) AIA
A - ii) AOT
iii) TeN ) %
iv) NoN
) (A)A(B)pA
vi)  (A)A(B)gB
vii) (A)A((A)>(B))eB B
vii1) NR((A)>(A))>((A)>(a))
;‘ ol A et B sont des termes de D(A). .
L ’ 2) les mox;phiamep f:X+Yde A son‘t des preuves XfY.
| . 3) si Apﬁﬁmc\sont des preuves, AbB(pC est une preuve, olﬁ A,AB,C sont |
| \ des\termes de D(A).
| ”}‘t 4) si ApB et ApC sont des preuves, A<ApB,A9C>(B)A(C) est une preuve ol
{ ;,) A,B,C sont des termes de D(A). b ' \
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36.
) |
. * .
5) S1i (A)A(B)pC est pne preuve, A((A)A(B)pC) (B)>(C) est une preuve ol

/
/

(.) A,B,C sont des termes de D(A).

6) Ce sont les seules preuves.

D) Si g est/ une preuve, g est de la forme AfB ol A et B sont des termes de

D(A) . . \

Alors A est dit le domaine de g et B est dit le ci)domaine de g.

/ T

REMARQUE Dans 1'écriture des termes, nous omettrons des parenthses lorsque
{ :

cecl n'entraine aucune ambiguité.

v

3
II -A) Construisons la catégorie A

a) les objets de A sont les termes de D(A)

b) les morphismes de A sont les classes d'équivalence des preuves de

v

. D(A), par rapport 3 la relation d'&quivalence ® décrite ci-aprds,

] c‘est-&-—dirg un morphisme [P] : A + B de domaine A et de codomaine B
est la classe d'&quivalence [P] de la preuve P dont le domaine est A
et le codomaine esat B. ”

c) la loi de com/pos"it:ion est définie comme suit:
si [p] : A + B, la preuve p a la forme AfB

si [q)]i : B +>C, la preuve ¢ a }a formé Bg(} Py
5 o
v

. alors [91[p] : A » C est [Afngd] ‘ .
Cette loi fleﬁztnposition est associative, car jéi (wl : C -:\D, la
preuve W es? de la forme ChD et
(wl(le1lp]). = [wICA£BgC] = [AfBgChD] = [BgChD][p] = ((wlleDlpl:
= [RI([¢ICPD) = ([R1[eD)[P] . :

d) les morphismes [AIA] : A + A sont ;es// morphismes-identité sous cette

N loi dej composition.




B U - -

[pI[AIA]

[BIBIL[P]

A 37.

[ATAfB] = [A£B] (condition 7 de

[p]
[pl

L1}
~

tf
n
1"

CafB]

Ll
S~

[AfBIR] (condition 8 de

Ainsi, A est une catégorie.

e) la relation d'équivalence =

entre les preuves de méme domaine et de

méme codomaine est la /plus petite relation satisfaisant les condi-

tions suivantes:

1.

11.
12.
13.
14.

15.

16.

a=sa

sias é, alors B = O

sio=pf etBf =Y, alors & = Y

si (A)A(B)'ac = (A)A(B)‘Y(},

 alors ACMIARB)AC) " (B)>(C) = A(AIAGB)YO) " (B)(C)

si AoB = ABB et AYC = ASC,
alors A<AoB,AyC>(B)A(G) = A<ABB,ASC>(B)A(C)

si A0B = AyB et BRC =

1

8C, alors AaBRC s AyBSC

BoAIA = BoA
AIABB = ARB :
XIX = XIXX, pour tout 1X :X+XeA

XgefZ = XfYgZ pour tous les morphismes f : X + Y et

g : Y~ 2deA, oi o est la composition dans A.

AqT = AOT
A<AgB,ABC>(B)A(C)pB = AoB
A<A0B,ABC>(B)A(C)qC = ARC

C<Ca(A) A(B)pA,Ca(A) A(B)qB>(A) A(B) = Co(A)A(B)
(A) A(B) <(A) A(B) qB, (A) A(B) PA((A) A(B) o) * (8) 5(C) >(B) A((B) >(C)) eC

s (A)A(B)aC \

A((A) A(B) <(A) A(B) qB, (A) A(B) pA(B) 5(C) > (B) A((B) 2(C)) eC) *(B) >(C)

2 Aa(B)=a(C)




e

17. TONR((A)>(A))>((4)>(A)) = T((T)A((A)>(A))
(CCTIA((A)>(A)))A(A) gAY X ()= (A)) *((4)>(A))>((A)>(A))
18. NONRB = NRB(C(D<D<DgA,DpC<CqE,CpB>F>G,DpCqE>H

/
<HpG<GpA, GqFeE>JeA  HqE>JeA) *E) *B

(8)>(4) , B

E)A) , 6

(E)>(E) , C

(AA(F) ; H

(B)A(E) , D = (CYA) ,
@A) , I = WA .

ol E

F

Ici, A,B,C sont des termes de D(A). ' Dans chacune des conditions,
o, B, Y et § représentent des suites finies de s‘ymboles primitifs
et de symboles de A telles que l'expression de chaque c8té du sym-

- bole = soit une preuve.

B) A est une catégorie cartésienne fermée. .
La condition 3 de la définition deé termes de D(A) nous assure 1'exis-
tence du produit et de E11' exponentiation de tout couple d'objets de A,
T étant 1'6bjet terminal‘.) Les mofl;hismes déterminant la structure car-
‘tésienne fermée sont les classes d'é&quivalence des preuves données par
les conditions 1 ii), 1 v), 1 vi), 1 vii) de la définition des preuves
et les conditions 11, 12, 13, 14, 15, 16 de la définition de la relation

d'équivalence =, nous donnent les &galités désirées.

-

c) A est une catégorie pré-récursive. ‘ ’ ({
En effet, N est 1'objet naturel, [TON] : T+ N, [NON] : N+ N,

TN

\fNR( (AS 5(A))>((A)>(A) ){] : N\ + ((&) 5(A))>((A)>(A)) sont les moxrphismes

/ .
catactéristiques et les conditions 17 et 18 de la définition de la rela-
~ \\ )
tion ‘d'équivalence =, nou7/ assurent les &galités requises.

5

III. Vérifions que A est la catégorie pré-récursive libre engendrée par A. *

A) Le foncteur n(A) : A + A est défini en envoyant tout objet de A sur

&




39.

1ui-méme dans A et tout morphisme de A sur sa classe d'équivalence

dans A. |
n@) : A+X . -
f 1 X+Y -»[mr]::ﬁy
' . : n(A) (X) + n(A) (Y)
(A, ainsi défini, est un foncteur.

1) Soit XelAl, nCA)(lx) dgf

A.

9
[XlxX] = [XIX] : X + X, identité de X dans

11) Soient £ : A+ B, g : B + CeA,

10
N(A) (gof) = [Ago£fC] = -[AfBgC] .
f
= [BgCI[AfB] par définition de composition dans A

N =g - nAE /

~,

B) (x‘,ﬁ(A)) satisfalt la propriété universelle suivante:
Pour tout foncteur F : A + X ol X est une catégorie pré-récursivel, il
/

< .
T existe un et un seul foncteur pré-récmra:i.t‘r F de *A dans X tel que

\; Fneh) = !

31F Fn(d) = F

. Soit:r F : A+ X, X étant une catégorie pré-récursive.
. |

a) Définissons F : D(A) + X, une fonction sur les termes et sur les

/ , préuves de D(A). ’
Définissons F sur les termes de D(A) de fagcon inductive:;
pour tout objet A de A, F(A) = P(A)
iaour les objets T et N, F(T) = 'I.fx, FN) = Nx -
pour tout objet de la forme (A)>(B), F((A)>(B)) = F(A)SF(B)
. pour tout objet de la forme (A)A(B), F((A)A(B)) = F(A)AF(B)

3 ri ':Th.rK:
0 .

Ty

&
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o
33 e
e g
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- _ \
Ef - Définissons F sur les preuves de D(A) de fagon inductive.

1. 1) F(AIA) = IX(F(A)) : F(A) + F(A)

11) F(AOT) = ox(F(A)) : F(A) » T,, T, &tant F(T)
1i1) F(TON) = 0, : T, + N, '
iv) F(NON) = Oy :‘Nx + Ny

v) F(AABpA) = px(F(Af JF(B)) : F(A) AF(B). > F(a)
vi) FArBaB) = q,(F(&),F(B)) : F(A)F(B) > F(B)
vii) F(Ar(A=B)eB) = e,(F(A),F(B)) : F(A)A(F(A)=F(B)) + F(B)
vitt) FORAaA)>(Ao8) = R(F(A) + N> (F(A) SF(4)) >(F(A) F(A))
(Nous avons omis ici quelques parenth®ses pour faciliter la com-
préhension.)
2. Pour tout morphisme f : X + Y de A.
F(XEY) = F(£) : F(X) + F(Y)
: F(X) + F(Y)
3. 'I"‘-(AompC)l = F(BoC)F(APB) si ApB et B¢C sont des preuves
4. FCA<AG A0C> (BIA(C)) * <F(ApB) F(AoC)> : F(A) & FBIAF(O) st
ApB et A9C sont des preuves.
. 5. FAWA®B) 0 B)2(0)) = (F((A)A(B) pen” : T + F@)=F(O) ot
(A)A(B) pC est une preuve. | ’

b) Montrons que deux preuves Equivalentes par rapport 3 = ont la méme
image sou\a F c'est-a-dire ApB = A¢B = f"(ApB) = F(A(pB) ce qui nous
permettra de définir ¥ 7( + X par 'I}'(A) = F(A) et 'F([ApB]) = F(ApB) .
Définissons une relation binaire # sur les preuves de D(A): \
Les preuves ApB et AgB de D(A) sont en relation # si leurs images
sous F aont identiques. ApB # A®B * TF(ApB) = F(AyB) '
Vérifions que i eatisfait les conditions 1, ..., 18 de la d&finition

de la relation d'équivalence =, \

tokse g

E Y
Vet e R R
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41.

1, F(o) = F&a) =0 # o C
) 2.

.o #BetBFy=F@) = F(B) et F(B) = F(y) = F(a) = F(y) =a #

@ #8=F@ = F(B) = F(B) = F(a) = B # a

. 81 AABaC # AABYC,

alors F((A)A(B)aC) = F((A)A(i;)yc) : F(A)AF(B)~F(C)
L= (FOAABIAC))* = (F((A)A(B)YC))* : F(A)-+F(B)oF(C)
= ‘?(A((A)A(njac)*(s)p(c)) = F(AC(A)A(B)YC)*(B)>(C))

= A((A)A(B)GC)*(B)o(C) # A((A)A(B)YC)™(B)>(C)

. 81 AoB # ABB et AYC # AdC,

alors F(AuB) - F(ABB) : F(A)+F(B) et 'f(Ayc) =—f(A6C) : F(A)~+F(C)
= <F(AoB),F(AYC)> = <F(ABB),F(ASC)> : F(A)+F(B)AF(C)
= TF(A<AuB,AYC>(B)A(C) = F(A<AYB,ASC)>(B)A(C)

= A<AuB,AyC;(B)A(C) # A<AYB,ASC>(B)A(C)

. 81 AoB # AYB et BBRC'# BSC

alors F(AaB) = F(AYB) et F(BRC) = F(B&C)
= F(AoBRC) = F(BRC)F(AaB) = F(BSC)F(AYB) = F(AYBSC)
= AOBRC # AYBSC

. F(BoALA) = F(ATA)F(BoA) = I,(F(A))F(BoA) = F(BaA)

= BOATA # BoA

. F(AIABB) = F(ABB)F(AIA) = F(ABB)I,(F(4)) = F(ABB)

= ATARBB # ABB

. F(XLX) = F(ly) ou F(I,(X)) )

s ]

IX(F(X)) car F est un foncteur |
/

Ix(i"(ic)) = F(XIX)

= x1xx # XIX = XIX’#‘XlxX » VXelA|

Pour £ : X+Y et g : Y+Z dans A,

F(XfYgZ) = F(YRZ)F(XEY) = F(g)F(f) = F(gof), F &tant un foncteur

= F(Xgo£fZ) | " )




42,

£
. = XEYRZ # XgofZ = XgefZ ff XfYgZ

O |

De la mé&me fagon, les conditions 11, 12, 13, 14, 15, 16 se vé}:ifient
car X est une catégorie cartésienne fermée. Les conditions 17 et 18
décou]\.,enc du fait que X est pré-récursive.

)

/ Donc, # satisfait les conditions 1 & 18. 4k

Comme = est la plus petite relation satisfaisant ces conditioms,

| as>8=a‘#(3af(a) =\F(3) .

c'eat-2-dire F envoie tous les &léments d'une classe d'équivélence
par 'rapport & = sur le méme &l&ment.

¢) Nous pouvons ainsi définir ¥ :X+Xde 1a fagon suivante:

F(a) = F(a) , vaelAl - - :
F([AaB]) = F(AoB), pour tout morphisme [AoB] de A .
¥ est un Foncteur
. - W([AAD) = F(AIY) = 1,(F() = I,(F(A)
F([BoCILApB) = F([ApBeCl) = F(ApByC) = F(BpC)F(ApB)
| = ?([mcﬁ?(upn])
T préserve la structure cartésienne fermée
F(m =1y |
F(AIAE) = FUAA®))
F((a)>(8)) = F((4)>(3))

1
11}

F(A)AF(B) = F(A)AF(B)

F(A)SF(B) = F(A)F(B) , VA,BelAl

Pour la préservation des morphismes impliqués, les conditions

aldi), alv),alvl), al vii), a 4 et a 5 nous 1'assurent. .

¥ préserve la structure pré-récursive

Fao = F) = | ] -
F(rTeND) = F(Ten) = 6,

, F([NON]) = F(Non) = oy

‘ - FINR(AoA)2(A2A) 1) = FONR(AA) >(Ao4)) = Ry(F(A)) = Ry (F(A)) ,V AclAl

Donc, ¥ : A + X est un foncteur pré-récursif.

!




o

QWA =F - _
Par la définition de 'i", 'f"n(A) = F surxles objets et sur les morphis-

mes de A car

Fn(A) (8) = F(®) = F(X) = FX) , VXelAl

’i"n(A) (£) = ’f"([XfY]) = F(XfY) = F(f), pour toutﬁ morphisme £: X+ Y de A.

D'oli, il existe un foncteur\pr‘é—lrécursif F : KX tel que ’l;‘h(A) = F,
e) Montrons que F : A +X est unique.

Soit un foncteur pré-récursif G : A+X satisfaisant 1'égalité.

Gn(A) = F ‘

Alors, VXelAl, F(X) = Gn(A)(X) = G(X) et comme G est pré-récursif,

G(T) = Ty, G(N) = Ny, G(A3B) = G(A)3G(B), G(AAB) = G(A)AG(B), VA,BelAl
Par conséquent, G satisfait les conditions de définition de F sur les
objets de A, donc les conditions de définition de 'f“ sur les objets de

A. Alors G = ? sur les objets de X

Pour les morphismes de I, montrons que\ G satisfait, par rapport aux
morphismes, c'est-a-dire par rapport aud, classea\d'&quivalence de &,
aux mémes conditions que F sur les pPreuves

1. Comme G est pré-récursif, G satisfait la“condftion 1 de la d&fi-
nitiof de F sur les preuves de D(A) ol nous remplagons dans les
'expreasiona situées 3 gauche des équations ¥ par G et ApB par
[ApB]. Du cBté droit des &équations, F n'apparalt qu'avec des
objets et alors G = F.

2. Par hypothdse, Gn(A) = F et alors pour tout morphisme
£ : X+ Y de A, F(XEY) = F(f) = Gn(A)(f) = GLXfy]
D'oll ¢ vérifie.la condition 2.\

3. Pour la troisiéme condition, G([ApBeCl) = G([BpCILApB]) =
G([(BpC1)G([ApB]) car G est un foncteur.

4. 5. Pour les conditions 4 et 5,

Ao

o et o 1

R »
ZHSTIN

4

'JA
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, C(CA<AQB,ApC>BACT) = G(<[AgB1,[AC)>) = <G(LAQBI),G(1ApCl)>
Cj / N et c([A(AAan)*nacD = G([AABPCT*) = (G([AABpCI))* car G, comme
foncteur récursif, préserve la structu;:e cartési%nne fermée.
Vérifiant par rapport aux classes d'é&quivalence les conditions
de définition de F sur les preuves, G envole une classe d'équiv;ilence
de = sur 1'image par F d'un représentant de cette classe. Donc,
G([ApB]) = F(ApB) = ”I‘"([ApB]) pour tout morph‘isme de K et alors
G = F sur les morphismes de x.
D'oll G = ’1'\“, c'}est-—a—d;lre F est 1'unique foncteur pré-récursif de X

dans X tel que Fn(A) = F.

A est donc la catégorie pré-récursive libre engendrée par A.

‘2.4 RECURSIVITE DES FONCTIONS REPRESENTABLES DANS &

\ THEOREME 2.6 Si ¢ est la catégorie pré-récursive libre engendrée par la caté-

gorie vide ¢, toute fonction N N représentable dans ¢ est récursive.

PREUVE
_— e K \ . |

I - Enumérons une suite de fonctions et ‘de relations primitives récursives que

v

nous utiliserons dans la suite du raisonnement. Cette suite est tirée par-

tiellement des listes de Godel [6] et de Kleene [91, [10].

1) x/y= (Q2)[z2Sx Ax=yez]

: ; - . T
2) Prem(x) = x > 1 A (32)[z S x Az 2 x A x/2) _ X

e -

3) 0Pix =0 “

| ,(n+)Pax = pyly < x A Pre;n(y) Ax/y Ay >nPx]

’




. 45.
) S 4) 0! =0 ‘ )
( ) (ntl)! "= (n+l).n!
5) Pr(0) =0 ~
\ Pr(ntl) = uyly < 1+(Pr(n))! A Prem(y) A y > Pr(n)]
6) nEx = uyly < x A x/(Br(n))’ AxPr(n))?
7) (x) =uyly < x A yPax > 0 A (3;+‘1)szx = 0] -
'8 xry = uzlz < PrGAON T A Gn)in s LG =
o nEz = nfx] A (¥n)[0 < n < 4(y) = (o+g(x))Ez = nty]])
. o 9) R(x) =2¥
10) F(x) = R(13)*x*R(17) 0
0 . 11) xiy = pzlz < x A x = y+z) .
-12) [%] = uzlz < x A (z+l)ey >Dx]

13) ReS(x.§) =

«(5)

) Y(0) = R(3D) ;
Y(ntl) = ¥(n)*R(S)*R(37)
15) 2(n) = R(3)*Y(n)*R(5) \
N 16) Nom(x) = (Gn)[n S x A x = Z(n)] ’
D 1) 27 ® = wmln S x A x ="Z(n) ] | :
' 18) G(s,t) = R(61)*8*R(19)*L*R(67) R
/19) H(s,t) = R(3)*G(s,t)*F(L(s) Es)*R(7)*F((£) EL) -
‘ 20) Zéro(x) = x = 2(0). , : ' .

“a

A RS-

II- Définisaons une efmmerat;ion de Godel pour les symbxhles primitifa de D(¢),
c'est-3-dire assignons un nombre premier 2 chaque symbole primitif de 0(¢).
TNA=~(),0I90p-“q"e\*R<>

7 11 13 17 19 23 29

3 5

31 37 41 43 47 53 59 61 67

LY

|
:

Poed L
P T

T
= Qg:*w




46.

Les relations suivantes sont primitives récursives.

BN s e

(x est un terme primitif) x . ‘J
R(v)] v (3p)(3q) [0<pen A

F(pEx)*R(11)*F(qEx) } 1} ) o

1]

n

ST(x) = () [0<nsk(x) = {(Iv)[vsx A TP(v) A nFx

H

O<gq<n A {nfx = f‘('pEx)*R(7)*F(qu) v nfx

B S e ak ol

(x est une suite de Lteumes)

(Par vcempti, ST(x) 84 ’ \

\

3 QSSF(23)*R(7)*F(25)

x=223

S \

. 52°,2° R(13) %2 4R (17) *R(7) ¥R (13) #2° ¥R (17)

T .

. o |

) 223325521333517,7711131351,717

y T N, T) oA, (N )
D 22208 TNSNT ) e odant)

, s(dx))?
T(x) & (Gn) n < Pr([ﬂ,(x)]z)x ) A ST(n) A x = 2(n)En]

|
13
% o 4 (x est un terme)

.‘ (Pat exemple, T(x) 44 x = 2333%517771113135, 417 !

= 2(3Ts) 7811131 7))

MP(x) =Ex = R(3)*R(31)*R(5)] v [x = R(5)*R(37)#R(5)] v

(conditions 1111 et 1liv de La définition de preuves de:‘v(¢))
(3v)[O<vsx A T(v) Ap{[x = v*R('z’a)'*R(3)] v [x = vaR(29)av]}] v
. (conditions 1ii et 11) ’ ‘

(3v) Gw) [0<vsx A O<wsx A T(V) A T(w) A {[x = F(v)*R(7) #F (W) %

Sl

. R(41)4v] v [x = F(v)*R(7) *F(w) *R(43)*w] Vv [x = F(v)*R(7) *F(F(v) &

R(ii)*#(w))*n<u7)*w3}n v \
(conditions lv, lvi et lvii) ;
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]  (@n)l0wsk A T@) A x = RG)ARGMEEWIMMAF(W))#RAL)
AP (F(V)R(11)4F(v)) ] 5 :

(condition 1viii)

oy

(x est un morphisme primitif)

SM(x) = (Vn)[0<nsR () = {(@v){0<vsx A MP(V) A nEx = vl Vv ‘ S

P (v est un moaphisme primitif)

Bpy(3q) (3s) (3t) (Iv)Lo<p<n A 0<q<n A 0<s<x A Q<t<x A 0<v<x A

T(t) A pEx = skt A gEx = thv A nEx = sktav] V

-

N
X (condition 3 de La définition de preuves de D(¢))

(3p) (3q) (3s) (3t) (3v)r(3n;) (3w)[0<p<n A 0<q<n A O<g<x A O<t<x A O<v<x A

0<m<x A O<w<x A-T(s8) A T(v) A T(w) A pEx = sxtav A qbx = Bamaw A

’ : ,, nEx = 8#R(61)*sxtavaR(19) *ssmmwaR (67)*F(v) AR(7)*F(w)] v
| ~ (condition 4)

1

; (3p) (3s) (3t) (3m) (3w)[ o<p<n A 0<8<X A O<L<X A O<M<X A O<W<X A
AN >

T(s) A T(t) A T(w) A ptx = F(8)xR(7)*F(t)*miw A afx =
/ x ' "
| ’ 8xF (pEx) *R(53) +F(t) *R(11) xF (w) 1} ]

r § ) (condition 5)

A}
»

(x est une suite de morphismes)

©

(Par exemple, SM(x) &4 - \

« = R(3)#R(31) AR(5) R(5) ¥R(37) #R(5) 4R(3) #R (31) #R(5) #R(37) #R(5)

]

v ) 22“333155325337555233?:155737115

T.0.N N.G.N .T.ONO, N
¢ \ g2 88 2005 28 5 U ey




M(x)

XWy

m

48,

1 X v
Gn)[n < Pr<[£(x>]!)(2(x)).-%(x).Pr(LR(x)J ) A

SM(n) A x = R(n)En]

(x,e8t un morphisme)
3.31.5.37..5

(Par exemple, M(x) 4 x=23757 11

= 273%N,0,3Ny \
M(x) A
{x=y v

L]
~

(condition 1 de La nebation d'équivalence

H
i

Gp) 39 (Qu)[ {ospsx A q = 0} v {0<qsx A p = 0} A O<u<x A\Ttu) A
X = prusR(29) *uxq A y = P*uxq] Vv

(conditions 7 et 8)

(3u) (Ap) [O<p<x A O<u<x A T(u) A
X = u*p*R(3) A y = u*R(23)*R(3)] v .

(condition 11)

\

(3p) (39) (3a) (3b) (I)[0<p<x A 0<qex A O<a<x A O<b<x A 0<d<x

A T(a) A T(bj A T(d) A
plv
qH1 v

[&x

axR(61) AP#R(19) #q*R(67) *b*R(41)*d A y

n
1

axR(61) *p*R(19) *q*R(67) #b*R(43)%d A ¥y

(conditions 12 et 13)

{x

|

<

(3p)(3a)(3b)(3d)(3u)[0k§<x A O<a<x A O<bax A O<d<x A O<u<x
A T(a) A T(b) A T() A T(u) A

x = a*R(51)*p*R(u1i*b*R(19)*p*R(uaf*d*R(é7)*q A y=pl Vv
(condition 14) Lo '




e

{
i
i
i
]

1

{

i

‘ : | 49,

Gp) (3a)‘(3b) (3c) (3d) (Fe) (Ju) [0<p<x A 0<a<x A 0<b<x A O<c<k A 0<d<x A

¥
C 0<e<x A O<u<x A T(a) A T(b) A T(c) A T(d) A T(e) A T(u) A
[{x = aaR(61) xa*R(43) *b*R(19) xa*R(41) xc*R(13) xpxR(17) #R(53)*

' d*xR(67) xeAR(47)%u A y = p} V

-~

{x = aaR(13)#baR(61) #b#R(43) #c#R(19) #b#R(41) *:*R(67) *dxR(47) %
exR(17)%R(53)%u A y = p}] Vv

(conditions 15 &L 16)
) 3 .

(3a) (3b) (Jc) (3d)[0<a<x’A 0<b<x A O<c<x A 0<d<x A T(a) A T(b) A T(c)

AT(d) A

o

X = R(S)*R(m)*a*n(m)*b*n(ua)*c*a(i?)*R(sa)*d*n‘(17)*gfss)*
F(Q)*R(11)4F(d) A y = R(3)®R(31) *R(5)#R(59) #F(d) #R(11) xF(d)] v

(condition 17)

“ . \ (32) (3 b) (Be) (38) (3e) (3£) (3g) (3h) (3))[0<a<x A 0<b<x A O<c<x A 0<d<x

A O<e<x A 0<f<x A 0<g<x A O<h<x A 0<i<x A T(a) A T(b) A T(c) A T(d)

| PSR
t STUNE

A T(e) A T(E) A Tq(s) A T(h) A T(3) A
x = R(5)#R(59) xb*R(13) #c*R(13) xd#R(61) #dxR(61) *d#R(}43) *axR(19)
*d*n(u;)*c*R(sl)*c*n(ua)*e*R(ig)*c*n(un*b*x(ev)*f*n(m)*g*n(w)

’ *d*R(41) *kcaR(43) xexR(67) khxR(61) xh*xR(41) xgxR(61) xg*R(41) kaxR(19)
/ >

*GHR(43) AEXR(47) %e*R(67) %I *R(47) xa*R(19) xhaR(43) 4 *R(67) xJ*R(47)

*a*R(17) *R(53) *e*R(:t?)*R(sa)/&/A/TE/R/(S)*R(37):\=R(5)*R(59)*b3}

—

‘ ) (condition 18) —

REMARQUE: La i'elation W tient compte des conditioms 1, 7, 8, 11, 12, 13, 14,
H

\ 15\, 16, 17 et 18 de 1la relation d'équivalence =)

[
2

Do,
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‘?i xVy = M(x) A {xWy V
J GEv) Gw) (3p) @q) (As) (L)L 0<v<x A 0<w<x A 0<a<x A 0<t<x A O<p<y A

O<g<y A T(8) A T(t) A vVp A wq A

n

% = B*xR(61)#viR(19) MixR(67) %t A

sxR(61) #pAR(19) %q&R(67) at] Vv

y
(condition 5 de £a nelation d'Equivalence

3

i
A

- K (3v) (3p) (38) (3E)[O<v<x A O<s<x A O<t<x A O<p<y A T(s) A T(t) A wWp A

x = 84R(13) #vwR(17)*R(53)*t A

1]

y = sxR(13)#p*R(17)%R(63)*xt] Vv

(condition 4) w3'

(BV)(aq)(BP)(3Q)(33)[0<V<¥ A O<w<x A Q<s<x A O<p<y A 0<q<y A

. T(8) A vabVpib A b*ﬁVb*q . e
X = vkbaw A y = pibxq]} ‘
(condition 6)

e - -+

xSy = xVy Vv yVx
(condition 2)

: ' ‘
REMARQUE La relation V tient compté des conditions 1, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12,

. 13, 14, 15, 16, 17 et 18 de la relation d'équivalence =. La relation S consi-
dere en plus la condition 2. Les conditions 9 et 10 étant vides dans le cas
‘ de D(¢), 1l ne nous manque que la condition 3, c'est-A-dire la transitivité,
. N\ -

0 Pour cerner la condition de transitivité, nous nous inspirerons de 12 méthode

utilisée par Godel [6] et reprise par Kleene [9]..
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III - Dans cette troisid®me &tape, nous utiliserons des fonctions ingpirées par

Kleene mais adaptées au cas présent. -

|
Soient A, une relation binaire et XA, sa fonction caracté&ristique.

Toutes les fonctions sulvantes sont primitives récursives en XA'
a

¢A(n,x) = uz[zsn#x A [[XAn Az = 1] v [~(xAn) A z = x]]]
le(o,x) = X
wA(n'i‘lnx) = (PA(n’x)
Ak,2) = kle2(2)
7,(0,2) =2 \
A(k+l,z) 2L n
T, (ktl,2) = n Pr(n+l) exp 'PA\([A_(Tz—)]’ s(n,k(k,Z))ETA(k.Z))
n=0 1 ’
oii a exp b= ab 7
t !
w(n,z) = utltsn An< I A(4,2)] \
1 1:0 ’ \ i
wln,z) (
v(n,z) =[ X A(1,2z) J=n
1=0 |
9,(z,m) = v(m,z)ﬁA(w(m,Z).z)
"
& (z,m) =23, (R(z),m)
"REMARQUE

a) Les fonctions A, w et V ne dépgpdent pas de A. Elles sont primitives ré-

N

cursives. \ A

b) Si A est une(;elatidn primitive ré&cursive (reqpectivement récursive),

j\ o
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AR a

ifg% COROLLAIRE 2.7 Toute fonction N¥ + N®, neN+, représentable dans ¢ est récur-

x
- toutes les fonctions précédentes sont primitives récursives (respective-

ment récursives) .

ey

c) QS est primitive récursive et Qs(z, ) énumdre avec répétition tous Hes

noﬁbres équivalents par rapport 2 = & z.

IV -Montrons que toute fonction NE > représentable dans ¢ est récursive.

Soit £: N& + N représentée dans § par le morphisme t, alors
k
V(all"':ak)EN s

a

~

£(ay,...,8) ,
(1‘) f<..-<0' 19,0 k -0

a
2 3
8>,0 6,...,0 ke>=o

Soit g(a ,...,3) = R(3)#G(HL. .. H[H(z(al),z(az)),z(as)],...],Z(ak))*'E
|

Alors, f(al,...],ak) = Z-l[ﬂs(g(al,...,ak),uY[Nom Qs(g(al,...,a];),y)])] .
\/(al,...,s».k)ehlk /

Donc, £ est récursif,

. FREMARQEE . ~.

a a
a) g(al,...,ak) est le morphisme f<.,.<C 1,0 2>,...>,0 > codé 3 1'aide de

/
/
.
)
!

- 1'énumération de Godel.

b) 77! Qs(g(al,...,ak),uy[ﬂ@ Qs(g(al,...,ak) ,9)1) 1 est le nombre qui a pour
code le plus petit nombre z satisfaisant les deux conditions suivantes:
z est le code d'un nombre et z est &quivalent par rapport a = &

8(8‘1" ..ak), 1'équation (1) assurant l'existence d'un tel nombre,

N give. - ) ;
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k n + ~ . ~ k n
PREUVE Soit £ : N° > N, neN', représentée par £ : N -+ N .
T £ : Nk + N est représentée par nﬂ'}l t par la preuve du théoré&me 2.4. Donc, -
n,1 ,1 R
par le théordme précédent, 7 ,f est récursif, Vie[l,n]. ;
’ '
= ’ .. “ 1 ‘
Comme f <'"<nn,1f’“n,zf>’“n,3f>' ,'nn’nf> et comme la classe des fonctions a

récursives est fermée sous le 'produit par N", f est récursive,
'y

Nous avons ainsi démontré que si ¢ est la catégorie pré-récursive

libre engendrée par ¢, /

— 4

a) toute fonctivh primitive récursive est représentable dans $,

b) toute fonction NE - Nn, k€N+, neN+, représentable dans ¢ est récursive.
- . :

(

-
2.5  FONCTION REPRESENTABLE DANS ¢ MAIS NON PRIMITIVE RECURSIVE

Si nous examinons bien la preuve du théoréme "Toute fonction NK +N,
représentable dans 75, est récursive', nous nom\s apercevons que nous utilisons
toujours des fonctions primitives récursives sz‘auf 3 la dernigre ligne oii nous

s

utilisons un minimum non borné. Notis perdons donc la récursivité primitive 2 “M
la derniér% étape. Serait-il possible d'utiliser un minimum borné et alors
nous aurilomns:

"toute fonction NK + N représentable dans ¢ est primitive récursive"

ou avons-nous le résultat maximal, c'est-a-dire existe~t-il une fonction ré-

cursive mais non primitive récursive, .représentable dans $?

N
4
!
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-

-

Soit la fonctionm a : N o N définfe par la double récursion emboltée
sulvante: i
a(0,n) = n+l
a(m+1,0) = o(m,l)
a(m+l,ntl) = a(m,a(m+l,n))
Cette fonction n'eat pas primitive récursive (Péter [21]) mais nous allons
montrer que cette fonction est représentable dans ¢, donc, en particulie;:,

est récursive,
|

Nous aurons aingi démontré que la classe des fonctions primitives récur-
sives est non seulement une sous-classe de la classe des fonctions représenta—

+ -

bles dans $, mais en est une sous-classe propre. ‘ - A

REMARQUE® Dans ¢ , nous noterons

I(A) = [AIA] : A »A 1
0(A) =T[AOT] : AT |

0 = [T6N] : T+ N

0 = [NoN] : N » N

p(A,B) = [AABPA] : AAB + A |

q(A,B) = [AABGB] : AAB + B

¢(A,B) = [AA(A>B)eB] : AA(ASB) + B '
R(A) =

[NR(AA)=>(A”A)] : N + (AA)>(APA) , VA,Be|d|™

&

THEOREME 2.8 La fonction o : N? + N définie ci-apreés est représentable dans 75

-

o(0,n) = ntl
a(m+‘1,0) = o(m,1)

a(m+l,n+l) = a(m,a(m+l,n)) , Ym,neN

i




PREUVE par étapes.

II - Y<BO),I(N)> =3

IIT - Y<5,00(N)> = W<I(N),000(N)>

IV _\ ‘P<8P(N,N) !GQ(N:N)>

vV - w<3m90(N5,I(N)>: N -+ N représente 8&(m,.) : N> N , YmeN

)
VI - VY NZ+ N représente O : N2+ N

<

Construction du morphisme |/ N > N susceptible de représenter a dans ¢

=y

I3

Y<p(N,N) ,¥<Cp(N,N) ,q(N,N) >>

13

Construisons le morphisme { susceptible de-repré&senter o dans 71-)-

N
a) Solt I'(A) : (NA(ASA))AA » A

= ¢{A,A)<q (NA(A>A) ,A) ,e(AoA,A>A) <q(N,A0A),

R(A) p(N,AA) >p(NA(A$A) JA)2 |

b) Soit A(A) : ((ASA)AA)AN + A

T(A) <<q((AsA)AA,N) ,p(A°A,A) p((ASA)AA,N) >,

q(A>A,A) p( (ASA)AA,N) >
c) Soit T : TA(NoN) + NoN
= [A(N) 1*<q(T,N=N) , e (N,N) <gop (T,N=N) ,q(T,NoN) >>
N |
d) Soit y  : NAN + N ' N

n

2N, N) <q (N, N) , T (NN) <<T (M) , T0(N) >, [5q (T, ) T*O.(N) >p (N, N) >

II ~ Vérifions que N<GO(N)’I(N >Nl\N-i N = N-g' N ) \

/




Y<00(N) , T(N) >

()

e (N,N)< q(,N) ,T (WN) << I(N) ,T*O(N) >, [3q(T,N) 1*0(N) > p(N,N)><O0(N) , I(N)>

1]

e (N,N)<q(N,N)<00(N) , T(N)>, T (N=N) << (N) , T*0(N) >, [T (T, N) T*O(N) >p(N,N)
<@0(N) ,1(N)>,

e N, )< (NY ,T(NoN) <<T(N) ,THON) >, [5q (T, N) T*0) »60(N) >

: | . Mais P(NaN)<<I(N),T*0(N)>,[Gq(T,N) T*O(N)>00(N)

-

= T(N3N) <<@0(N) ,T*O(N) >, [6q(T,N) T*0(N) > | .

- = e(NaN,NoN) <q(NA((N=N) >(NoN) ) ,NoN) , e( (NoN) 2(NoN) , (N2N) =(N=N) )
<q(N, (NaN) >(N=N) ) , R(N=N) p(N, (N=N) 2(N=N) ) >p(NA((N=N) 2(N=N) ) ,N=N) >

<<G0(N) , T*ON) >, [Gq(T,N) I*0(N) >
¢

= e(N=N,NaN) <[6¢(T,N) T*O(N) , o( (N=I) 5(N=N) , (NaN) >(N=N) )

<T*0(N) , R(N=0)O0(N) >>

2 o (NaN, Na) <[Bq(T,) TH0(N) , e (NaN) >(N=N) , (NR)S(NaK)) <T¥O(N) ,

[Lq(TA((N>N) >(N=N) ) ,NoN) 1* 1*O(N) > >

~

= e(N=N,NoN) <[Tq(T,N) 1%, e( (NoN)> (NaN) , (NaN) 2 (NoN) ) < g( T, (NoN) > (NoN) ),
[L g(TA((N>N)>(NoN) ) ,NoN) 1% 3*p(T, (NaN) 5 (NoN) ) >< I(T) , T*> >0(N)

| L e

= e(NoN,NoN)<[Gq(T,N) 1*,[ q(TA((N>N)>(NoN) ) ,NaN) 1*<I(T) , T*>>0(N)

= (NN, NoN) <q€TA ((NoN)=(NoN) ) ,NoN) , [ g(TA((NSN) > (NoN) ) ,NoN) 1*

PTA((N5N)> (N=N) ) ,NaR) ><< I(T) , T*> , [8q(T,N) *> O(N)

H

Q(TA((N2N) 2 (NoN) ) ,NoN) << I(T) , %>, [Gq(T,N) 1*> O(N)

@ N

= [8q(T,N) 7*O(N) : \ !
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D'od Y<OO(N),I(N)> = o (N,N)<I(N),[8q(T,N)1*0(N)>

= e(N,N)<q(T,N) ,[8q(T,N) I*p(T,N)><0(N) , I(N)> -
= §q(T,N)<0(N),I(N)> - o,
=6 )
' B

Donc Y<QO(N),I(N)> = & ! -
S
ITT - Vertfions que NOO0Myy ¥y o IGO0 ¥y 1 1
P<G,60(8) > 3
' 5;
"= e(N,N)<q(N,N) ,[ (N=K) <<I(N) , T*O(N) >, [§ (T, N) T*0(N) > p(N, N) > <&, 00(N) > ' ;5;
= ¢(N,N) <Q0(N) ,I'(NoN) << I(N) ,T*O(N) >, [8q(T,N) J*O(N) >G> ]

Regardons I'(NaN)<<I(N),T*0(N)>, [5q(T,N) J*O(N) >5 e

T (NaN) <<I (W), T*0(N) >,[5g(T,N) 10w >6

I (N=N) <<G, T*O(N) >, [§q(T,N) 1*0(N) >

1 AN

e(4,A) <q(NA(AA) ,A) ,(A2A,A54) <q(N,A>4) ,R(A) p(N,A>A) >p(NA(A5A) ,A) >
<<3,T*0(N) >,[5q(T, M) *0M)> |

"ol A = NoN

e(A,A) <[5q(T,N) 1*0(N) , e(AoA,A24) <T*O(N) , R(A) 5>>

H

e(4,8) <LBQUT,N) TAON) , e (Ao, Aoh) <T*OCN) , LLE(A) P TARW) >>

e(A,A) <[5 q(T,N) T*O(N) , [£(A) T*<R(A) , T* O(N) >>

-

= £(A) <<R(A) ,T*O(N) >,[5q(T,N) T*0(w) >

4
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= e(A,A) ée(A,A) <p(A,BAC),e(B,B)q(A,BAC) >p(AA(BAC) ,B) ,Q(AA(BAC) ,B) >

O <<q(CAB,A) »<q(C,B) ,p(C,B)>p(CAB,A) >,¢(C,B) p(CAB,A) ><<R(A) , T*O(N) >,

o

Loq(T,N) 1*0(N) >

{ i ol B = APA. et C = BoB. /\
| S

e(A,A)<e(A,A)<[59(T,N) T*O(N) ,e(B,B)<T*0(N) ,R(A) >>, T*0 (N) >

T<0(N) ,e(4,A)<[Gq(T,N) I*0(N) ,e(B,B) <T*0(N) ,R(A) >>>

-~ “

[a(y) J*<q(T,A) »e(N,N) <Gop(T,A) ,q(T,A) >><0(N) ,e(A,A) <[54 (T,N) I*O(N),

| e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>> ,
‘ ‘ “ oo » §
[A(N) T*<e(4,A) <[Gq(T,N) *O(N) ,e(B,B) <T*0(N) ,R(A) >>, &(N,N) <GB0 (N) ,

e(A,A)<[Gq(T,N) I*O(N),e(B,B) <T*O(N) ,R(A) >>>>

@
!
D'od Y<&,000N) >

|
e(N,N) <90(N) , [A(N) 1*<e(A,A) <[5q(T,N) 7*0(N) ,e(B,B) <T*0(N)/ R(A) >>,
&(N,N) <GOO(N) , ¢(A,A) <[59(T,N) 1*0(N) , e(B,B) <T*0(N) ,R?A) >>>>>

n

A(N) <<e(A,A) <[5q(T,N) T*0(N) , e(B,B) <T*O(N) , R(A) >>, (N, N) <GOO(N) ,
e(4,4) <[3q(T,N) T*0(N) , e(B,B) <T*((N) , R(A) >>>>, 00(N) >

I'(N) <<q(AAN,N), p(A,N) p(AAN, K) >, g(A,N) péAAN.N) ><<e(A,A) <[Gq(T,N) *0(N) ,

e(B,B) <T*0(N) ,R(A) >>, o (N,N) <300(N) , e(A, 4) <[3q(T, N} T*0(N) ,
. &(B,B) <T*0(N) , R(A) >>>>,B0(N) >

"

P(N)/<<GO(N) »@(A,A) <[Gq(T,N) T*O(N) , e(B,B) <T*((N) , R(A) >>>, o (N,N) <GOO(N) ,
e(A,A) <[gq(T,N) T*0(N) , e(B;B) <T*O(N) , R(A) >>>>

= ¢(N,N) <q(NAA,N) , e(A,A) <q(N,A) , R(N) p(N;A) >p(NAA,N) ><<B(N) ,
€(A,A) <[ 8q(T,N) T*O(N) , e(B,B) <T*O(N) , R(A)>>>, ¢(N,N) <GOOCN).,
e(A,A) <[ Gq(T,N) I*0(N) , e(B,B) <T*O(N) , R(A) >>> >
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= o(N,N)<e(N,N)<500 (N) ,e(A,A)<[5q(T,N) I*D(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A)>>>,

\MrA)<Q(A’A)<EGQ(T)N)]*O(N) :Q(B 1B)<T*0(N) DR(A)>> )R(N)GO(N)>>

- oM, M)<e(N,N)<500(N) ,e(A,8)<[5¢(T,N) 1*0(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A)>>>,

' e(A.A)<e(A,A)<[aq(T,N)J*OEN') ,e@.n><T*0(N5 LR(A)>>,[1q(TAA,N) 1X1*0(N)>>

= o(N,N)<e(N,N)<500(N) ,e(A,A)<[5q(T,N)1*0(N) ,e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>>,

[q(TAA,N) 1*<0(N) , e(4,A)<[5q(T,N) 1*0(N) ,e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>>>

= q(TAA,N)<<0(N),e(A,A)<[Tq(T,N)1*0(N) ,e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>>,-

e(N,N)<GO0(N) ,e(A,A)<[5q(T,N) I*0(N) ,e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>>>.

= ¢(N,N)<GO0(N),e(A,A)<[Gq(T,N)I*0(N) '.é(B‘,B)<T*0(N) yR(A)>>>

\

= o(N,N)<BO0(N) ,e(A,4)<q(MAB,A) , e(B,B)<q(N,B)3R(A) p(N, B)> p(WB, A)>

<<I(N),T*0(N)>,[8q(T, M) I*0N)>> -

i
~

"= o(N,N)<GOON) , I (NN)¢< I(N) ,T*O(N)>,[Gq(T,N) I*O(N)>>

-

= o(N,N)<q(N,N) ,i‘(ibtg)« 1(N) ,T*O(N)>,[Gq(T,N) J*O(N)> p(N,N)>< I(N) ,GO0(K)>

Y< TGN ,GOO(N)>

Donc  <G,00(N)> = P<I(N),000(N)> '

P - .

- Vérifions que MNP ,0qW, Mgy 1 : ~ :

N R R A G T TR L g

D” " H

") y<Gp(N,N) ,3q(N,N)>

(= elN,N)< q(N,N) , T(NN) << I(N) , T OCN) > , [3CT, N) THON) > plN, ) >

<GpN,N) , Gq(N,N)>

<«

3 ‘:_:"—".,‘ " >
- i
s
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- o(N,N)<Bq (N,N) T (NoN) << T (W) ,T*0(N) >, [8.g (T, N) 1*0(N) > op(N, N) >

Dans la section III, nous avons constaté que 5

P (NoN)<< T (V) , T*OMN)> ,[6q(T,M) T*0(M)>5 = _
A y

. R

[AMN) 1% e (A,A)<[6q(T,N) T*O(N) ¢ (B,B)<T*O(N) ,R(A)>> , (N, N)<300(N) ,

2(A,8)<[5¢(T, 1) T¥0(N) , (B, B)<T*O(N) ,R(A)>>>> |

oi A= NoN et B=ADA.

Alors P<Bp(N,N) ,Gq (N, N) >

= o(N,N)<Gq(N,N) LA T*< (A, ) <[3Q(T,N) T*ON) , o(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>,

e(N,N)<800(N) , e(A,4)<[Gq(T,N) I*0(N) , e(B,B) <T*0(N) , R(A)>>>>p(N, N)>

= A(N)<<e(A,A)<[Gq(T,N) 1*0(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A)>>, e (N,N)<GOO(N),

‘o(A,4)<[5q(T,N) I7*O(N) ,e(B,B) <T*0(N) ,R(A)>>>>p(N,N) ,Gq(N,N)>

= I‘(N)<<Q(AAN »N) »P(A:N) P(AAN,N)“> ’Q(A;N) p(AAN »N) >
<<e(A,A)<[Gq(T,N) J*0(N) , e(B,B)<T*(N)',R(A)>>, e(N, N) <GB0 (N) ,

2(A,A) <[5q(T,N) T*0(N) , e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>>>p(N,N) ,Gq (N,N) >

[

= T(N)<<8q(N,N), e(A,A) <[5q(T,N) 1*O(N) , e(B,B) <T*0(N) ,R(A)>>p(N,N)>,

2(N,N) <Ge0(N) , e (A,A) <[Gq(T,N) I*0(N) ,e(B,B) <T*0(N) ,R(A)>>>p(N,N) >

|- e(N,N) <q(NAA,N) , e(A,A) <N, A) ,R(N) p(N,A) > p(NAA,N) >

<<gq(N,N) ,e(A,A)<[5q(T,N) 1*0(N) ,e(B,B) <T*O(N) ,R(A) >>p(N,N) >,

o, 1) <B60(N) , (A, A <[3q (T, M) T*0(N) , (B, B) <T*O(N) ,R(A) >>>p(B, 1) >

= e(N,N)<e(N,N)<ge0(N) ,e(,}@?) <[Gq(T,N) 1*0(N) ,e(B,B) <T*0(N) ,R(A)>>>

p(N,N) ,e(A,A) <e(A,A) <[Gq(T,N) T*0O(N) ,é(B »B) <T*0(£¢) JR(A)>>p(N,N),

“UORMNGEN,N)>> .
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= e(N,N)<e(N,N)<G80(N) ,e(A,A) <[8q(T,N) *O(N) ,e(B,B) <T*O(N) ,R(A) >>>

el

(—) p(N,N) ,e(A,A)<e(A,A)<[Gq(T,N) T*O(N),e(B,B) <T*O(N) ,R(A) >>P(N,N) ,
(e ]*]*R(N)Q(N,N)>> !

= e(N,N)<e(N,N) <580 (N) ,e(A,A) <[Gq(T,N) T*O(N) ,e(B,B) <T*O(N) ,R(A') >>>

p(N,N) ,[E(N) T*<R(N) g (N,N) ,e(A,A) <[ 5q(T,N) I*O(N) e (B,B)<T*0(N),
R(A)>>p(N,N)>>

e o o e e VT ST

= E(N)<<R(N)q(N,N) ,e(A,A) <[8q (T,N) 1*0(N) ,e (B,B)<T*0(N) ,R(A)>>p(N,N)~,

e(N,N) <GO(N) ,e (A,A) <[8q (T,N) 1% (N) ,e (B,B) <T*0 (¥) ,R (A) >>>pthN) > |

& QN,N) <0, ) <p(N, AAB) , (A ,4) G (N, ARB) >P(NA(AAB) ,A) , 4 (NA (AB) 2>
) <<q(BAA,N) ,<q(BO,A) ’P(B,A)>P(B’AA,N)>,Q(B,A)P(BAA,N)><<R(N)Q(N,N) ,
e(A,4)<[3¢(T,N) T*0(N) e (B,B) <T*0(N) ,R(A) >>p(N,N) >, e (N, N) <6OO@) ,
2(A,) <[Bq(T, M) 10N ,¢.(B,B) <T*0(N) ,R(A) >>>p(N,N) > ’

hY

= ¢(N,N) <e(N,N) <¢(N,N)<GOO(N) ,e(A,A) <[Gq(T,N) 7*0(N) ,e(B,B) <T*0(N),
R(A)>>>p(N,N),e(4,A) <e(ALA) <[3q(T,N) T*O(N) ,e(B,B) T*O(N) ,R(A)>>

PONLI RADQAN,N)>>, 24, 4) <L3(T, 1) 0 () ,e(8,B) <T0(N) ,R(A) >>p(N,¥)>

b) Y<p(N,N),y<Gp(N,N),q(N,N)>>

= e(N,N) <q(N,N) , T (N=N) <<I(N) ,T*0(N) >, [3q(T,N) 7*O(N) >p(N,N}><p(N,N) ,

Y<Gp(N,N) , g(N,N) >> ,

= o(N,N) <p<Bp(N,N) , q(N,N) >, T(NN) <<I() , T*O(N) >, [5q(T,N) T*0(¥) >p(N,N) >

= e(N,N) <e(N,N) <q(N,N) ,[(NN) <<I(N) , T*O(N) >, [5q(T, N) T*O(N) >p(N,N) >

<Gp(N,N) , (N, N) >, T(N=N) <<I(N) , T*O(N) >, [GQ(T,N) T*O(N) >p(N,N) >

= o(N,N) <e(N,N) <q(N,N) , T (NaN)<< T(N) , T*O(N)> ,[ 8q(T,N)1*0(N)> Bp(N,N)>,
PAPN)<< T(N) , THON)> L (T, N) 1*0(N)> (N, N)> |
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Dans la section IIL, nous avons constaté

O .

I'(N=N)<<T(N) , T*0(N) >, [5q (T, N) T*O(N) >3,

AR

= [A(N) T*<e (A,4)<[8q (T,N) T*O(N) ,e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>> ,e/m,N)<800<N) ,
: e(4,4)<[8¢(T,N) 10 (N) , (B, B) <T*O(N) ,R(A) >>>>
o

i oli A=1MN et B = AA
& J
Alors Y<p(N,N),y<0p(N,N) ,q(N,N)>>

= e(N,N)<e(N,N)<q(N,N),[A(N) *<e(A,A) <[Gq(T,N) 1*0(N) ,

e(B,B)<T*0(N) ,R(A)>>, (N, N) <GOO(N) , e (A, 4)<[5q (T, M) 1*O(N)

e T

h - o (B,B)<T*O(N) ,R(A) >>>>p(N,N) >, T (NoN) << (N) , T*O(N) > ,

[Gq(T,N) 1*0(N) >p(N,N) >

= e(N,N)<A(N)<<e(A,A)<[8q(T,N) I*O(N) e (B,B)<T*O(N) ,R(A)>>, '
e (N,N) <G00 (N) ,e (A,A) <[8q(T,N) J*0(N) ,e(B,B) <T*O(N) ,R(A) >>>>p(N,N),
q(N,N)>,T'(N>N) <<I (N) ,T*0(N)>,[8q(T,N) 1*0O(N) >p(N,N) >

= e(N,N)<T(N)<<q(AAN,N) , p(A,N) p(AAN,N) >, q(A,N) p(AAN,N) >
<<e(A,A)<[Bg(T,N) T*O(N) , e (B,B)<T*O(N) ,R(A)>> , e (N,N) <GOO(N) ,
¢(A,4)<[Gq(T,N) I*0(N) , e (B,B) <T*O(N) ,R(4)>>>>p(N,N) ,q(N,N) >,

: \ T (NoN)<<I(N) ,T*0eN) >, [aq (T, N) I*O(N) >p(N, N) >

= o(N,N)<I () <<q(N,N) , e(A,A) <[3q(T,N) T*0(N) ,e (B, B)<T*0(N) ,R(A) >>

) )S(N,N)%e(N,N) <080(N) , e(A,A) <[aq(T,N) 1*0(x) ,e(B,B)<T*0(N) sR(A)>>>

| ' P(N,N) >, T (NoN) <<I (N) ,T*0(N) >,[5q(T,N) 1*0(N) >p(N,N) >

= e(N,N)<e(N,N) <q(NAA,N) , e(A,A) <q(N,A) ,R(N) p(N,A) > p(NAA, N) ><<q(N,N) ,*
e(A,A) <[Gq(T,N) J*O(X) , e(B,B) <T*0(N) ,R(A)>>p(;.N)> , (N, N) <500(N) ,
e(A,A) <[Gq(T,N) 7*O(N) , e(B,B) <T*0(N) sR(A)>>>p(N,N) >i, e(A,A) <q(NAB,A) ,
e(B,B) <q(N,B) ,R(A) p(N,B) > p(NAB ,A) ><<I(N) , T*O(N) >, '
[8q(T,N) T*O(N) >p(N,N) >




——

haag

(1

F

= o (N,N)<e(N,N)<e(N,N) <500 (N) ,e (A,A)<[5q(T,M) 1*0 (),
¢ (B,B)<T*0 (M) ,R(A)>>>p (N, K) ,e (A, A)<e (A,4)<[§(T, M 1*0 ),
o(B,B)<T*0 (M) ,R(A)>>p (N,N) ,R(N) g (N, N)>>,
e(A,A)<68q (T,ﬁ) T*0 (V) ,e (B,B)<T*0 (W) ,R(A) >>p (N,N)>

D'oli, par a et b,

V<GP (N,N) ,6q (N,K)> = Y<p(,N) ,y<Gp (N,N) ,q (N,N)>>
Montrons que ¢<6mGO(N),I(N)> : N + N représente a(m,—) : N + N, VmeN

PREUVE par induction sur m.
%

|
' ~
a) S1 m = 0, montrons que ¢<U°OO(N),I(N)> représente a(0,-).

Par II, nous savons que Y<OQO(N),I(N)> = § c'est-2-dire Y<BQ(N),1(N)>
représente la fonction successeur 4. Donc P<80(N) ,1(N) > représente
a(0,—) car o(0,) = 4.

b) Supposons le résultat vral pour m, c'est-a-dire w<8m00(N),I(N);
représente o(m,-) ) |
montrons qu'alors le résultat est vral pour m+1; c'est-a-dire

¢<8q+190(N),I(N)> représente o(m+1,-) et ceci n'est vérifié que si

<= teo) , 1) >570 = ECLETLY YRR T

Preuve par.induction sur n.

1) sin =0 |
 pE™ 000 , TN >0 = ¥<5,00M)>58"0
= Y<T(N),500(N) >80, par 111
= y<8"0, 80>
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&

¢+ = pBTe (), 1(N)>50
= 3“(’”")@ car 1P<6m00(N) ,1(N)> représente
a(m,~) par hypothése

g2 (m+1,0)g Lor définition.

Do Y8™re0),1(N)>8% = 62 @100
1) Supposons q ™oy, 1(N)>6“e G (me1,m)g

montrons que V<0 +100(N) 1(N) > >§"t 1o = 80(m+1 ’n“)O

q)<3m+1®0(N),I(N)>8n+10 q)Am+1 8n+1@>

P<Tp(N,N), crq(N N)><6"0,5"0>

Pep (N,N) ,U<Bp(N,N) ,q (N, N) >><5"0,5"0>
= ¥<8"9,<500,6"0>>

= p<8”0,p<6""10,5"0>>

- y<&%, 48" 0,10 >8%0>

= w<8m®’aa(m+1,n)e> par hypothése 1i)

~a(m+1 ,n)o

= P<G 00 (N) ,T(N)>3
_ ¥@omrL)g o yileon),1(N>
représente o(m,-) -par hypothése b)

a_a(mﬂ,nﬂ)@ L

Do \p<"m+160(N) I(N);\nﬂ@ . Act(mﬂ,nﬂ)(9

/

Donc, VneN ¢<"m“90(m,1(m>3n@ - gXmtl

,n)e, par induction,

c'est-a-dire Y<3"T'OO(N),I(N)> représente a(m+l,-)

Adnsi $<G°00(N) ,T(N)> représente a(0,—) et si Y<& BO(N),1(N)>

représente a(m,—), alors y<3" 'GQ(N),I(N)> représente a(mt1,-)




WPCL oot cpm e AR e €

e

65.

D'ol, par induction, Y500 (N), T(N) > représente a(m,-), VmeN.
et
n8 At { ~S Ate
VI - Vs,teN, P<0°0,0 0> = Y<0 O0(N),I(N)>0

=,3a(s")t0 car W<8800(N),I(N)> représente Q(s,.)

= 6a(9:t)e )
= | représente O
= O est représentable dans )

\ N '

! . —_—
COROLLAIRE 2.9 La classe des fonctions représqntables dans ¢ contilent stric-

tement la classe des fonctions primitives récursives.

PREUVE Le théorgme 2.4 nous dit que toute fonction primitive récursive appar-

tient 2 la classe des fonctions représentables dans $-et le théordme 2.8 nous

donne une fonction représentable dans ¢ qui n'est pas primitive récursive.

2.6 MORPHISMES CALCULABLES

Si A = 1'ensemble des fonctions primitives récursives
N B = 1l'ensemble des fonctions représentables dans ¢
C = 1'ensemble des fonctions récursives

le théoééme 2.6 et le corollaire 2.9 nous disent que A G B € C

Pouvons-nous préciser la relation B ¢ C, c'est-a-dire pouvons-nous déci-
der s1 B = C ou si B est strictement contenu dans C?
|
(:) Avant de répondre & cette question, nous allons démontrer que tout mort-

phisme f : N > N de ¢ représente une fonction. : i
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g ,

N s
! (.- DEFINITION 2.10 Nous pouvona définir de fagon inductive ce qu'est un mor-
} -
E . phieme calculable £ : T + A dans ¢. [~ \
s i
S1A=T, T~ T eat calculablé / -
S1 A=N, f : T+ N eat calculable s'il existe un &lément n de N tel que

%

Si A = BAC, £ : T -+ BAC est calculable si p(B,C)f : T +B et q(B,C)f : T+ C

[
n

!

P

: sont calculables

Si A =B>C, f : T + B2C est calculable si pour tout morphismeocalculable

. .
b : T~+B, le morphisme ¢(B,C)<I(B), fO(B)> b : T > C est calcula-

~

ble.

| .
DEFINITION 2.11 Un morphisme f : A + B est calculable si pour tout worphisme

' calculable a : T - A, fa : T + B est calculable.

THEOREME 2.12 Un morphisme f : A - B est calculable si et seulement si

[£q(T,A) I* : T + A-B est calculable.

i )
g PREWE [fq(T,A)J* : T + AsB est calculable si et seulement si

: Va : T + A calculable, ¢(A,B)<I(A),[£4(T,A)1*0(A)>a est calculable.

Mais e(A,B)<T(A),[£q(T,A)1*0(A)>a

1]

e(A,B)<q(T,A) [ £q(T,A) 1*p(T,A)><0(A) , I(A) >a

fQ(T:A)< O(A) ’ I(A) >a

fl(A)a

= a

<

Donc, [ £¢(T,A)]* eat calculable » Va : T + A calculable, fa : T + B est

calculable > 1

N -

“ f : A+ B eat calculable




i
]

L )
REMARQUE  Qué signifie la notion de "mor%ﬁfsmg calculable"?

a) Un morphisme a : T » N est calculable si et seulement sl a représente un

nombre naturel, c'est-2-dire si et seulement 8'il existe un élément n de N

tel que a = 6

b) Un morphisme f : N » N est calculable 81 et seylement si f représente une

fonc";:ion. En effet \
f : N+ N est calculable .
= YneN , £6™ : T + N est calculable

o YneN , JmeN + £870 = 6™0

« 3 une fonction & : N > N telle que £8"0 = 8“(“)0 ’

e J une fonction o : N + N représentée par f : N+ N

[
J

¢) Un morphist;:e B : NON + NoN associe & tout morphisme £ : N + N, un autre
. )

morphisme de N dans N de la fagon suivante:
f:N>N=[fg(T,N)I* : T+ NN = B£g(T,MI* : T+ NoN
= e(N,M)<I (M), BL£Q(T,N)1*> : N » N

‘ Le morphisme B : NoN + NoN est calculable si cette association préserve la
!
‘~—calculabilité, c'est-a-dire si pour tout morphisme calculable f : N =+ N,

(N, N)<I (N), B[£q(T,N)1% : N + N est calculable.

THEOREMF. 2.13  Les morphismes 8,8,1(A),0(A) ,p(A,B),q(A,B) et ¢(A,B) de § sont

calculables, VA,Bel¢l .
. ‘ "
a) @ : T+ N est calculable par définition.
' "
b) & est calculable car pour tout 8% : T + N, 880 = 8®''6 est calculable.

c) I(A) : A+ A est calculable car si a : T + A est calculable, alors

. I(A)a = a est calculable. .
™ ‘




¢

P

d) 0(A) :
0(A)a

e) P(A’B)

p(AsB)
N

£) q(A,B)
q(4,B)

g) e(A,B)
0 alors

=

=3

Donc,
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A+ T est calculable car 81 a : T -~ A est calculable, alors

: T+ T eat calculable.

: AAB_ + A est calculahle car si: f : T - AAB est calculable, alors

f est calculable par définitionm.

. AAB + B est calculable car si £ : T > AAB est calculable, alors

f estscalculable par définition. ;

. i
: AN(ASB) + B est calculable car si g : T + AA(ASB) est calculable,

p(A,ADQﬂg : T+Aet q(A,A>B)g : T + ASB sont calculables
e(A,B)<I(A),2(A,AB) g0(A) >p(A,A7B) g est calculable par définition d'un
morphisme calculable T + A>B

¢(A,B)<p(A,A5B) g, q(A,A9B) g0 (A) p(A,A"B) g> est calculable

e(A,B) <p(A,A-B) 8,q(A,A"B)g> est calcilable

‘ e(A,B)’<p(A,ADB),q(A,ADB.) >g est calculable

e(A,B)g est calculable

¢(A,B) est calculable.

\ i

2.14 Si E(A,B) représente 1'ensemble des morphismes de Tﬁ ayant A

pour domaine et B pour codomaine, les opérateurs ,

a) compos

b) produi

¢) étoile :

Leton”) 9(A,B) x 35,0 + $(A,C)

(f s 8 )+ sf

t $(A,B) x $(A,C) + ¢ (A,BAC)

(£ , g )+ <f,g>

$(ArB,C) + }T(A,nSC)
£ - f* , N
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( ) préservent la calculabilité, c'est-a—dire 1l'image par ces opérateurs de
‘morphismés calculables est calculable et ce%i, pour tous les objets /

A, B, C de ¢

PREUVE ‘

a) Solent £ : A+ B et g : B> C calculables ‘
i fe
alors a : T+ A talculable = fa calculable car f est calculable

\ = g(fa) = (gf)a calculable car g edt calculable

donc, gf est calculable.

‘ b) Solent £ : A+ B et g : A+ C calculables
" alors par définition <f,g> est calculable car P(B,C)<:f,\g> = f et

q(B,C)<f,g> = g.

¢) Soit £ : AAB + C calculable \
alors a : T+ Aetb : T+ B calculables /
= <a,b> calculable par b)
N = f<;,b> calculable car f est calculable
=» e(B,C)<q(A,B),f*p(A,B)><a,b> est calculable

~ (B,CY<b,f*a> est calculable A

= e(B,C)<I(B),f*a0(B)> b est calculable

/ donc, e(B,C)<I(B),£*a0(B)>b est calculable, Vb : T + B calculable o

. Va : T + A calculable © -

= f*a est calculable, Va : T > A calculable
. |

\ - £% e;t calculable. \ . b

T

| |

COROLLAIRE 2.15 (des deux th@oremes ‘précédents)

Le inorphisme ECA) : (((A:R) S(ASA)YA(A®A) )AA » A est calculable,

\
1




P PREUVE £(A) est par définition le morphisme suivant:
Q(A,A)<€(A-A)<P(A.BAC),2(3,B)Q(A,BAC)>P(AA(BAC),B)Q(AA(BAC),B)><<Q(CAB,A),
™~

[, <q(c,B) ,p(C,B) >p(CAB,A)>,q(CyB)p(CAB,A) > ol B = A>A et C = BB.
1

E(A) n'est‘§pnc formé qu'a l'aide de mo;phismes projection p et ¢, de morphis-

mes évaluation ¢, tous calculablfs par le théorZme 2.13, et des opérateurs

composition et produit qui préservent la calculabilité. Donc le morphisme

final £(A) est calculable.

’

1

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant:

N

'~

THEOREME 2.16 Tout morphisme de $ est calculable.
\ /

- » PREUVE par induction sur la longueur des preuves appartenant a un morphisme, «
g

un morphisme é&tant une classe d'équivalence de DA(¢) par rapport a =. é

g

a) Définition inductive de la longueur d'une preuve de DA(¢).

Si O est une preuve de DA(¢), o est définie par une des conditions 1, 3, 4
. ~ .
ou 5 de la section IC de la preuve du théor2me 2.5, la condition 2 étant

inutile dans le cas de la catégorie vide ¢,

1. 81 o est une des preuves énumérées dans la condition 1, A(a) +.1

3. 51 @ est de la forme ApBeC, A(a) = A(ApB) + A(BpC)

[+ . 4, S1 o est de la forme A<ApPB,ApC>(B)A(C), A(a) = A(ApB) + A(ApC) + 1

5. Si o est de la forme A((A)A(B)pC)*(B)>(C), alors A(u) = AC(A)A(B)PC) + 1

b) Montrons que tout morphisme contenant une preuve de longueur 1 est calcu-

lable. " ) . .
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Ces morphismes sont I(Aa), 0¢a), o, o, p(A,B), q(A,B), e(A,B) et R(A).
YA,Be|d|. Le théordme 2.13 nous montre que tous ces morphismes, sauf R(A) -
sont calculables.

Soit A, un objet de 3 Montrons que R(A) : N » (AA)>(A>A) est calculable,

c'est-3-dire R(A)Gne est calculable, YneN.
Preuve fgar induction sur la valeur de n.

1) Pour n = 0, R(A)O = [[q(TA(AA),A) I*1*
Par le théordme 2.13, g(TA(A~A),A) est calculable et par le théoréme
2.14, [q(TA(ASA) ,A)1* et [[q(TA(A=A),A) 1%1* sont calculables. Par con-

séquent; R(A)© est calculable.

11) Supposons que R(A)8™0 est calculable et montrons qu'alors R(AE™ o0

~

est calculable

R(AYS™ 0 = R(A)E6™ = [LE(A)I*I*R(A)G™D ) .

T i
Par le corollaire 2.15, £(A) est calculahle et comme 1'opérateur
étolle préserve la calculabilité, [[E(A)1*]* est calculable. Comme
R(A)670 est calculable par hypothase, [[E(A)1*1*R(A)6™0 est calculable,

la composition préservant la calculabilité. D'ol R(A)an“O est calcu-

lable.

L‘-~\ - i

Par induction, nous avons R(A)Gne est calculable, ¥ neN, c'est-a-dire

R(A) ‘est calculable;, YAeclgpl. -

|
z
Donc, tous les morphismes contenant une preuve de longueur 1 sont calcula-

bles.

A
s

c) Supposons ‘que tous les morphismes contenant une. preuve de longueur infé-

rieure ou égale 3 m sont calculables. .
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Soit f : A+ B, un morphisme contenant une preuve ApB de longueur-m+l,

alors la preuve ApB.est de la forme i) ApCwB ot ApC et CuwB sont des preuves

1)

t

/

11)

EY

111)

ou 11) A<ApC, AwD>CAD ot B = CAD,

-

ApC et AwD sont des preuves
ou 111) A(AACeD)*CoD ol B = CoD et AACYD est

une preuve.,

Si ApB = ApCuB .

m+l = A(ApB) = A(ApCuwB) = A(ApC) + A(CwB) ,

= A(ApC) < m et A(CwB) < m car la longueur de toute preuve est plus

grande ou égale 3 /1.

/ .
Par hypothese, les morphismes g = [A¢C] : A+ C et h = [CB] : C+B

o b
sont calculables.

P

D'ol f = [(ApB] = [CwBI[A9C] = hg est la composition de deux morphismes

calculables, donc est calculable par le théoréme 2.14.

>3

S1 B = CAD et ApCAD = A<AQC, AWD>CAD -

mtl = X(ADCAD)'= A(A<AQC,AwD>CAD) = A (A9C) + )(AwD) + 1

= A(A¢C) < m et A(AWD) < m,

Par hypoth2se, les morphismes g = [ApC]': A » C et h = [AwD] : A » D

sont calculables et alors, f = <g,h> est caléulable, par définition.

S1i B = C=D et ApC>D = A(AACD)*C>D, -

m+l = X (ApC=D) = A (A(AACeD) *C-D)
\ %

A (AACHD) + 1.

Alors )X (AACyD)
Par hypothése, le morphisme g = [AACOD] : AAC *fD est calculable et
comne 1'opérateur &toile préserve l? Ealculabilkté, d'aprés le théor2me

f

2.14, £ = g* est calculable. o

RVt IR - . Y e
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B

Donc, le morphisme £ : A > B contenant une preuve de longueur m+l est calcu-

lable.

©

'Par induction, nous avons donc démontré que tout morphisme contenant une preuve
est calculable et comme tout mozphisme de ¢ est une classe d'équivalence de
preuves, tout morphisme de $ est calculable.

° |

COROLLAIRE 2.17 Tous les morphismes T + N de § sont de la forme 8 : T -+ N

n + .
-et tous les morphismes f : N + Nm, meN', sont des représentations de fonc-

¥

tions récursives. - .

PREUVE -

.a) Soit T+ N dans ¢, T + N est calculable, d&ic est de la forme 6" : T - N.

b) Soit f : N® > N, un morphisme de §. Alors, V(ql,...,an)eNn,

o

' a a a
' 3meN tel que f<...<o 19,0 26>,,_,>,q Mg, = ™o

car tout morphisme T ~+ N d% ?t; est de la forme o0,
° Al

Définissons une fonction g de N dans N par g(al,...,an) = m, m &tant

-~

LN -
1l'entier introduit dans la phrase précédente et ceci pour tout élément

n
(al,...,an) de N'. Alors,

3

a a ‘ -
1 g(a !“"a)
f<...<0c 06,0 26>,...>,U nB> = GmB =0 ! - " 6> V(al,---,an)an

o

£: N >N est donc une représentation de fonction.
\

a —
c) Soit £ : N Nm. meN+, un morphisme de ¢.

PNLMP®N N ..o Ny : N+
QNP M) ... p™ T N) s N N

Si M(m,1)

“u

(m,2)

1]

i

-~

o e o e et
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+ S - 2
d) Comme toute fonction N" + N, meN™, représentabple dans ¢ est récursive, un
1

. | o . 2 m-1 m
e T(m,3) = R TCHR PR TG el WP RS |
f o ;
i . : -1 y '
; ~ M(m,m) = q(Nm ,p) SN > M 1
. g ' » - ‘
’ . Alors les morphismes N(m,1)f,..., II(m, : N® > N représentent des fonc~
' tions paf b). o AN
N ' ° | °
. Soit f,, la fonction représentée par I1(m,1i)f, Vie[l,m], alors, comme le
i * ® - ' u 3
f ) produit de deux représgntatibns de morphismes est la représdntation du pro- ‘l'
i - ’ : ..
Lo . duit des deux morphismes, quand un tel produit existe, g
A . v . . ! . ° ’ ) b ( -
¢ , N 4§ B
f=<,.<M(m,1)E,0I(m,2)£>,...>,J]I(m,m) £> est la représentation de - 4
’ ® ° " ° <
n m - \ . §
A . <.ﬁ.ff1,f2>,...>,fm> :\N + N7, | : :
1 ’ n + y l‘%
° : : L f: N - Nm, meN ", est donc une.représentation de fonction. &
. &5 i
f " , i
i ’g

n T - - i
< morphisme N~ -+ N de ¢ ne peut représenter ‘qu'une fonction récursive.

IS

Je + - -
D'ol tout morphisme N - Nm, meN ' ; de ¢ est une représentation de fonction
. {

~ < / ‘ -
récursive. ) o ) o

s
f
.
2

.
. ) /i
. .

~

.7 2.7 FONCTION RECURSIVE NON REPRESENTABLE DANS § j

14 s R . Y

) 3 : - } . ' ¥
. 8 ) .
4’1 ' - - -
* " Nous sommés madntenant en mesure de répondre 3 la question précédemment

posée: La classe'des fonctions reﬁiésentables dans E'est-ellé égale 3 la

- ] ' i '
r classe des fonctions regursives ou est-elle strictement contenue ‘dans cette

°
» ° P r
0

dernidre? . _ ! . / s wm e
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THEOREME 2.18 Il existe une fonction récursive qui n'est pas représentable

Lo

N

I

PREUDVE Nous allons comnstruire, bar la méthode de diagonalisation, une fonc-

.
tion récursive K : N —+ N_quf)ne peut &tre représentée dans ¢ que sf 0 = 1 dans | ¢

Eqs.

I - Considérons les fonctions et relations récursives sulvantes:

{

1. D(x) . = uyET(§§ A (Jz)lz S x A'x =oy;z]]
. (D(x) est Le .dc;maiﬁe ’de x‘ 84 x est un morphisme)
- ’ \ ’ |
2. C(x), = wylT(y) A (32)[2 < x A x = zxy]]
. | (C(x) est Le codomag'.nc: de x QI, x est un moaphisme)
: %
3. MN,N(x) = M(x) A D(x) = B(5) A C(x) = R(S) . g |
“. ('MN\,N(X) M',\\x ebt un monpwrr;e ayant N pour domaine “et N

N

pm}n codomaine)

4, MT,N(x) = M(x) A D(x) = R(?)AA'C(x) = R(5)

i My (%) &4 x est un morphisme ayant T pour domaine et N

gour codomaine)

5. L(0) = R(5)*R(29) #R(5)

wr ¢

L(ntl) = uyly 2 L(n) A MN’N(y)J | .
 (L(n) est Le nilme pombre x pour Lequel nous avons My (0)
, .

5 .
II - a) La fonction suivante est partiellement récursive.

§

3@,y = urlNom(Q RV ()£, t)) ],

b) J(n,L(n)) est définie, VneN, \




76,

Preuve. Soit neN. Par définition de L(n) et de Z(n), nous avons ,

My N(L(n)) et MT N(Z(n)), c'egt-a-dire L(n) est un nombre de Gbdel
s ’ o AN

Morman o -

d'une preuve NpN ou du morphisme [NpN] et Z(n) est le nombre de Godel

d'une preuve T¢N ou %ﬁ morphisme [TeN]. Alors R(3)*Y(n)*L(n) est le
’ i

nombre de Godel de la preuve TYNON ou du morphisme [ToNpN1. Le co-
t

rollaire 2.17 affirmant que ce morphisme est de la forme 89, il

| existe un &€lément m de N tel que R(3)*Y(n)xL{(n) et Z(m) sont les nom-

o

bres de Godel de deux preuves équivalentes ou du méme morphisme. Par
définition de QS (théoreéme 2.6), cela signifie que Z(m) appartient 2

'l'§mage de QSQR(S)*Y(n)*L(n),._) : N >N, Ainsi,

(EW)[QSCR@)*Y(H)*L(H),W) = Z.(m)].
. Comme Nom(Z(n)),&(Hw)[Nom(QS(R(S);Y(n)*L(n),w))].

/ Par conséquent, ut[Nom(Qs(R(s)*Y(n)*L(n),w))] est définie, VneN. '

LIt
P A

Mais cette expression est J(n,L(n)). y -

TG

Dong;, J(n,L{n)) est définie, VneN.

3

c) La fonction suivante &tant partiellement récursive et définie partout

o

J(n,L(n)) = ut[Nom(QS(R(3)*Y(n)*L(n),t))].

TR
@

-agt récursive

III - Les fonctions suivantes .sont récursives . ¢

6. Q) = 27 @RV (@L(), I(a,L(R))))

7. K(n) = Q(n) + 1.

Que représente la fonction K : N + N? Nous pouvons faire la liste or-
donnée des noag;éq x qui sont des nombres de Godel de morphismes de la
forme [NfN], c'est-d-dire des nombres x pour l&squels nous avons

MN,N(X)' Si fn est la fonction représentée par le morphisme décrit par
" N




o v eod w

le niéme nombre de la liste ci-dessus,

: K(n) = fn(n) +1 !

IV ~ La fsnction récursive K : N » N n'est pas représentable dans.$.
En effet, si K est représentable par un morphisme [NoN] de 3} le nombre
de d%del de NaN apparéit dans la liste ordonnée {x | My N(x)} décrite
?

ci-dessus et y a un certain rang m. ( ,

[NSSVERN

Alors L(m) = nombre de Godel de Now,
et o) = 27 (@5 (R(3)*Y (@) +L(m) ,I(m,L(m))))
= £ (m)
K(m) = fm(m) +1

Mais fm = K, d'ol K(m) = K(m) + 1 . .
Comme K est récursive, K(m) ¢N et alors 0 =“1, Ceci est faux dans

Ens et par conséquent, K n'est pas représentable dans $l

13

COROLLAIRE 2.19 La classe des fonctions représentables dans $'es§ stricte-

ment contenue dans la clagse des fonctions récursives.

e

w

Dans notre d&finition de catégorie pré-récursive, nous avons omis 1'u-
niéité de 1'axiome de Peano-Lawvere. Nous 1'avons omis C{% i‘pﬂicité ne sau-
rait se traduire au niveau des nombres de Godel, par une relation récursive.
Mais nous pouvoﬁs maintenant 1'introduire en définissant une catégorie pré-
récursive avec unicité comme étant une catégorie pré-récursive satisfaisant la
condition suivante:

\ .
Pour tout morphisme g : A + A et tout?horphisme h : N+ A de la catégo-

rie, si ho'= ghy; alors h = e(A,A)<h80(N),e(A>A,A>A)<[gq(N,A)I* R(A)>>.
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Examinons quelques propriétés des c§tégor1es'ﬁré-récursives avec unicité.

B

|
Comme toute .catégorie pré-récursive avec unicité est pré-récursive, toute

!
fonction primitive récursive est représentable dans chaque catégorie pré-

récursive avec unicité.
*

S1 nous ajoutons une dix-neuvi®me condition 2 la relation d'équivalence

N

introd#ite dans la preuve du théoreme 2.5, soit

19. si NoNaA = NoABA, alors
NoA = N<NOTONaA,N((N)A(A)qABA)*B,NRC>(B)A(C)eB>(A)A(B)eA

od B = (A)5(A) et C = (B)>(B)

pous obtenons la construction de la catégorie pré-récursive avec unicité

.«

1ibre engendrée par une petite catégorie A, et ceci pour toute petite

catégorie A. ™ 1

A

Notons $ﬁ, la catégorie pré-récursive avec unicité libre engendrée par la

- ) . L. A
catégorie vide ¢. En adaptant la preuve du th&oréme 4 .49 que nous verrons

. +
plus loin, nous pouvons démontrer que tout morphisme £ : N - Nt, teN ', de

¢u représente une fonction récursive.

- !

-
°

Tout comme pour $} tout morphisme de $ﬁ est calculable. Par conséquent,

i

tout morphisme a : T + Nn, neN+, de $ﬁ est de 1la forme
¢ i

a, a, .8 0 )

<...<0 ‘0,0 "6>,...>,0 6>, pour (al,...,an) eN". 81 1'on dit qu'un tel

morphisme représente un produit de nombres naturels, tout morphisme

T+ Nn, neN+, de $ﬁ représente un produit de nombres naturels et tout

o

ns + - < -
produit de nombres naturels ou tout &lément de Nn, neN , est représenté
N .

dans . !
¢P ',

v
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~.

N

Si S(¢) et S(Eﬁ) représentent les sous-catégories pleines de ¢ et de $ﬁ

respectivement oil S@® | = ‘S(@#)I = {NilieN}, ces deux catégories possédent

les propriétés suilvantes:

a)

b)

c)

d)

Toute fonction primitive récursive et tout produit de nom?res naturels sont

représentables dans chacune de ces catégories.

Tout morphisme de chacune de ces catégories représente un produit de nom-

bres naturels, une fonction récursive ou est un morphisme ayant pour codo-

maine y 'objet terminal de la catégorie.

I1 exist\ une fonction récursive mais non primitive récursive représentable
. 0
dans chacund de ces catégories. E

A N

Il existe une fonc récursive qui n'est représentable dans aucun% de ces

catégories.

[
Une derni®re remarque avant de terminer ce chapitre. Dans la défini-

tion de catégorie pré-récursive, nous polirrions remplacer la condition d'exis-

tence d'une famille de morphismes {R(A) :' N + (A2A)>(4~A) |Ae|A}} par la condi-
!

tion sulvante:

kY

A est fermée sous le schéma suivant:

b:T+A F i A>A
J “P(b,f) : N+ A

~

y vérifiant les équations suivantes pour tout morphisme b : T *+ A et pour tout

morphisme £ : A + A de A: |

¥(b,E) = 8 et (b,£)0 = FH(b,D).

; o
Cette structure engendrerait aussi une catégorie S($) partageant les

propristés de S(B) et S(F) &mumérées ci-haut.

P

a
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\ - A -
Nous avons vu que dans ¢, la catégorie pré-récursive libre engendrée
par la catégorle vide ¢, la classe des fonctions représentables dans $'con—

tient strictement™la classe des fonctions primitives récursives et est stric- 'g%

e
N

tement contenue dans celle des fonctions récursives.
y

N\

P il

Y aurait-il moyen de trouver uné structure que nous appellerions
j )

. . "catégorie récursive' telle que dans la catégorie récursive libre engendrée

par ¢, la classe des fonctions représentables coincide avec la classe des

of -
-

fonctions récursives?
P

§

Nous verrons qu'au moins deux structures possedent cette propriété et
méme plus. Ils présentent une solution au cas des fonctions partiellement ré-

cursives.

) \
3.1  MORPHISMES DE CATEGORIES PRE-RECURSIVES

|

! ’ : ' Avant de proposer une solution au probldme soulevé, nous allons &tudier
un certain nombre de morphismes qui se retrouvent dans toute catégorie pré-

récursive. Ces morphismes nous seront utiles pour formuler de nouvelles

i : ‘

structures. ‘ :
- . Fas : . \

)
[

Si A ij:fghe catégorie pré-técu;sive, A posside les morphismes suivants:

| ) C ‘ K
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= e(N,N)<p(N,N) ,e(M,M) <p(M, (MoM) A((M=M) > (MoM) ) ,e (MM, MoM)
. /
q(M, (MoM) A ( (MoM) > (MoM) ) ><[ q(T,N) T*0(N) , <[ Loe(N,N) <q(N=N,N),

p(NoN,N)>1*q(T,NoN) 7*0(N) ,R(M) >>q(N,N)> odt M = NoN

- \ (» “‘&

= e(N,N)<p(N,N§,e(M,M)<[q(T,N)]*0(N),g(rnﬁ,M:M)<[[oe(N,N)

<q(NoN,N) , p(N5NyN) > 1*q(T,NoN) 1*0(N) ,R(M) >>q(N,N) > ol M = NoN.

, ©® satisfait les &quations suivantes: P X
B<IL(N),00(N)> = e(N,N)<I(N),[q(T,N)T*O(N)BO(N)> g
= q(T,N)<O(N),I(N)>
. = I(N) ‘

&<p(N,N) ,0q(N,N) >

= oe(N,N)<q(NoN,N) ﬂ?(NDN ,N) >'<3(M9M) <{q(T,N) ]*O(N) e (MM, MoM) <[[ge(N »N)

/
<q(N>N,N) , p(NoN,N) > 1*q(T,NoN) J*0(N) ,R(M) >>q(N,N) , p(N,N) >

= ge(N,N) <p(N,N) ,e(M,M) <[ q(T,K) J*O(R) ,e (MM, MsM) <[ [ (N, N) <q(NoN,N),

p(N-N,N)>1*q(T,NoN) 1%, R(M) >>q(N,N) >
- O'@ «
Donc ® représente la fonction addition.

b) ®: N +N° : o :
= e(N,N2)<p(N,N),e(S,S)<p(S,(S:;S)A((SDS‘)D(SDS)),e(SDS,SDS)
(5, (S28)A((525)2(535))><[<q (T, ) ,0p(T,1)>1*0 (W) , <LL<p(N,N) 0> f
e(ﬁaﬁN:kq(NﬁNz ,N) ,P(NDNZ,NP]“P(T,NDNZ) 1%0(N) ,R(8)>>q(N,N)2 -

oS = NoN°




83.

= e(N,NZ) <p(N,N),e(S,$) <[<q(T,N) ,61;(T,N) 31*0(N) ,e(598,838) <| | <p(N,N) ,#>

e (N,N%) <q(NoN", M) , p(NN? N) >T*q (T,NoN%) T*O(N) ,R(8) >>q(N,N) > ol §= NoN.

® satisfait les équations suivantes: .

&<I(N),00() >

e(N,N%) <I(N),[<q(T,N) , 8p(T,N) > T*O(N) 60 (N) >

<q(T,N),6p(T,N) ><0(N) ,I(N)>

S <I(N),00(N)>

®<p(N,N),0q(N,N)> : \

<p(N,N) ,@>e(N,N%) <q(NaN’,N) , p(NaN2,N) ><e(S,5) <Cq(T,N),0p(T,N) > T*0(N),,

. \ I
© e($58,558) <[[ <p(N,N) ,®>e (N,N*) <q(N=N?,N),, p(NoN * ,N) > T*q(T,NaN2) o (ah)
R(S)>>q(N,N),p(N,N)> = , ’
. '\¢ = / K
= <p(N,N) .eB>e(N,N2) <p(N,N),e(S,S) <[ <q(T,N),0p(T,N) > T*O(N) ,e(S>§,5>8)

<[L<p(N,N) ,®>e(N,N°) <q(NaN°,N) , p(NaN2,N) > J*q (T, NN 2) TH0 (M) ,R(S) >>

\J

q(N,N) >
= <p(NsN) »&>8®
Alors p(N,N)®<L(N),060(N)> = p(N,N) <I(N),80(N)> = I(N) : .
P(N,N)®<p(N,N) ,0q(N,N) > = p(N.N)<p(N,i€) »>® = p(N,N)® N

@ :‘g‘ S
q(N,N)@<I(N),80(N) > = q(N,N) <I(N),80(N)>|= BO(N)

q(N,N)®<p(N,N) ,0q(N,N) >

"

q(N,N) p(N,N) ,>® = @@

&<p(N,N)®,q(N,N)@>

Donc p(N,N)® représente ™, , et q(N,N)® représente’ la multiplication. ”
2




()

¢) Considérons

§ : NoN » N°

<<B0(N>N) ,e(N

€ : (oN)AN® » N°

<<crp(N,l‘I)p(N2

(N, N)®<q(N,N) p(N* ,N) , g (N®,N)>q(NoN N ) >

.Y ¢ (NoN)AN ~» 313

3 3 -
= e(N3,N%)<Sp(NoN,N) ,e(V,V) <e*p(NoN,N) ,R(N ) q(N=N,N)>> o V = N o’

y; I(NoN), GQ(NDN) >

e(N 3 N¥<8,e(

e, N¥)<6,e(

"

= §

'yep (=R, N) , 0q (¥oN,N) >

n

0q(NoN N) >

§ e

n

i

e(N>,N%)<Bp(NoN,N) ,e(V,V)<e*p(NoN,N) ,R(N ) q(NoN,N)>>< L (N=N) , 60 (NoN) >

e (N °,8°)<8,[ q(TAV, N ) J#<O(NoN) , €%>>

Q(TAV, N H<<O(NoN) , %>, 6>

e(N°,N%) <8p(NaN,N) ,e(V, V) < Ap(NaN, N) ,R(N ) q(NoN,N) >><p(Na,N) ,

"e(N N <5p(NN,N) ,e(V, V) <e*p(NN,N) ,R(N *) oq (NN, N) >> ,
e(N®,N%) <Sp(Na,N) ,e(V, V) <c*p(NaN,N) ,[LE(N’) TH T*R(N®) q(NoN, N) >>.

e(N*,N°) <6p(NaN,N) , [E(N") TA<R(N") q(NoN,N) ,€¥p (NoN,N) >>

84,

1
,N) <80 (NoN) ,I(NoN)>>,060(NoN) > [\ . .

) q(NoN,N ) e (N,N) <Op (N, N) p(N ) q (NN, N ) ,p (o, N )55, . F

.
AN

1

V,V)<e*,R(N’) BO(N-N) >>

V,V)<e*,[[ q(TAV,N %) J*1*0(NoN) >>

- 3

f

~

“
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EQ°) <<R(N’) q(N=N,N) ,€*p(NaN,N) >, 6p(NoN,N) > /

= e , ‘» . )
= e(N®,N%) <e(N? ,N°) <Sp(NN,N) ,e(V, V) <e*p(NoN,N) ,R(N) g (NN, N) >>,

e*p(NoN,N) >

L

= g<p(NoN,N), e!(N3 ,Na) <§p(NoN,N) ,e(V,V) <€*p (NoN,N) ,R(Na) q(NoN,N)>>>

41

£<p(NoN,N),v>
e

* . D
= <<op(N,N) p(N?,K) q(N=N,N°) e (N,N) <op(N,N) p (8" ,N) q (NN, N°) , p(NaN N ) >>,
q(N,N)®<q(N,N)p(N2 ,N) ,q(N2 ,N)>q(N:N,N35><p(N:N N) ,v>
|
= <<0p(N,N)p(Nz‘.N)Y.e(N,N)«fp(N,N)p(N2,N)Y,p(NDN,N)».q(N,N)®

<q(N,N) p(N* M)y, (N, M) y>

( \
R 2 2 2
§1 vy, = p(N,N)pgfl*I MY, v, = aN,N)p(N ,N)Y et vy, = qN,N)y,

alors Y,<I(N:N) ,00(NoN)> = Q0(NoN)

!

Y,<p(N=N,N) ,0q(NoN,N)> = oY,

¥,<L(¥N) ,00(NoN)> = e(N,N)<BO(N,N) ,I(N>N)>

Ty, <p(NoN,N) ,0q(NoN,N)> = e(N,N)<oY, ,p(NoN,N)>

YssI(N:N) ,O00(NoN)> = gB0O(NoN)

‘t Y,<p(N°N,N) ,Oq(l‘m*f,N)'> = q(N,N)®<y,,Y,>

Soit Y = y,* : NaN + NoN.

0

Alors, si g : N + N est une fonction représentée par g : N + N dans A,
‘ ~_r~ N 1
e(N,N)<I(N),y[gq(T,N) 7*0(N)> : N + N représente, la fonction P(g) : N + N,

définie comme suit: ’ T

. Rt
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by
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n
( } P(g)0 = 1, P(g)(n+l) =g(n) x P(g)(n) = 11 g(1), VneN.
i i=0
d) sg: N-N
= e(N,N) <80 (N) ,e(NoN,NoN) <[ 60(TAN) 3*O(N) ,R(N)>>
. ) !
280 = e(N,N)<0o8,e(NoN,NoK) <[ B0(TAN) 1%, R(N) 8>>
= e(N,N) <00, e (N3N,NoN) <[ 00(TAN) 1%, [ q(TA(NoN) ,N) I* 1%*>>
= e(N,N)<08,[ q(TA(N=N) ,N) 1*<1(T) ,[60(TAN) 1*>>
= q(TA(N3N) ,N) <<I(T) ,[B0(TAN) 1*>,06>
= g0
/
— | ®,
550 = e(N,N)<0B0(N),e(NoN ,NoN) <[80(TAN) 1*0(N) ,R(N) >>
= e(N,N)<000(N) ,e(N>N,NaN) <[ 60 (TAN) T*0(N) ,LLE(N) I* T*R(N) >>
= e(N,N)<080(N) ,[E(N) I*<R(N) ,[ BO(TAN) 1*O(N) >>
= E(N)<<R(N) ,[BO(TAN) T*0(N)>,000(N)>.
= e(N,N)<e(N,N)<080(N) ,e(NoN,NoN)<[ BO(TAN) J*0(N) ,R(N)>> ,[ 60(TAR) 1*0(N)>
\ = B0(TAN)<O(N) ,e(N,N) <o00(N) ,e (NoN,NoN) <[ 80(TAN) J*O(N) ,R(N)>>>
h ‘ . 27N
= 00(N) SN
. ] ,,9 /
Donec, sg représente la fonction ZE';;N_+ N qui envoie O sur lﬂ%t tout élé-
: g - ~
. ment différent de. zéro sur zéro. ; ;
e) sg "N +.N ‘ '
oo Y
= sg sg
’ 8gd = 5g 880 = 5god = BO(N)B = 6
sg0 = sg sgo = sgBO(N) = oBO(N)
’ ) A © \.
(?9 Donc, sg représente la fonction 4g : N + N qui envoie O sur 0 et tout &1é- -
Ay '“h“

X menz différent de zéro sur 1.
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~

G

a!

8!

£) A:N+N

1

: Alors, p(N,N)A6

(N2 ,¥2)<<0,0>0(N) ,e (V' 5N* N*>N" ) <[ <Op(N,N) , p(N,N)>q(T,N) I*o(),

2
R(N )>> .

e (N2 ,N%) <<8,0> e (N2N2, N?=N%) <[ <op(N,N) , p(N,N) q(T ,N").J* , R(N®)0>
e (N2 ,N?)<<8,0> e(N oN? 2o )<[<op(N JN), p(N,N)>q(T,N°) I*, -
[Lq(TA(N®aN?), N #)M*>> , ;

e (8% %) <<8,0> [ q(Ta (N2o07) ,N%) T*I(T) , [ <Op(N,N) ,p(N,N) >q(T ,N?) [*>>
q(TA(N?oN?) ,N2)<ZI('I;) ,[<0p1(N,N) ,p(N,N)>q(T,N°)1*>,<0,6>>

<6 ,8> . .

e(N?,8%)<<6,0>0(N) e (N°oN° N2 oN")<[ <op(N,N) , p(N,N) >q(T,N°) 1 *0(N),
r(NZ)o>> i ‘ | ‘
e (N%,N2)<<B,020(N) e (NoN" ,N"oN")<[ <op(N,N) , p(N,N)>q(T,8°) 1*o(),
AR¢ )J*]*R(N )>> L
e(8?,8%)<<,0>0(N) ,LE(N*) I*<R(N®),[<op(N,N) , p(N, N)>q(T %) T*o(N) >>
E(N")<<R(N*) ,[<op(N,N) ,p(N,N)>q(T,N ") *>0(N) ,<8,6>0(N)> s

¢

e(N ,N )<e(N N )<<9 6>0(N),e(N 2on2 ,N %N )<[<Up(N N) p(N N)>q('1‘ N )]* ’
oY, R(N%)>> ,L<op(N,N) ,p(N,N) >q(T,N ) T*0(N) > '
e (8%, N%)<A, [<op(N,N) , p(N,N)>q(T,N°) T*O(N)> :

<op(N,N) ,p(N,N)>q(T,N)<0(N) , &>

<op(N,N) , p(N,N)>A . o
- i ‘ . N
= p(N,N)<6,8 = 0 : ] - .
peN,N) A0 = p(N,N)<op(N,N) ,p(N,N)>A = Op(N,N)A
a(N,N)AB = q(N,N)<6,6 = © | SR

q(N,N)Ao =" q(N,N)<ap(N,N) ,p(N,N)>A = p(N,N)A

%

T,

- 'x:g-.g

o
Fe5 % oL L

S

PRI
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88.

Ponc, p(N,N)K représente I(N) et q(N,N)Z représence 1la fonction antécédent

A. Par conséquent, notons A, le morphisme q(N,N)A,

v
B

LEMME 3.1 Le morphisme A0 : N + N représente 1'identité I(N) : N » N. /

) 4

PREUWVE Ao = q(N,N)AC = q(N,N)<op(N,N),p(N,N)>A = p(N,N)A.

Montrons maintenant par induction que Aoa™8 = 070, VneN, - N
a) Acc’0 = AGB = p(N,N)A8 = p(N,N)<8,6> = 0. ,
b) SiiAoo™8 = o™8, alors “
a00™*e = p(v,M A0 e = p(N, M A00™
= P(N,N)<0p(N,N),p(N_,N)>Kcn6 = op(N,N)A0™® ='
o~ = 0Aco™ 5 oo™ = o™,

Donc, par induction, Aoc™8 = o8 = ol(“)e, ¥ neN et A0 représente I(N).

4

3.2 CATEGORIES RECURSIVES

DEFINITION 3.2 Une catégorie A est dite récursive si \

a) elle est pré-récursive, ~ »

|
b) elle possdde un morphisme p : NoN' + N tel que

1) q(N,N)®<e(N,N) <Ap,I(NoN)>,ag p> = BO(NoN)

11) 3ga(N,N)<Ap,Y> = BO(NaN)

.f




Xy

111) q(N,N)@EEe(N,N).sgpq(ﬁ,NDN)> = QO(NA(NoN))
@ f ‘

v
' E
.
) . . A - : ‘
. . ' i
-
[+

' iv) \ Pour tout morphisme @ : T + N°N et tout morphisme 0" : T N de A, :

& — o~ ; ntl i
si e(N,N)<cn9,a> = 0 et sge(N,N)<0h9,Ya> = 8, alors pa = 0™ = ¢ 6. o
. . \ . ' ¢ 1
. '1‘"
- ) N "u’};’
{:rf

REMARQUE ~ Regardons ce que signifie le morph:isme p 3 NoN > N:

[*% "‘0 " . ” - N f
A i !
A, Tour Eout morphisme g : T » NoN de A, les conditions 1), 11) ‘et 1ii) de= '

X
< . i
v N 3

viennent: ;

1) q(N,N)®<e(N,N)<Apg,g>, sg -Pg> = O

A

11) sge(N,N)<Apg,yg> = ©

111)  q(N,N)8<sge(N,N) <I(N) ,g0(N)>,58 PgO(N)> = BO(N) .-~ - .
{

L 5
T T
ERIS PSRN S

a) S1ipg = 6, les conditions 1) et ii) ne nous apprenhent rien car- le co-

té gauche des équations devient alors §. Mais la condition 1ii)' ge’

I

i

transforme car

q(N,N)@<sge(N,N)<I(N),g0(N)>,88 pEO(N)> ", ! ?
q(N,N(LeJEEem,N)d‘(N),som»,a‘é' BoM)> . . -

q(N,N)@<sge (N,N) <I(N),g0(N)>,000(N) > ,

n

(N, N)@<p(N,N) ,0q(N,N) ><sge(N,N) <I(N) ,g0(N)>,80(N) >

= @®<sge (N,N)<I(N) ,g0(N)>,00(N)>

@B<L(N) ,80(N)>3ge(N,N)<L(N) ,g0(N)>

5
i)

9<I(N),B0(N)>3ge (N,N)<I(N) ,g0(N)> ‘ ' o

n

1
(1]

Bge (N,N)<I(N),g0(N)>.

Ainsi, 111) devient sge(N,N)<I(N),g0(N)>3>= BO(N

o
a

b) 51 pg est de la forme ob, pour uut morphisme b : T s e 4, la condi-

ST

tion 1i1) devient 6O(N) = QO(N). Par contre,

onins
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. \ : |
b CoL q(N,N)®<e(N,N) <A0g,8>,58 p8> )

q(N,N)®<é(N,N) <Apg,g>,88 0b>

it

q(N :N)Q;e (N ’N) <Ap8 »8>,00>

P
o>

Q(N,N)®<P(N;N) :Uq(N'N) ><e(N,N)<A9g,g>,e> , - . : J;

| | = q(N,N) <p(N,N) ,@>@<e(N,N) <Apg, g>,8>

B BN ‘y , =9®<eI(N,N)<Apg,g>l,9>‘ N
= @@<L(N) an(N) >e(N,N) <Apg, 8>

L =.@<L(N),80(N) >e(N,N) <Apg, &> ] ~

= e(N,N)<Apg, 8> \

1) devient e(N,N)<Apg,g> = 0

N " / v et 11) est E‘Ee(N,N)<Apg,§g>=6.
¢ * -

B. Pour tout morphisme f : N - N de A,
v . \____
a) Si [fq(T,N)]* = 9§, alors sgf = BO(N)

f d b) Si p[fq(T,N)]* est de la forme ob pour un morphisme b : T+ N de A,
. | ;e
", fAOb = £AP[ £q(T,N)1* = £q(T,N)<I(T),Ap[ £q(T,N)1*>

e
T

14

e(N,N)<Ap[ £q(T,N)1*,[ £q(T,N)1* = 8 et

Bge (N, N)<I(N)},YL£q(T,N) 1*0(N) >ApLfq(T,N) I*

sge (N,N)<ap[ £q(T,N)1*, ¥ fo(T,M)1* = 6. S
\ |
' €. Pour toute fonction h : N + N représentée par le| morphisme h i N+ Nded,
| . a) Si p[ﬁq(T,N)]* = @, alors 4gh = 00(N) = K, la fopction constante zéro.

/

b) Si p['ﬂq(T,N)]* est de la forme oone, alors \ :

\

"
h(n) = hA(n+l) = 0 et 3GP(h)(n) = 33P(h)A(n+l) = 0

car P(h) est représentée par e(N,N)<I(N) ,;[f\'q(T,N)]*O(N)L

/
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 Mais h(n) = 0 et #gP(h)(n)

H
[=]

@ h(n) =0 et P(h)(n) = 0

! si n=0, h(n) = 0 et ) . ’ ' —

n-1 '
si n#0, h(n) = 0 et [ h(i) # 0, donc h(1) = 0, Viell,n-11.
1=0 . ’ ‘
« n = uy[h(y)=01]
A ~ -
i Donc, si p[hq(T,N)]* est de la forme 00", alors pyl h(y)=01

est défini et n = uylh(y)=0].

c) Siuylh(y)=0] est défini, alors h(uy[h(y)=0]) = 0 et

P(h) (uyL h(y)=01) = 0, c'est-a-dire sgP(h) (uylh(y)=01) = o.

| ™

‘ . Alors e(l{,N)<0“y[h(Y)=0]e Chq(T, N 1% = C“n(uy[h(y):O])e - 006’ s 8,

i

_BEe(N,N)<0uy£h(Y)=O]9 ,;[ﬂq(T,N)]*> \ ;

—

Hylh(y)=0 ]e

sge(N,N)<L(N) , Y[ hq(T,N) T*o(N) >0

8g1 =
= g gP(h) wylh(y)=01)y _ o
et la condition iv) nous dit que dans ces conditioms,

| oL Ra(T,N) T* = gH¥FR(M=0]g |

En résumé,

- o1 fiylh(y)=0] eat d&fint, plhq(T,N)1* = oWV IR(M=0ly,
si uylh{y)=0] n'est p‘as/défini, p[gq(T,N) 1* ne peut &tre de la forme
00", ¥neN;

si p[gq(T,N) 1* = 6, alors Z_g.h = K, 1a fonction constante zéro.

N

7 Donc p ne représente pas le’ "minimum" mais le successeur du minimum. Ain-
si, si la fonction ph : N + N est définie pour la fonction h : N2 s N, re-
présentée par le morphisme ho N - N, p[T\q(T,Nz)]* re;}résente deph, oil 4

N

est la fonction successeur.
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0
_ Dans cette définition, nous avons précisé le rdle du mo'rphisme
l: ( } p : NoN ~ N par les cond;tions i), 1i) et 1ii). Mais nous\n'avons besoin que\ -
, de la condition d'unicité iv) pour obtenir les résultats suivanta: '"Toute ]

fonction récursive est représentable dans une catégorle récursive, Toute

e i T g %

fonction £ : N + Nk, keN"',1 neNt représentable dans Lp(¢), la catégorie récur- P

sive libre engendrée par ¢, est récursive." Par conséquent, la définition

o e ¥

" suivante serait suffisante,

i ) ’ ‘

g s
DEFINITION 3.3 Une catégorie est dite récursive (u) &i

1
a) elle est pré-récuraéve,
\

b) elle po\sséde un morphisme } : N°N + N satisfaisant la propriété suivante:

Pour tout morphisme o : T + NoN et tout morphisme o™ : T+ N de A,

81 e(N,N)<a™8,0> = 8 et sge(N,N)<a™@,Ya> = 6, alors pa = o"9.

, \ RE_M_A_PQ— {FE Dans le cas d'une catégorie récursive (u),
| ug = uy[e(N,N)<I(N),gO(N)>oy6=6], pour tout morphisme g : T + NoN pour lequel
uyl e (N,N)<I(N) ,gO(N)>cry9=9] existe. Pour les autres morphismes g : T + NoN,

Mg peut &tre défini de n'importe quelle fagon.

THEOREME 3.4 Toute catégorie récursive est récursive (n).

PREUVE Soit A, une catégorie récursive. Montrons que le morphisme
- {

Ap : NoN—+ N munit A d'une structire de catégorie récursive (u). Solent
v " i .
O : T+ NoNeto™ ; T~ N, deux morphismes de A tels que e(N,N)«J“& ,d,\> =0

et Eg—e(N,N)<0'n6 ,?o» = 8., Par 1'unicité dans une catégorie récursive, .

O po. = oo™. Et ApOL = Aco™ = 0“6, par le lemme 3.1. Donc, Ap satisfait 1

|

-




P i

('}

)

condition de la définition 3.3 et A est primitive récursive ().
¥

-~

DEFINITION 3.5 'a) Soient A et B, deux catégorieswrécursives. Un foncteur

‘F : A+ B est dit récursif s'il est pré-récursif et si F(pA) = Pge

1

b) Dans le cas de deux catégories récursives (u) A et B, un foncteur

F : A+ B sera récursif (1) 8'1l est pré-récursif et si F(UA) = uB.

i
DEFINITION 3.6 Soit A, une catégorie récursive ou récursive (u). Une

fonction partielle £ : Nk + Nn, keN+, neN+, est représentable dans A g'il
existe un morphisme (i Nk'+ N® tel que pour tout (al,...,ak) eNk pour lequel

f(al,...,ak) est défini,

a a

. a [
f<...<0 19,0 29>,...>,o ko> =

ﬂn,lf(al’""ak)e’cnn,zf(al’""ak) . "n,nf(al""’ak)e>

<, . <0 0>,...,0

{
THEOREME 3.7 Soit A, une catégorie récursive (). Toute fonction récutsive
est représentable dans A.
N

PREUVE par induétion sur la longueur des descriptions assocides aux fonctions

récursives.

-

Nous reprenons la preuve du théoreme 2.4: "Toute fonction primiéivé
récursive est représentable dans chaque catégorie pré-récursiveh dans la;uel-
le nous remplagons "fonction primitive récursive" par "fonction récursive",
Nous n'avons qu'un seul cas 2 ajouter 3 cette preuve.x\c'eat sous 1'hypothdse

B : "Toute fonction récursive ayant une description de longueur inférieure

ou égale 3 n est représentable dans A."




Pomgonepecs 3

iv) f admet une description de la forme g et f = ug v'u g est 1a Fo&ct1nm dé—

— +‘1
crite par g« Nn - * N,

\

!
Les égalités A(f) = A(ug). = A(g) + 1 nous| montrent que A(g) = n. Par hy-
D

&

pothise, g est donc représentable dans A par un morphisme g car g admet .

ket

une description de longueur n. XNous savons aussi que pg est définle, e

Pour tout &lément (al,...,an) de Nn, i1 exliste donc un élément -y de N tel
\ﬁ‘
que g(al,...,an,y) = 0, Montrons que f est représentée par

ugT* : 8" + NaN -+ N, /!
1 N~ \
I

i 3
I - Soit (al,...,an)eNn et soit b = py(g(af;...,an,y) = 0). Essayons de

caractériser 'b.

»
{

{
b= uy(g(a,,e -89 = 0) = uy(gle,...,a,=)(3) = 0)

= g(a,,. 8 ,b) = gla ,...,8 ,—)(b) =0
et si b = 07/3(31""’an’°) = 8(313""an"’)(9) # 0, Ve<b
b-1

= g(a,,...,8 ,)(b) = 0etslb*0, 11}0 B(ay,eeesa,—) (1) x 0
( =

- s(al,..?,an;-)(b) 0 et'P(s(a,.-.-,qn.~_))(b) 20

s |

14}
o

n

® §(a,,-+sa,,—) (b) = 0 et 3gP(g(a, ... 8 ,—)) (b)

u
o

“g(a ,...;a ,—)(b) = 0 et 4gP(a(a ,...,a ,—)) (b)

i ~ .
II - qﬁmme g représente g, le morphisme h ; N + N, défini par
v |

a a a
, - 2
+h = ge<,,<0 6,0 29>,...>,0 n6>0(N),I(N)> représente la fonction

I ﬂﬂ““mw_):N+M \




e WP
o

' a a

‘ d, _~ 1, % %n d
( ‘ En effet, ho"'©® = g<...<g 0,0 0>,...>,0 ©>0(N),I(N)>0 0

v a a a ?
~ 1 2 d
g<...<0 8,0 "0>,...>,0 n9>,o 6> -

g(al,...,a :d) o
o 8 0, VdeN car g représente g

i

, : \

Vet k = e(N,N)<I(N),§Chq(T,N)]*O(N) représente P(g(al,...,an,__))

(cas ¢ de la section 3.1) S
AY

v a a b f(al,...,an)e

, , . , a
III - Démontrons que u[g]*<...<0 16,0 ?G>,...>,c'n9> =g0=o0

Pour cecl, {1 faut vérifier que

b ~ 8,1 82 an
E(N,N)<G e;[g] <,.e<0 9,0 6>,,,,>,o 0> = 8 et
— by g a, a, a,
sge(N,N)<o 6,Y(gl"<...<0 8,0 "0>,,..>, 6> = 6

‘ a a a
a) e(N,N)<cbe,[g]*<...<o 16,0 26>,...>,fo Bg>

| \ ~ a, 'a a
] = e(N;N)<q(Nn,N),[g]*p(Nn,N)><<...<o 1e,o 26>,...‘,o n6>,cb6>

a a a.
= g<<,..<0 le,c 26>,...>,o n6>,ob6>
| .
g(al,...,an,b) ~ )
=g 8 car g représente g
= goe = f

. ~_% al a2 an
b) Constatons que [g] <...<0c 6,0 6>,...>,0 6>

- a1 a, ' an .
=[g<...<0 8,0 "0>,...>,0 "6>0(N),I(N)>q(T,N)]". ,

~_% a, '8 &
. En effet, (gl «...<0 6,0 "0>,..>,0 6>
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\
a a a !

[e(N,N) <q(T,N),[E1*<...<0 '8,0 0>,...>,0 "6> p(T,N)>)*

n

A cause de la structure cartésienne fermée , .

N a a, 8 ‘ .
[e(N,N)<I(N),[g1*<...<0 8,0 0>,...,0 "8>0(N)>q(T,N)]

o ‘ a a a
~ 1 -
[e(N,N)<q(N",N) ,[81 (" ,N)><...<0 8,0 285,...,0 "0>0(N),

I(N)>q(T,N) J* N
- ‘a, ’az a . N
= [g<...<0 8,0 "6>,...,0 "6>0(N),I(N)>q(T,N)]

[hq(T,N)1* /

s i

— b ~ ~ R 8.1 82 , Bn - )
c) sge(N,N)<070,Y[g] <...<0 8,0 "8>,...>,0 6>> _

age (N,N) <0°8, YT hq(T,N) 1>

sge(N,N) <L (N) , Y[ ha(T,N) T*0(N) >0

I

s—ékobe

Comme k représente P(g(al,...,an,.J), sg la fonction 4g et la compo-

sée de deux morphismes représentant des fonctions représente la
composée de ces fdhctions,‘hlors

'sgk représente ZEP(g(aI,...,an,._)) ¢t N+ N

et Eakobe
vo-

Y

dégp(g(al e e ’ant-))(b)e

0437’(3(“1 reso .an.b))e

11

o

"
'@




()

— b ~-~Vox 81' 82. anr
D'od sge(N,N)<0" 0,Y[gl"<..,<0 0,0 “0>,,,.>,0 "6>> = 8

obe satisfait les équations de la condition b de la définition d'upeﬂ

catégorie récursive (M) et par conséquent * ‘ e

a

N a, a
ugl*<...<0 08,0 20>,...>,0 "> =

N

\

. |

Donc u{gl* représente f.

-~ \

COROLLAIRE 3.8 Soit A, une catégorie récursive., Toute fonction récursive

-oa

est représentable dans A. .

COROLLAIRE 3.9 ‘(de la preuve du théor2me 3.7) Soit A, une catégorie récur-

sive (n) (respectivement récursive). Toute fonction partiellement récursive

est représentable danes A.

PREUVE La preuve du théor2me 3.7 n'a qu'd &tre modifife 3 1'avant-dernidre
. "

ligne.

~ok 8 4 &
ML8] <.ce<o 76,0 “6>,...5,0 8> =0

’

f(al,...,a ) C
0, pour tous les &léments

L 8
(al,...,an)eNn pour lesquels f(al,...,an) est défini.

Donc, ugl* représente f.

THEOREME 3.10 Soit A, une petite catégorie. Il-existe une catégorie récur-

sive ku) libre engendrée par A, notée Lu(A).
N S ' /,
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PREﬁVE Nous reprenons.la preuve du théordme 2.5 affirmant le résultat pour

T »
(:} A, pré-raécursive. Nous n'indiquerons ici que les modifications majeures &
apporter. t : , :

I « Soit DH(A)’ ie systéme déductif suivant:

»
¢

A) ajouter u comme symbole primitif - ) . °='

B) la définition de "termes" est identique

v

C) dans la définition des preuves, ajouter:

1) 1x) (N)>(N)uN

I1 - Dans la définition de da relation d'équivalence =, ajouter

19, Pour toute preuve Ta(N)>(N) et toute preuve de la forme TOnBN, sl
T<To"BN, Ta(N)> (N) > (N)A ((N)>(N))eN = TON et

T<ToPBN, Ta(N)> (N) Y (N) (N)> (N)A ((N) > (N) ) eNagl = TON,

alors To(N)>(N)UN = To“ON od (N)>(N)Y(N)>(N) ,NsgN,NsgN, (N)A (N)®(N)A (N)

" sont les preuves correspondant aux morphismes définis dans la sec~ -«

o

tion 3.1 (par exemple TON est la preuve correspondant au morphisme

' : 8 : T+ N) et oii les preuves de la forme Tg“en sont définies par in-
) duction par les deux équations suivantes:

Y. To®6N = TON

a

2. 1"t 'oN = To"6NoN.
III‘— B) Dans la définition de F sur les preuves, ajouter
i / 1- ix) F(NDND.N)I= px‘: Nx?Nx + Nx.

-

THEOREME 3.11 Soit A, une petite catégorie, Il existe une catdgorie récur-

sive libre engen&réé~Par A;,notée Lp(A).




.()

“

PREUVE  Raprenons 1a preﬁve du théorame précédent. Remplagons Y par p.

‘ Dans la condition 19 de la definition de la relation d'équivalence, remplaqona

¥
la conclusion par: "alo\rs Ta(N)2(N)pN = TANON" et ajoutons-y trois condit:ions°

~

20, MaM<M>M<W>WEN & MAWQN, W L)) > <
(N)ACCN)>() N, (K) >(N) PNegN> (H) A ()eS(N) ACN)GN = (M) (N) OTON
21, (N> <(M)>MN & AWM, (D)2 MTM)>@)>MA(N)2(N))eNagh =

. ()>(N)OTeN
22. (N)A((N)D(N))<(N)A((N)=(N))eN88N (N)A((N):;N))q(n):(n)pngN>

° (N)A(N)®(N)A(N) QN = (N)a((N)=2(N))OTON ' \

»
Le reste de la preuve est ldentique,

| . .
THEOREME 3.12 Toute fonction f : e - N, keN+, représentable dans LU(¢) ‘est

-
i

récursive.

PREUVE 'Reprenons la preuve du th&ordme 2.6. Nous n'indiquons ici que les
/’\\
modifications & apporter.

Ll

I1 - Ajouter le nombre 71 pour i dans la liste des nombres de Godel,
Les\refations sulvantes sont.primit:lves récursives.
”»
TPﬁ(x) = TP(x) [ [

STu (x) = ST(:S)

Tu(x) = T(x)
| MR (x) 5 MP(x) A x = F(5)*R(11)AF(5)*R(T1) #R(5)
SM (x) = SM(x) (ol nous remplagons MP(v) par NP (v))

M (x) = M(x) (oﬂ nous remplagona SM(n) /par S%(n))

quy = xWy (ou nous remplao;ons M(x) par %(x)) .

2




@

2

.

! . * 100 »

) ..

pry = xVy. (ot nous reﬁplagons M(x) par Mp(x)'et xWy par xwu

xSuy = %V y Vhyvux. o . - Co

(La relation %Jtient compte des conditions 1,2,4,5,6,7,8,11,12,13,14,15,

16,17 et 18 de la définition de la relation/ﬁ‘équivalence £) .

i IV - Les fonctions et relaqioné sulvantes sont partiellement récursives.

J(n,£f) = ut(Nom( Qsu(R(S)*Y(n)*f,t)))
U(E) = z(unlzéro( B (R(M(a)HE,I(m,0))D
u
Ry = Xy VM G0 A x = RA)HRA)HF(R(3))*
R(7) *F(R(5)) *R(43) *E*R(17) AR(53) *F(R(5) ) *R(11) ¥F(R(5)) °
: R(71) #R(5) A U(f) est défini A y = U(f)] J
- “(conditiqn 19) (voir la remarque q;i edit ce }:héoréme)°
, o
. xBuy = xvuy (ol nous remplagons xwuy par xRuy)
. N ¢
XNMY 8 xRux v yRux

0 ?

- }

V-51f¢€f.: Nk + N est représentable dans LH(¢) par le morphisme f, considé-

rons
¢

- 8(ay,.en,m) = RODAGIHL ... (BIHLZ(a)) ,2(a,) ),2(a ) ], .. J2(a ) J2Ca,) WE

o

” °

. Alora £(a),...,a) = 279, (8(a, ... 0n), uytuommNu(g(al,...,ak) N,
' ,

‘ k
V(al,.:.,ak)eN .

o

Par conséquent, f est récursive.

1
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T,

REMARQUE Regardons sous quelles conditions. U(f) est défini.

t
]

1. Considérons 1; relation §Qy = M(x) & M(y) A (C(x) =lC(y)) A (ﬁ(§) = D(y)),
ol les fonctionsoc(x) et D(x) sont‘celles définies dans la section 2.7.
Cette relation entre deux nombres représentant des morphismes satisfalt
les conditions 1 & 18 de la définition de lavrelat;oh d'équivalence =
dans le sens sulvant: si deux morphismes satisfont une de ceé condltiona,

leurs nombres de.Godel sont €n relation Q. Et comme S, est la plus petite

u

relation entre deux nombres représentant des morphismes qui satisfait les
0 . <

conditions 1,2,4,5,6,7,8,11,12,13,14,15,16,17,18, alors xSuy = xQy.

2. &;f) est défini

2 r

(En)(I(n,f) est défini]

= (3n) 3t)[Nom (2, (R(3)*Y(n)*£,t))d - J
H . \

-~

= (3n)(3t)(3m)[ﬂs (R(3)*Y(n)*£f,t) = Z(m)] "~ ' \
u .

= (3n)(3m)[R(3)*Y(n)*fSuZ(m)]. .

= (3n) Go)[R(3) *Y(n) *£QZ(m) ]

= (3n) Gu)[C(R(3)*Y(n)*£) = C(Z(m)) = R(5) A
D(R(3)*¥(n)*f) = D(Z(m)) = R(3)]

= (3n)MT’N(R(3)*Y(n)*f)
= MN:N(f) | o

* Donc, si U(f) est défini, f est le nombre de Godel d'une preuve de la for-

/

me NgN. -

\

3. U(f) est défini

w Junf Zéra ( Qs (R(3)*§(n)*f,an,f)))J est déf{gi

H . R

e T

thux

3¢

oen Y ind N
R S UG RPN

o

s

”



= (3n)[T0"ONGN = TON A (Vmecn) (38 (m)) [1o™0NgN = To®™ 6N A*s(m) = 01

102,

v

= (3n)[Zéro (R (RE)*Y(a)*£,3(,£))) A
M

(Vm<n)[~Zéro [ QS (R(3)*Y (m) *£,J(m,£))]1]
H

w (In)[2zéro (B (R(3)*L(n) *£,3(n,£))) A (Vmen)[JI(m,f) est définia
/ H O

{

~Zérol[ QS (R(3)*Y (m)*£,J(m,£))1]1]
i

= (In)[ Zéro [QS (R(3)*Y(n) *£,J(n,£))] A (Vm<n)[Noﬁl§Q§ (R(3) XY (m)*f,
U : n
\ 1 -
J(m, £))7 A ~zéro [ Qg (R(3)*Y(m) *£,I(m,£)) 1]
. H

e (3n) [ g (R(3)*Y(n)*£,J(n,£)) = 2(0) A
u

(Vm<n)(3s<m)5[ns (R(3)*Y(m)*¢, J(m,£)) = Z(s(m)) A s(m) # 011
u

!
Y

S1 nous nous rappelons la définition de ooN (preuve du d%éoréme 3.10),
TotBN est la preuve dont le nombre de Godel est Z(t).- Si nous notons
(N)D(N);(N)D(N) (respectivement NEEN) la preuve qui correspond au morphis-
me ? : NoN - NoN (respectiveme?tlgi : N+ N) de la section 3.7 et si NgN
est la preuve dont le nombre de §3de1 est £, preuve dont l'existence est

: i
assurée par la section 2 de cette remarque, alors

/.

U(f) est défini

« (3n) (3t(n) ) [To"ONgN & TON A t(n) = 0 A

\

T<T0" 6N, T((T)ACN) aNgh) * (N) 2(N) Y(N) 2 (N) > (N) A((N) 3 (N) ) eN = 10t Mgy

(par les propridtés de (N)D(N);(N)D(N)).

n

« (3n)[T0"6NgN = TON A T< TL (T) A(N) gNgN T*(N) = (N) Y(N) o(N) >

= TON]

’

(N)A((N)>(N))eNsg]

N
Comme To"ONgN = T<'ro“en,'r[(T)A(N)qNgN]*(N):»(N)>(N)A((N)=(N))eN.




o (3n) [T<TO™ON, L (T) A(N) gNgNT™ (N) 5(N) >(N) A((N)(N) )eN!

TON

T<To™eN, TC (T) A (N) qNRNI¥ (N) 2(N) Y(N) > (N) > (N) A (N) 5(N) ) eNsgN

103.

m

TON |

e i1 existe un élément n de N tel que les preuves To"ON et o

T[(T)A(N)qNgN]*(N)D(N) satisfont les deux équations.de la condition 19

de la définition de la relation d'équivalence

o 11 existe un élément n de N tel que les preuves To"6N et

T[(T)A(N)qNgN]*(N)D(N) uN et To"BN sont 8quivalentes par rapport 2 =

-

Donc, U(f) est défini si et seulement si il existe un élément n de N tel‘qu?

les nombres Z(n) et R(3)*R(13)*F(R(3));R(7)*F(R(5))*R(u3)*f*R(53)*F(R(5))*

R(11)*F(R(5))#R(71)*R(5) sont les nombres de Godel de deux preuves é&quivalen-

tes par rapport 2 = et alors, U(ﬁ) = Z(n).

3

COROLLAIRE 3.13

Toute fonction Nk + N°, neN+, keN+,représentab1e dans Lu(¢),

est récursive.

k

THEOREME. 3.14 + N, keN', représentable dans

\ 1

Toutq fonction partielle f : N

Lu(¢x est partiellement récursive.

'

PREUVE En reprenant la preuve du théoréme précédent, nous n'avons qu'a

~

modifier 1'avant-dernidre ligne.

Alors f(é ...,ak) z [Q {g(al,...,ak),Uy[Nom(QN (g(al,...,ak),y))]}J

pour tous les &léments (al,...,ak) de Nk pour lesquels f(a ,

,ak) est
défini, Par conaéquent, f est partiellement récursive.

<

COROLLAIRE 3.15 N*, représentable

Toute fonction partielle Nk\+ Nn, neN+, ke
~d
¥

dans Lp(¢),est partiellement récursive, )
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THEOREME 3.16 Toute fonction £ : Nk + N, keN+,représentable dans Lp(¢),est

[ () | | “

récursive,
/ , ) , ¢ .
PREUVE Nous reprenons la preuve du théoréme 3,12 oli nous remplagons partout ‘

£
T L
% © 2 T

U par p sauf pour les expressions xﬂpy et xpr dont les définitions suivent.

{
S1 # A = nombre de Godel de la preuve N A (N)A(N) qui correspond au morphisme

| - _ A : N~ NAN de la section 3.1, A

h

# sg = nombre de Godel de la preuve N sg N,

# sg = nombre de Godel de la preuve N sg N,

A # ® = nombre de Gddel de la preuve (N)a(N) @ (N)a(N), /
’ - a \
# Y = nombre de Gddel de la preuve (N)A(N) ¥ (N)>(N),
F : \
3 xwpy E xwuy v \
(3a) (Ib)[0<a<x A O<b<x A T(a) Ao T(b) a - )

X = a*R(Gl)*a*R(Bl)*a*R(?l)*K*R(HB)*R(S)*R(lQ)*a*R(29)*a*R(67)*b*R(J7)
‘ ’ N
! *R(S)*R(lg)*a*R(?l)*#sg*R(S?)*#@*R(MS)fR(S) A
y = a*R(23)*R(3)*R(31)*R(5)] v

(condition 20)

‘j/~ (3a)[0<a<x A T(a) A x = a*R(Gi)*a*R(?l)*#K*R(HS)*R(S)*R(19)*#;*R(67)
*F(R(5))*R(7)*F(a) *R(47) *#ag] A y = a*R(23)*R(3)*R(31)*R(5)] V
. (condition 21) / :

(3a) (3b)[0<a<x A O<b<x A T(a) A T(b) a

a*R(61) *a*R(47) *Feg*R(19) *a*R(43) *b*R(71) *#sg*R(67) *#@*R(43)*R(5) A

]

X
L y = a*R(23)*R(3)*R(31)*R(5) ] .

(condition 22) | ‘ )
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xpr = xwpy v [Mp(x) A (3£)[0<f<x A x = R(3)*R(13)*F(R(3))*R(7)*F(R(5))*R(43)
\ *ffk(l?)*R(SS)*F(R(S))*R(li)*F(R(S))*R(71)*R(S) A U(f) est défini A

o y =-U(£)*R(37)*R(5)].

N

COROLLAIRE 3,17 Toute fonction f : Nk -+ Nn, neN+, ch+, représentable dans
Lp(¢),eet récursive. Toute fonction partielle f : Nk + N, neN+, keN+, repré-

sentable dans Lp(¢)_est partiellement récursive.
\

Donc, l'ensemble des fonctions représentables dans L ($) (respectivement
L (¢)) est l'ensemble des fonctionb récursives. L'ensemble des fonctions
partielles représentables dans L“(¢) (respectivement Lp(¢)) est 1'ensemble

des fonctions partiellement récursives.

THEOREME 3,18 Tout mgrphisme £ Nk + N, keN+, de Lu(¢) (respectivement

Lp(¢)) représente une fonction partielle.
~_

PREUVE

\
I .
a) Soit f : Nk + N, k£N+, un morphisme de Lu(¢). Notons par #(Nk), le nombre
. ‘ ! .
‘de Godel du terme Nk et par #(Nk)*#ijQ5), le nombre de Godel d'ume preuve

de vu(¢) dont la classe d'E&quivalence par rapport 3 = est le morphisme f.

U
)Dgfinissons #(81""’ak) comme étant le nombre de Godel de 1la preuve

8 8, 2 8 k '
T<+~+I<To ON,To "ON>N°,...,Toc ON>N , c'est-3-dire
A,\'\'R 7 , | \
#(a ,...,8,) = R(3)HAR(61)*. . *R(3) *R(61)*Z(a )*R(19)*Z(a ) *R(67) *
A

#(Nz)*...*R(19)*Z(ak)*R(67)*#(Nk) et ceci pour tout &lément (al,..ﬁ,ak)
\

de Nk.

A

Considérons la fonctfh pértielle‘v : Nk -+ N, définie par

f

[4
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‘ Vf(ax""’ak) = unl (3t) QS (#(al,...,ak)*#(f)*R(S),t) = 2(n) et montrons
(f) que Vf est représentée paruf. Soit (81""’ak) eNk pour lequel
Vf(al,...,ak) est définie. Il existe donc un élément n et un élément t
de N éels que QS (#(al,...,ak)*#(f)*R(S),t) =z Z(n). Cecl signifie que la

u
preuve dont le nombre de Godel est #(al,...,ak)*#(f)*R(S) est équivalente
\\

a4 la preuve dont le nombre de G3dg} est Z(n), c'est-a-dire la preuve

a a a
Toc"8N. Comme le morphisme f<...<g 16,0 26>,...>,cr k6> est la classe 4'é-

quivalence de la preuve dont le nombre de Godel est #(al,...,ak)*#(f)*R(S),

a d a V.(a ,...,a)
. alors f<...<o 19,0 26>,...>,0 kB> = 0 = o £ k 0.
|

3 Donc le morphisme f représente la fonction partielle Vf. Ainsi tout mor-

phisme f : Nk + N de Lu(¢), keN+, représente une fonction partielle,

b) Pour les morphismes f : Nk + N de Lp(¢), keN', nous reprenons la preuve

de a) et nous n'y modifions que 1l'indice u par p.

-

COROLLAIRE 3.19 Tout morphisme f : N o N, keN', neN', de Lu(¢) ou de Lp(¢)

représente une fonction partielle. \

’ COROLLAIRE .3.20 Tout morphisme f : Nk-+ Nn, ksNT, nsN*, de LU(¢) ou de Lpt¢) :

représente une fonction partiellement récursive, -

| - .
Considérons la sous-catégorie S;(¢) de Lu(¢) ol IS;(¢)I = {NilieN+},

alors "toute fonction pértiellement récursive est représentable dans S:(¢) et

tout morphisme de S;(¢) représente une fonction paftiellement récursive."/

% L
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Si nous définissons SM(¢) comme &tant la sous-catégorie pleine de Lu(¢)
ol ISH(¢)| = {NilieN}, nous obtenons en plus des morphismes de S;(¢), tous

les morphismes de Lu(¢) dont le domaine est de la forme N* et dont le codomai-

\

ne est T, 1'objet terminal de SU(¢) et tous les morphismes de LU(¢) de la KT

forme T + N°. Ces derniers se divisent an deux groupeé.‘ Un premier groupe
a a a
1 2
est formé des morphismes ayant la forme <...<0 6,0 0>,...>,0 "9> pour

(al,...,an) eNn; nous dirons alors que ces morphismes reﬁ?ésentent un produit

de nombres naturels ou un élément de N®. Le deuxilme groupe est celui des
morphismes admettant dans leur écriture des interventions de la forme Mf pour
un certain nombre de morphismes) £ : T + NoN, ces morphismes f étant tels qu'il
n'existe aucun élément n de N pour lequel o : T+ N ;t £ : T » N°N satiafont
les é&quations e(N,N)<on6,f> = 0 et EE&(N,N)<0“9,§£> = 0, Nous appellerons les
. morphismes de ce deuxime groupe des indétejminés. Ainsi, tout morphisme de
SN(¢) est, soit un morphisme de codomaine ;, soit un indétermind ?u représente
une fonction partiellement récursive ou un produit de nombres naturels. Réci-
proquement, tout prodult de nombres naturels et toute fonction ‘partiellement

récursive sont représentables dans Su(¢).

Nous obtenons les mémes résultats pour les catégories S;(¢) et Sp(¢).

. Comme dans le cas des'catégories pré-rééursives, nous pour;ioﬁs wodi~
fier quelque peu les structures de catégorie/récursive sans toutefois modifier -.
-les résultats obtenus, soit en travaillant 3 partir d'une catégorie pré-récur-
sive avec unicité au lieu d'une catégor;é/pré—récursive, soit en remplagant

dans la définition d'une catégorie p:é;récuraive la condition d'existeqfe

d'une famille de morphismes {R(A)jAéA} par le schéma §, introduit 2 la fin du

‘ /

chapitre 2.
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Revenons au probléme original, celui de trouver une catégorie dont la
classe des fonctions représentables est la classe des fonctions primitives

- ?
récursives.
- T g

Comme l'axiome de Peano-Lﬁwvere nous a fournl une structure trop riche,
prenons le schéma de Godel et appliquons-le 2 une catégorie cartésienne munié
d'un objet N et de morphismes 0 et 6, 1'aspect cartésien de la catégorie étant-

nécessaire afin d'assurer la présence des puissances de N. Cette structure

o
a2

nous permettra de constridre une catégorie dont chaque morphisme représente

une fonction primitive récursive ou un produit de nombres naturels, A moins

que son codomaine ne soit l'objet terminal de la catégorie, et ol toute fonc-

tion primitive récursive et tout produit de nombres naturels y sont représen-—
o >

tés. Mais cette caté@gorie n'est pas la seule 2 posséder cette propriété et

i
cecl fera l'objet de la seconde partie de ce chapitre.

1 - CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES (A) -

4.1  CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES (A)

DEFINITION 4.1 Une catégorie A est dite primitive récursive (A) si

1 1

| — - /

a) elle est cartésiemme,

K

b) elle poss&de un objet NA’ nuni d'un morphisme Oy ¢ Ny N, et d'un morphis-

me BA : T+ Ny, ot T est l'objet terminal de A,

a




c) elle eBt fermée sous un opérateur ‘ |

() |

(r;)’:\ PAGTND x AT - AGM N, ek,

oy
ol A(A,B) représente 1'ensemble des norphismes de A ayant A pour domaine
- \‘7?«
et B pour codomaine, 1'opérateur possé@dant les propriétés suivantes:

Pour tout morphisme g : N "+ N, et tout morphisme h : N ntz N \de A,
A AT A A

! ‘ (rA)A(g,h)<I(NAn),GAO(NA.n)> =g NN,

(rA)A(é’h)<p(NAn’NA) ’Uq(NAn’NAP\: hfI(NAnh),(l’A)A(S,hP : NAn+l + Ny

" REMARQUE

a) Lorsqu'il n'y a aucun.danger de confusion, nous éviterons les indices A des

termes et des morphishes de A.

b) L'opérateur T, définl ci-dessus représente l'opérategr "récurrence" intro-
duit d‘ans la définition de l'ensemble des fonctions primitives récursives. ‘
Les deux propriétés

rA(g,h)<I(N),90(N)> =g

n+l

T @ih) <", M) ,0q(,W)> = b1 ("), r, (g, h) >

~ traduisent les &galités suivantes:
i

Pour g : N® + N et b : N*"2 o N, si f = récurrence (g,h)
f(al,...,an,O) = g(al,...,an),
f

f(al,--.,an,m'f'l) = h(al,uno,a ,m,f(al,...,an,m)),

n

\ \i(alg---,an)€~n, VmEN, Vn€N+.

Lt * . -

EXEMPLE La catégorie des engembles, &tant fermée sous la récurrence, est

une catégorie primitive récursive (A).

\ .
¢ -
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(’§ DEFINITION 4.2 Soient C et D, deux catégories primitives récursives (A).
Un foncteur F : C + D est dit primitif récursif (A) s'il préserve strictement
. 4 n
la structure primitive récursive (A), c'est-~3-dire il préserve strictement la

gtructure cartésiesine et si , ) A

N s

F(No) = Ny, F(8p) = 8, Flop) = op, Fl(r)ele,m) = (x))p(F(e),F(h) L

' - pour chaque g @ Ncn -+ NC et chaque h : Ncn+2 > NC de C. .

i

o

4.7 MORPHISMES DESCRIPTIFS ET REPRESENTATIONS DES FONCTIONS PRIMITIVES

RECURSTVES,

!/ ‘

O R IR

Toute catégorie primitive récursive (A) poss2de des morphismes dits

i

descriptifs, induits par les descriptions des fonctions primitives récursives

. et ces morphismes représentent des fonctions primitives récursives.

DEFINITION 4.3 Sodt A, une catégorie primitive récursive (A). Une fonction
’ k

f: Nk + A est représentable dans A s'il existe un morphisme fooNS >N tel
3 que " : - 1“-
| N
‘ V) o, :
i a a ';:
» T<i..<0 ‘8,0 29>,...>,c:al‘9> = .
e}
* T f(a,...,a) T f(a,...,a) T f(a ,...,a)
< cg Ml d & 8,0 m,2 " 1’ o 6>,...5,0 m,m 1’7 ’ak’e>




[ ]

N

112.

DEFINITION 4:4 Dans toute catégorie primitive récursive (A) A, définissons

i

K = le morphisme 6 O(N
y = le morp e 9 ( A).
%, = le morphisme o . ' -
AA e ‘p A ’ U
(x ) = le morphisme I(N,), .
151 VA
A /
i~ ~ Am
) (“m+1,1) = le morphisme (ﬂm’i) p(NA ,NA), vie(1l,m],
A A
, _ m ‘ +
nm+1,m+l)A = }e morphisme q(NA ,NA) , ¥meN' .
< |
LEMME 4.5 Soit A, une catégorie primitive récursive (A),
—_— ‘

i

a) le morphisme ?A : NA -+ NA représente 1a fonction constante zéro K,

's

b) le morphisme 3, : N, > N représente la fonction successeur &,
‘ AT TA A : ~

¢

i . .
¢) les morphismes (T ) :N ™y N, représentent les ptojec';;:ons T o, ’
m’iA A K } m,1
¥Yiel[l,m] , VmeN+.’ ’ ﬁ \ ..

\
Y v

PREUVE Nous omettons les’ indices A pour plus de clarté dans les formules.

‘ »

a) %0 = 80N = 60(T) = OL(T) = 6 = *™p, VneN car k(n) = 0, VneN .’
~ . l .
Donc k représente K.
~ \ . A L
b) 30™8 = oo™ = 0" 116 = oé(n)e, Vnep, # .
~ . 1
Donc § représente 4.
¢) Preuve par induction sur la valeur de m q!ans LA ' o
' »

Dms=1
7:1 lo“e = I(N)o™® = o™ = oI(n)e, VneN .
, .

Donc 7r1 , représente I(N) ou la projection LA N-+N,
H

y ’

- ’
Fonee £ teat. -

e
REis
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r
2) m= wtl " ’
/‘
/ ~
Supposons que T représente T ., Yie[l,m], Vme[1,w].
. m,1 m,1
Montroms que T, représente “w+1,1) Vie[l,w+1}. \ . .
. o - a8, a 8. ¥
i) .Pour 1e[l,w], Tr‘m,i <...<g 9,0 6>,...>,c/ a> A
~ W ~ 8. % San1 ‘
=q_ p(N,N)<...<0 8,0 0>,...>,0 0> ‘
w,1
~ & 8, % B
=T <L .S 0>,,..> > .
Wi ¢ 6,0 , ,0 O
M ,(8, 540058 :
=g w11 .“)e car T représente T par hypothese
. w,i w,i
m (a ,..v,8 ,a ., ) '
e g WHLL LT W’ wtl w1
o GI,V(al,...,awﬂ) eN G
“bone, ¥ : Viel1,w] e
T e i) .
onc, wil, 1 représente w1, 1’ e[l,w
- . 4. % S v
= <... > .|-> >
i}) Pog/ar 1= wl, LI, . < 6,0 6>, Nof 6
: w & * 8at1
= q(N",N)<...<0c 8,0 “0>,...>,0 8>
fan )
=g "He ‘
W (a ,...,8_ )
- W1, W+l 01 Wil Wil
o . e’V(al’...’BW'fl) EN
Done,.T r .
C, "w+1,w41 eprésente “w+1,w+1 .
Par conséque T ) é X
quent, Wi, i représente “w+;,i’ Vie[l,y+1],

s
4

Ainsi, par induction, tout morphisme %; reprégsente la projection “m T
]

~
\

.1
Vie[l,ml, YmeN™.

- 1

7




LEMME 4.6

x a) 'S1 les morphismes £
(o B Nn + Nm et B

Nn__._NmH T

' -

<a’B>

b) Si les morphismes f

o NP+ N et B :

A

- ¢) Si les morphismes f

o : N > Netp:NT2a N, alors rA(f,g) s sy représente
récurrence (0,B) : NP N, ) ) ° )
/ 1
. s ° ‘ '
-~ PREUVE
. o - " e
© @) 81 f : N* + N™ représente a: N® + N® ot g : N + N repfésence B : N® » N, .
° a, a, . a ' .
<f,g><...<0 8,0 “6>,,..,0 ">
a a ) a a a . a ) .

L]

P 1 2
<f<...<0 -0,0 0>,...>,0 ">

Ot(a,...,a) ola_ ,.ee,a) T (8 4...,8)
= <,,.<0 "n, b Moo "m, 2% Ye>,.. 30 Yos,
B(al,...,an) ’ . .
. 8>, par hypothése v ’
o . k ¢
- Lo e ) B(ayseerra )
P p>(a ,...,a m <Q,P>(a 4..058 )3 T
= <. .<g DI 1 g g W2 1 Mg s,
“m+l m+1 G B>(a ,.m. ,a ) n N
g 6> V(a ,...,a‘n) eN
m+1 L -
-Done  <f,g> N+ N reprédente <a,f> : N N
. ‘» '
{ » o .
b),S1 £ : N* + N® repré : NP> ND L
), : N~ représente o : +N" et g : - N représente f : N® o+ N

' . '/
‘ ~

Soit A, une catégorie primitive récursive (A). ‘ -

v
LI ' H

W > et g s

N+ N representent les fonctions’
: N® + N, alors <f,g> : N" + Nt

représente ’ .
\ ' '

. 3

B

N N et
N“‘ NE

LR

> Nt représentent”les fonctions

alors gf : N® + N représente Ba : N® o+ NS

o

1 +
s N+ Neth : N Z s N représentent les fonctions

1, %
JB5 -+ .0 78,0 6>,..0.0 Ng>>

s
o ' 1

o




o N 115.
| I
| ! ’
| a, a, a . \
? ; ( ) gf<...<0 0,0 ©6>,...,0 6> ,
: . . e . -
? ‘ . a; a2 an \\\\ ‘
} = g(f<cn.<o 0,0 26>,...,0 "9>) - :
;' | :
'
! T oafa ,...,8) m ofa,...ba’) m (a ,...,8) "
1 R
% K = g<..u<g ™ g g W2 L L n,m 21 LN :
i ¢ 0 =
l’, - a ™ "ea o‘o. 3 " e LRI
. 1rt,1(3(1rm“1 (@4:.458) ,ﬂm’za(al, »8,), ,ﬂm'ma(al, ’8n)),
= NS ) : ! ' e"'>’ x
) . B
- / , / . ;
) nt,ts(ﬂﬁ,la(al""’an)""’“m,ma(al""’an)) o "
! o] 5 6> ‘
- 9 () *
] / =
: w Ba(a sonbga) ki Ba(a ,-.-,8) N h
- t 1 -
L = <...<g 't n yese>,0 t,t ! n 8>VY(a ,...,a ) eN® i
o ) 1 n B
% : \ :I:'Q:
7 Donc gf : N + Nt représente B : N + NE, ) ¥
] . . g
s . :i
~ v ¢
- . 2
c) S1 f : N* + N représente o : N* + N et h : N2 LN représente B : Nn+ + N,
montrons par induction sur la derni®re composante de Nnﬂ que N
~ . +1
rA(f,h) : NPT ey représente récurrence (0,B) ¢ NN
- \
a a a - .
1
1) r,(£,h)<...<0.'0,0 *0>,...>,0 "9>,6>
o N o o AN &
| . a g a - .
' = rﬁ(f,h)d(nn) ,B0(N ) ><...<¢ 68,0 “8>,...>,0 "0> \
\ ~
S a, a a )
= f<...<0 "8,0 “0>,...>,0 0> par dé&finition de r, .
O,(al,...,a) y s ,
=g 0 car f représente q
N - + * AY
récurrence (a,B) (a_,...,a_,0)
. 1 n’ " .

y
@

a, a 8 o
2) Supposons que rA(f,h)<...<0 0,0 "8>,...>,0 0>,00> =
. | .

S

récurrence (£f,h) (al,az,...,m)a’

i

¥ oy
A $
. R
~
‘

¥
-~

3

2

By
-



()
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a a

‘ m+1
alors rA(f,h)<.L.<c 16,...>,0 "9, 0

8>

- . a a
rA(f,h)<P(Nn,N) ,0Q(N®,N)><. . .<0 '0,...>,0 "9>,0"6>

-/
‘a a
h<<...<0 19,...>,0m6>, rA(f,h)<...<o 1B,.i.>,0m9>> par définition de r

A

A

\ a

1 ' v o ,m)
h<<...<o '8,...>,0"0>, ¢

récurrence (a,B)(al,...,a
8> par hypothdse

n

B(al,...,an,m, récurrence (a,B)(a‘x,...,an,m))e
=0

[y
'

0
ﬁé¢urrenee €a,B) (a ,...,an,m+1) n
=g 1 8, V(al""’an) eN {

Donc, par induction;

a

a a
rA(f;h)<...<c 1e,...>,c n9>,c ntlg,

récurrence (a,B)(al,...,an,an+1l ) R

=0 8, V(al,...,an,anH

n+

D'oli, rA(f,h) s NPT ey représente récurrence (a,B) : NPt + N.

¢

DEFINITION 4.7 Soit A, une catégorie primitive récursive (A) et soit D, l'en-

semble des descriptions des fonctions primitives récursives. Tout morphisme
de A qui appartient 2 1'image de D sous la fonction B définie ci-apras est

appelé morphisme descriptif de A.

A

\

s
B : D + "Morphismes de A" est la fonction définie de fagon inductive par:
‘ = . N
- ~ - —- ~ . + N
1) B(k) = KA, B(8) .= KA ’ B(ﬂm,i) = (“m,:l.)A s Viel;l,n;], YmeN',
|
ii) s1 I : Nn > N" et g : A" > N sont des descriptions et st B(f) : NAn + NAm

et B(g) : NAn 4-NA sont définis,

B(<E,2>) = <B(E),B(3)>
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. 111) S1 F : N » N® et § : N® > N® sont des descriptions et si. ,
B(E) : N+ N"et B : N, > N, sont définis, _—
B(gE) = B(B)B(E)
iv) S1 § : N® 5 N eth : N°? 5 N sont des descriptions et 8i
B(g) : NAn + N et B(h) : NAMZ + Ny sont définis,
B(r(g,h)) = (rA)A(B(T;),B(E))\.
REMARQUE Tout morphi(]sme descriptif de A est de la forme f ot f est 1'expres-

sion obtenue en remplagant dans l'expression f, f étant une description de

fonction primitive récursive, E’z?ﬁm,i par KA’AA’("m,i)A et r par (rA)A.

THEOREME 4.8 Soit A, une catégorie primitive récursive (A). L'image par
- 8 : D+ "morphismes de A", fonction introduite dans la définition 4.7, de toute

description f de fonction primitive récursive représente la fonction f asso-

ciée 3 f.

o

‘ PREUVE par induction sur la longueur des descriptions.

a) Soit f, ume description de longueur 1. Alors f a une des formes K, g,

ﬁi,m’ Viell,m], YmeN™ . !
Par le lemme 4.5, nous savons que EA = B(K) représente K,

| \
8 = B(3) représente 4 et (“i,m)

, Vie[1,m], VmeN'
A m

= B("i,m) —represente "1,

Donc, l'image par B de toute description f de longueur 1 représente la

fonction f associde 2 f.
")

b) Supposons le résultat vrai pour toute description de longueur inférieure ou

i O égale a n. ~ i
et
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Soit f, une description de longueur n+l. f est alors de l'une des formes

sulvantes: <g,h>, gh ou r(g,h)

1) F=cg,h>o0g : NP+N"eth : N +N et A(F) =atl = A(g) *+A(h) +1
Alors A(g) et A(h) sont de longueur infé;ieure ou égale 2 n et par
hypothase, B(E) représente une fonction g et B(E), une fonction h.

Par le lemme 4.6, le cas a) nous dit qu'alors <B(g),B8(h)> représente
<g,h> et comme <B(g),B(h)> = B(<g,h>) par définition,
B(f) = B(<g,h>) représente <g,h>, c'est-d~dire f la fonction associée

|

af,

) F=ghod g : N" >N et &8 : N® > N® et A(D) = n4l =A@ +A(R)
Comme la longueur d'une description est toujours plus grande ou égale
a1, M) <netA(h) <n. Par hypothdse, R(g) représente une fonction’
g et B}ﬁ), une fonction h. Par le lemme 4.6 b), B(g)B(Rh) représente
gh. D'ob ﬁ(f) = B(8,h) = B(8),B(h) représente gh, c'est-i-dire f, la

fonction associde 3 F.

114) £ = x(g,h) o g : N >N eth: Nn+2 + N et
AE) = nel = A(@) +A(R) +1
“Alors A(g) s n et A(h) < n et par hypothdse, B(g) représente une fonc;
tion g et B(h), une fonction h. Par le cas c) du lemme 4.6,
rA(B(E),B(ﬁ)) représente récurrence (g,h).
D'ob B(E) = B(x(g,h)) = (rA%A(B(E),B(E)) représente récurrence (g,h),
c'est-3-dire £, la fonction associée 3 I. - )

Ainsi, 1'image par B de toute-d;scription £ de ‘longueur n+l représente la

| )

fonction associée & la description f.
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Par induction, nous pouvons conclure que 1'image par B de toute description I

- représente la fonction associée & £.

i '

COROLLAIRE 4.9 Soit A, une catégorie primitive récursive (A)". Tout morphisme

]

- &

\ s
descriptif de A représente une fonction primitive récursive. A‘

COROLLAIRE 4.10 Soit YA, une catégorie primitive récursive (A). Toute fonc~

tion primitive récursive.est représentable dans A, \

,

I
)

Al

PREUVE Soit £, une fonction primitive récursive. Soit E, une description de
_— | X ,

f. Alors B(f), morphisme de A, représente f.
/

Y

ok

n%
e

e

AT v

4.3 CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES (A) LIBRES

s
i

La notion de catégorie primitive récursive (A) permet de générer des

catégories primitives récursives (A) libres.

|

[

THEOREME 4.11  Soit A, une petite c{té’gorie. I1 existe une catégorie primiti-~
~

ve récursive (A) libre engendrée par A, 3

q;‘g; | /EREUVE Nous donnons ici la définition du syst@me déductif D (A), la relation
“ d'équivalence servant 2 définir L (A) et la définition, pour tout foncteur
F : A+ B ol B est une catégorie primitive récursive (A), de 1'unique foncteur

A(A) + B qui vérifie 1'égalit§ Fn(A) =

Tous les détails de la preuve sont analogues 2 ceux du théordme 2.5.

N




o

I - Soit DA(A), le sys&e déductif suivant:

|
/

a) les symboles primitifs sontly —

T
l

c) les expressions sulvantes sont les axiomes de DA(A):.
\i) I(A) : A~ A, poﬁr tout terme A de DA(A),
ii) 0(A) : A>T, pour tout terme A de D;(A),
14} 6 : T+ N ‘ ;
iv) 0 : N+ N )

N - v) p(A,B) : (A)AéB) + A pour tous les termes A et B de DA(A),

e

d) les preuves sont définies de fagon inductive:

vi) q(A,B) : (A)A(B) + B pour toué Les termes A et B de DA(A).

N A () , 0I 6 glp q < > : ¥, =

b) les termes de DA(A) sont définis de fagon inductive:

tout objet de A est un terme de DA(A) . (

" T et N sont des termes de DA(A) (T et N ¢ |A])

S1i A et B sont des termes, (A)A(B) est aussi un terme\.

Ce sont les seuls termes.

®

les axiomes de 'DA(A) sont des preuves
les morphismes £ : X + Y de A sont des preuves,
sif : A+Betg : B~ C sont des preuves, gf : A'*Ces\;t une

preuve

\\ /

sl f : A>Betg: A+ C sont des preuves, <f,g> : A + (B)A(C)

7st aussi une preuve. A .

si je définis N° = T, N! = N, N = (N)AN) et stg i N+ N et

n+

h: N n+l

24N oli neN+, sont des preuves, rA(g,h) : N + N est

aussi une preuve. ) - '

-

Ce sont les seules preuves.

i

. -




- 5, sl f 5 8et h ;A»j et hf est une preuve, alors hf 5, ig.

e) S1 f : A+ B est une preuve de DAOA), .
A est appelé domaine de f,

B est appelé codomaine de f. )

I1I - Définissons LA(A)

8

a) les objets de LA(A) sont les termes de OA‘A)' .

\

b) les morphismes dé LA(A) sont les classes d'équivalence des preuves de

DA(A), par rapport i la relation d'équivalence = décrite ci-apras,

c) la relation d‘équiyaleﬂhe z, sur 1'ensemble des preuves de UA(A) est
la plus pgtite relation satigfaisant les conditions suilvantes: .
1. £ =, £ , pour toute preuve f:A+B ée DA(A)
2, s8if ) 8 alors g I\ £ o {
3. 81 f 5 8 et g Y h, alors § =) h
4, s8i f 5, B et h 5\ j et <f,h> est une préuve, alors <f,h> N <g,J>.
6, sig: N'+Neth: N"2 4N € DA(A) et 8i g EN k et h 5) %,
alors rA(g,h) N rA(k,Z)
7. 8l f : A+ B est une preuve, fI(A) =a f et I1(B)g z, 8
8. I(X) 5 Ly o VXslAl , ot 1y : X+ X est le morphisme identité de
X dans A, ,
9, gf N gof sl £,g ¢ A et gof est défini.
W, £ N 0(A), pour toute preuve f :A+Tde DA(A)
11. p(A,B)_<f,g> s, £V E:C3A g1 C +B ¢ 9, () Q \
12. g(A,B) <f?g> 5 8 VE:C+A,g:C+Bg OA(A)

13. <p(A,B)£,q(A,B)E> 5, £, Y £ : C + AAB € |A|

=A




)(j) 14. rA(g,h)<I(Nn),90(Nn)> s, & pour toute preuve g : N" > N et toute

/

/
preuve h : N2 sy de DA(A), VneN'.

n+i
),

15. h<I(N rA(g,h)> N rA(g,h)<p(Nn,N),oq(Nn,N)> pour toute preuve

g : N" + N et toute preuve h : N2 4N de DA(A), VneNT.

d) Regardons la relation "R(f,g) si et seulement si domaine f = domaine g

et codomaine f = codomaine g" sur l'ensemble des preuves de UA(A).

Cette relation satisfait toutes les conditions ci-haut mentionnées.
Comme e est la plus petite relétidn satisfaisant ces conditions, . )

f 58 ° R(f,g) c'est-a-dire si f =, 8 domaine £ = domaine g et

.

| * codomaine f = codomaine g, o ‘ /

Nous pouvons donc définir domainé Ef] = domaine f, codomaine (gl =

codomaine g, ol [£] = classe d'équivalence par rapport 2 N de f.

N ; e) Les morphismes de LA(A) gont donc les classes d'équivalence de DA(A)
par rapport 2 =,
3 La lol de composition est définie comme suit:
(gllf] = [gefl ol £ : A+ B, et g : B+ C sont des preuves
‘ de DA(A).

a
|

J f) Le fonctgur‘nA(A) : A!+ &A(A) est défini en envoyant tout objet de A

sur lui-méme dans LA(A) et tout morphisme de A sur sa classe d'équiva~ "’

lence dans LA(A), tout morphisme de A &tant une preuve de ﬂA(A).
. . Tout comme dans la preuve du théorPme 2.5, nous pouvons vérifier que

A

ﬁ‘ n(A) est un foncteur.

- g) Soient B, une catégorie primitive récursive (A) et F : A + 8, un
foncteur, 11 existe un et un seul foncteur primitif récursif

F: LA + B tel que an(A) = F.

~
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i ' i) Définissons F : DA(A) + B de fagon inductive

a) sur les termes de DA\(A):
J ‘ pour tout objet A de A, F(A) = F(A) -

pour les termes T et N, F(T) = Té et -I:‘(N) = NB

i  pour tout terme de la forme AAB, F(AAB) = F(A)AF(B) 4
> !

§ k]

( B) sun les preuves de DA(A):
i / ! "%
;‘ " 1. pour les axiomes de DA(A), A
i _ - / A
’ F(LI(A)) | = IB(F(A)), pour tout terme A de 0A(A) oy
. » . -
=T _ - { o4
FOM) | = 05(F(A) : L
r " o) 6 J .
= o ,"\fuv‘:‘;
' - B . ' af%,'
= "’\Q};ﬂ.
) F(o) = 9 / ;;&é
. = _ = = A
F(p(Aoﬂ)) - PB(F(A) DF(B)) %3
F(q(A,B)) = qB(f(A) ,F(B)) 2
2, pour tout morphisme\f : X > Yde A, F(£) = F(f) : F(X) + F(Y)
3. F(gf) = F(g)F(£), YE:A +B, g : B> CeD,(A)
4. F(<f,g) = <F(f),F(g)>, ¥E:A~>B, g:B>Cel,)
5. B(r, 8,1) = (r,) (F(a),F(h), vg:N" +Ne DA,
. B )
r ' Vh:Nn+2+NeDA(A)
ii) Pér des véi\iii_g.ations analogues 2 celle du théordme 2.5, nox‘m cong-

t.:atons que la relation # .
r f:-A"B # g:A+B - F(f) = F(g) -
'satisfa:}L\t toutes les conditions de 5y s
D"oﬁ, par dé&finition de £y, DOUS avons
fs,8 f F g = F£) =g

ce qui nous permet de définir ¥ : LA(A) + B de la fagon suivante:

el
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F(A) = F(A), pour tout objet A de LA(A) .

F(LED) = F(£), pour tout morphisme [£] de LA(A) .
Y
Nous pouvons ainsi vérifier (référence: preuve du th&ordme 2.5)
que F: LA(A) + B ainei défini, est l'unique foncteur tel que
FnA(A) = F. .
/ )
Donc, LA(A) est la catégorie primitive récursive (A) libre engendrée par A.

s

il

REMARQUE

a) Dans 1'écriture des objets, nous omettrons des parenthises lorsque ceci

n'entraine aucune ambiguité,
b) Par la suite, nous noterons
I¢a) = [1(A)], 0CA) = [0(A)] , ©=1[08],0= (o], p(A,B) = [p(A,B) ],
q(A,B) = [q(a,B)] , 4,([g),[h]) = [r,(g,h)]

»

4.4 PREUVES DESCRIPTIVES 0E DA(A)

i

Tout comme une description de fonction primitiv; récursive induit sur

!

LA(A) un morphisme descriptif, elle induit sur D A(A) une preuve dite descrip-

tive, Nous verrons par la suite que toute preuve f : N > Nt, msN+, teNf,
de DA(¢) est équivalente par rapport 3 = A 3 une preuve descriptive et la

classe d'équivalence d'une preuve descriptive représente une fonction primi-~

tive récursive, Donc, tout morphisme f : N+ Nt, neN+, tcN+, de LA(¢) repré-

i

sente une fonction primitive récurei“ze.

ot
19
N
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DEFINITION 4.12 Soit A, une petite catégorie. Définissons

= ia preuve B0(N) de DA(A)

125,

. .
URGY
ADA(A) ' = la preuve O 'de DA(A)
(ﬂl i) = la preuve I(N) de UA(A)
10, W)
- ~'\ \ +
(Nm+1 W) = la preuve "m,i p(N",N) de DA(A), Vie(1,m], VmeN
o,
("m+1,m+1) = la preuve q(Nm,N) de DA(A)’ YmeNT
DA(A)

!

LEMME 4.13 Soit A, une petite// catégorie. La fonction [ ] :

DA(A) ~+ Morphismes de LAKA) qui envoie toute preuve sur sa

lence par rapport 3 =,, envoie sur K ,
A D, (A L, (A)
4 | sur 4 ,
0, (A) L, (A)
(nm 1) sur (?r'm i)
D, (A LA

tels qué définis dans les définitions 4.4 et 64.12.

PREUVE _ :

a)

u

b) ry =0 = o] = 4,
L, 0,(A)

t
~~
=

c) Montrons par induction que (“m, 1) = m,i)
DA(A) LA(A)

preuves de

clasge d'équiva-
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1) Pourm = 1, (T, ) I = (1] = L(m, ) I

() YL A D, (A)
i1) Supposons que ., ) = {(m, ) ] ,Viel1,3] , VY3 sm
%:1 LA(A) jsi DA(A)
montrons qu'alors ( ) = [(mw ) 1, Vie[l,m+1]
m+1,1 LA(A) m+l,1 DA(A)

-

; Pour ie[l,m],

v
l ! ~

T » . m
(“ﬁ+1 1) =(m ) p(N"’N) = [(“ﬁ 1) Jlp(N " ,N) | par
SR

m, 1 ’
LA 2,(A)
hypothé&se

SR GRS B TC S o
X0 X0

m,1
Pour 1 = m4l

~ . . _ m = _ !
(ﬂm“’m“)LA(A) = q(N",N) = [q(N", )] = [(ﬂmfl’mﬂ)DA(A)J

c = [(m_ ) 1, Vie[1,m] , VmeN™,
L, (A A G

t

DEFINITION 4.14 Soit A, une petite catégorie et soit P, 1l'ensemble des des-

| .. \
criptions des fonctions 5rim1tives récursives. Toute preuve de 0A(A) qui

E

1

:

| : -
Donc, par inductionm, (T_ )

; m,i

l

|

|

: appartient 2 1'image de D sous la fonction 0 définie ci-apris, est appelée

preuve descriptive de UA(A).

| ‘a0 DA(A) est la fonction définie de fagon inductive par:

- ’ - +
i) a(k) = Kp A) a(d) = tpA(A) R a(nm’i) = (ﬂm!i)p " , Vie[1,m] , VmeN
) A

© T
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XY

- - o = n m
i4) si £ : Nn > Nm et g N* - N sont des descriptions et si &(f) :t N *N

o

‘et a(g) N® + N sont définies, Ny

alors a(<E,g>) = <a(f),a(B)>

if1) si £ : Nn + Nm et g : N + N° sont des descriptions et si

o) : & + N et a(g) : N® + N® sont définies,

a(gf) = a(g)a(f) h .

N o

\
iv) 8i g : N +Neth : Nn+2 + N sont des descriptions et si d(g) : N" + N
et a(@) : ™2 4 N sont défintes,

a(r(g,h) = r,(a(s),a(h)) -

LEMME 4.15 Soit A, une catégorie. L'ensemble des preuves descriptives de

DA(A) est fé;mé sous "le produit par N", la composition et 1'opérateur r

Au

PREUVE'

a)

b)

3

Si les preuves h : N+ N© et k : N* > N de DA(A) gont des preuves descrip-
tives, 11 existe des descriptions £ : N + N" et § : N° + N télles que

a(f) = h et a(g) = k, Comme D est fermée sous le "produit par N", |
<F,g> : N » N®" eat une description et a(<E,5>) = <a(F),0(g)> = <h,k>

par définition de a.

D'oli <h,k>, le "produit par N'" de h et k, est une preuve descriptive.

~ o ‘

Un raisonnement analogue nous montre que l'ensemble des preuves descripti--

ves est fermée sous la composition et sous 1'opérateur T,

N\
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LEMME 4.16 Soit A, une petite catégorie. Sig : D~ Morphismés de LA(A) est

la fonction introdufle dans la_définition 4.72

la foncéion {ntroduite dans la définition 4.13 et L1

1

\ S

. PREUVE par induction sur la longueur des descriptions.

a

a) Soit une description f dont la longueur ést 1.

f est alors g, 4 ou im 1 NViz[l,m],Vanf

K par
L, (A)

[J ot = Lhxp ) = o,y =
) )

= B(K)

~

[1a(d) =014 = [4 1=4 par,
J 0,0 T DM T LM

= B(%)

= [(m ) 1= @
0,(A)

1]

(] “(ﬁm,i) L] fﬂh,i)«

D, (A)

B(T, ) » Viell,m], YmeN”

)

m,1
L, (A

a : D+ Preuves dEﬂDA(A) est
: Preuves de DAQA) + Mor-

phismes de LA(A) e;t la fonction utilisée dans le’ lemme 4.13, alors B=11la

le lemme 4.12

le lemme 4.12

par le lemme 4.12-

o.g

D'od [) a(f) = B(f), bour toute description f dont la longueur est 1.

b) Supposons que [] alf) = g(f) pour toute description de longueur 1nf§rieur;

ou égale 3 m. _ /
Soit f, une des description de longueur m+l.

T est de la forme <g,h>, ﬁé ou r(g,h)

1) 8i £ = <g,h>, alors atl = A(F) = A(E) + A(R) + 1. Donc A(g) Sm et -

<

- Loy i - - - <
A(h) S m et pér hypothese, [] a(g) = B(g) et [1 a(h) = B(h).

o
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r————y S b

<A (g),B()> = <[] al®), []alh)> = <[a(®) I,lah) >
[<a(®,a(B)>] = [a(<,F>)] = [1a<g,b> = [ 1 a(f)

e B(E) =B(<g,h>)

11) Si f = hg, alors m+l = A(E) = A(g) + A(h). Comme la longueur d'une 1

deacription eat toujours strictement positive, A(g) S m et A(h) € m ¥

et par hypothese, []a(g) = B(g) et [1a(h) = B(h). -

ek L NI

B(E) = 8(AR) = B(RB(2) = [ alh) [1a(@ = (e la(@) | = [a(h)a(z)] ]
= [a(BE)] = ()] = [1a(d) ' - .
j iii) si .f = r(g,h), alors m+l = A(F) = A(g) + A(h) + 1. Donc X(E) <met 3
i
A(h) s m et par hypothése,[ﬁ]&fg) = B(g) et [1a(h) = B(h). ;
i B = BE(ER) = r,B@,8() = r,([]a®, [Ja®) ;;:
= 1, (@ 1,La® D) = [r,@@,a[)] = [a(r, (&,R)] ‘
\ ) o _ ) :ﬁ%‘%
= [Ta(r,(g,h)) = []af , ‘
D'od, 81 A(F) = m+l, B(F) = [ a(f) L <::

Par induction, B(£) = [] a(f), pour toute descfiption f. Doné, B =[] .

¥
o -

A\
\

“ ol . COROLLAIRE 4.17 Soit A, une petite catégorie. Un morphisme de LA(A) est des-

criptif si et seulement s'il est la classe d'équivalence d'une preuve descrip-

tive.

E . _ PREUVE _ ] ~

v

v &

a)y 81 g est un morphisme descriptif, 11 existe une description f telle qué

B(E) = g. Mais alors g = B(F) = [J a(f) = [a(f)]. Comme o(f) est une

[

L4

preuve descriptive, g est la claasehd'équivalence d'une preuve descriptive.
o @

b
'
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i
b) Si g est la classe d'équivalence d'une preuve descriptive h, alors
: . _ _ ,
g = [h] et 11 existe une description f telle que o(f) = h, h étant des-
criptive.

D'od g = [h] = [a(f) ] = [Ja(f) = B(E) et g est un morphisme descriptif.
. . .

4.5 SQUELETTE S, (4] DE L, (o]
/ a

|
Soit LA(¢), la catégorie primitive récursive (A) libre engendrée par ¢.

Examinons certaines propriétés de LA(¢) et de 0A(¢).

. L]

DEFINITION 4.18 A tout objet de LA(é), associons un nombre appelé puissance

de 1'objet, de fagon inductive.

a) I(T) = 0, (N) = 1

b) si Ii(B) et TI(C) sont définis, N((B)A(C)) = II(B) + I(C)

!

REMARQUE II(B) est égal au nombre d'apparitions du symbole N dans B.
!

DEFINLITION 4.19 A tout objet de LA(¢), associons un nombre appelé longueur

de 1l'objet, de fagon inductive.

a) p(T) =1, p(N) = 1 .

| b) s p(B) et p(C) sont définis, p((BYA(C)) = p(B) + p(C) )

|

s
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REMARQUE  p(B) est égal au nombre d'apparitions des symboles N et T dans B

() \

et p(B) 2 1, ¥Be|L, (®)].

LEMME 4.20 Soilent B et C, deux objets de LA(¢)‘3 alors BAC ~ CaB. ) .
’ >‘£

PREUVE Montrons que <q(B,C),p(B,C)> est 1'iuverse de <q(C,B),p(C,B)>

.

<q(c,B),p(C,B)><¢(B,C),p(B,C)>
= <q(c,B)<¢(8B,C),p(B,C)>,p(C,B)<q(B,C),p(B,C)>>

| = <p(B,0),q(B,0)> \

T v = 1(BAC) ' R

N

<q(B,C),p(B,C)><q(C,B),p(C,B)>
' : = <q(B,C)<q(C,B),p(C,B)>,p(B,C)<q(C,B),p(C,B)>
= <P(C,B) aQ(C,B)>

1(CAB)

]

= <q(B,C),p(B,C)> = <q(C,B),p(C,B)> "

N <Q(B’C):p(B’C)> : 4
= BAC an— =N C{\B

r | . i

LEMME 4.21 Soient B et C, deux objéts de LA(¢),

8i B ~ D et C =~ E, alors BAC =~ DAE, 4

PREUVE  Soient Yy, 1'isomorphisme de B 2 D

8, 1'igomorphisme de C 2 E. ]

Montrons que <yp(B,C),Bq(B,C)> est 1'inverse de <Y-lp(D,E),B-lQ(D,E)>




. ;
‘ YP(8,C),82(8,0><Y " p(D,E) .69 (D,E)>
= <yp(B,C)<y 'p(D,E),B 'q(D,E)> ,Bq(n‘.c)?v"p(n.E) ,87'q(p,E)>>

= <yy"p(p,E),B877qD,E)>

E = <p(D,E):Q(D’E)> ' Jf
oy
= = I(DAE) %ﬁ

<y 'p(D,E),B g (D,E)><1p(8,C) , B (8,C)>
<y 'p(D,E)<yp(8B,C) ,Bq (B,C)>,B8"q(D,E) <yp(B,C) ,Bq (B,C)>>

< yp(8,0),8 8¢ (8,C)>

: 2a .
rder 1 L A

= <p(B,C)»Q(B’C)>

= 1(BC) -

PR
WL,

—_—
2 et
et S

D'od <yp(B,C),Bq(B,C)> = <y 'p(D,E),B *q(D,E)>""

Y
SRY

el
.
s

: - = BAC ~ DAE A
b
i \ LEME 4.22  Dans L (9), NAN" =~ N®*®, vael, VbeN. ¥,

. A “ ?

PREUVE par Iinduction sur la valeur de b.
l

b - No = T, montrons que NaAT o~ N2

i . a) Pour b = 0, N

f ) Sotent p(N®,T) : N°AT + N® et <1(8%),0(n%)> : N¥ » NaT

<18 p®, 1) ,008%) p(8®,1) >

<%, 0% >p(v®, 1)

<p(N%,T),0(N?AT) >

<p(v%,1),q(8%,1) >

T(N*AT)

pv®, 1) <1(8%) ,008%) > = 1(8®)

= <108%),00%) > = pN®, 1)~ et NOAT > N® .
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O b) Supposons le résultat vral pour b = n, c'est-i-dire NOAN" ~ N®™,
) Soit y(a,n), 1'isomorphisme de NaAN" dans N2TR,
Sotent <y(a,n)<p(8%,N"""),p(8" M) N> o (" Mg (0% N1y | :
. .
3 " , 1:‘
s NPT - NREPAN) - NN =yl ’ £y
. ) -] . ain - :3&
| et <P NDY T (a,m) pTT,N) <@ N Y (a,0) p(8° TN Lo (8T ) >> ‘

/
c NETL L g T = REAN

<, Ny (a,mp(® TR, 1), <g (4%, NN Y (2, n) p(8® 2, N), g (N0, N) >>

<y(a,n) pN*, 8y p 8™ M) g (88 Ny 5 g (N ) g 02 N >

‘ = <p(%, Ny (a,m)p (™ M) <y(a,m) <p (% N0 p(n® M) g (N7 N,

NN >, (¥, N ¥ Ha,m) p* T, ), (v, 1) >

>, g™, M) g(N? Ny 5

|

<y(a,n) <p(®, 8" p(®, M) g (2 WY

= <p(N®, 8%y (a,n) y(a,n) <p(Na,Nn+1) ,p(Nn,N)q(Na,N““)>,

) ’p(Nn,N)q(Na,N a . ntl

n+i
N )>>

i )>,q(8",N)q (N

<q (Na’un) Y—l (a,n) y(a,n) <p(Na,N
= <P(Na,Nn+ 1) , <p(Nn,N)q(Na,Nn+1) ,q(Nn,N)q(Na,Nn+ 1) s

= <P, NY), p N ,q(F Ny g (% N0 ) >

<@ N 1N g (8 N0y,

"

i, <p(Na,Nn+1),q(Na,Nn+ 1)5

- I(Na'\Nn+ 1)

De méme,’ 3
<y(a,n) <p(Na,lf“+ 1) ,p(Nn,N)q(Na’NM 1) >,q(N“,N)q(Na,Nn+ 1) N J

© <p(% N7y H(a,n) p(N* 1), <q(v%,87) ¥~ X(a,m) p(N® 2, N) , g (N°"0 ) 5>

- I(N(a-m)ﬂ)

o

A
B
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Dol NaANnH Q:N(a+n)+1 - Na+(n+1) .

Par conséquent, NoARD o i , VbeN, ¥ aeN

THEOREME 4.23  Tout objet B de LA(¢) est isomorphe 2 NH(B) .

PREUVE par induction ‘sur la longueur de B.

a) Si p(B) = 1, B=Toul
0 N NII(T)

"
o
]
"
=z
"
=3
[
-3
R
L]
'
2
"

pour B = T, (T

1 NII(N)

1t
=z
8
=
4
=
it
-]
i

1l et N1

i
n

pour B = N, II(N)

b) Supposons le résultat vrai pour tout B de longueur inférieure ou égal'e a n,

Si p(B) = n+l, B = AAC et p(B) = p(A) + p(C) = n+l.

Comme la longueur d'un terme est toujours plus grande ou égale 2 1,
. P

p(A) £ n et p(C) S n et par hypothése

' A o NH(A) y C = NH(C)

o AAC =~ NI ANH(‘C) o FIAHTICC) _ (TIARC) | (TI(B)

c'est-a-dire B~ NH(B) .

/

I(B)

Donc B> N pour tout objet B de longueur n+1.

Alinsi, par induction, B ~ NH(B) pour tout objet B de LA((b) .

\
N

e
¥

GOROLLAIRE 4.24  La sous-catégorie pleine S,(4) de L,(¢) dont les objets sont

les puissances de N, est un squelette de LA(q)) .



4.6 PREUVES EN FORME NORMALE

Dans les deux sections suivantes, nohs introduirons deux formes particu- ‘ﬁ‘
lidres de preuve et nous verrons que toute preuve de DA(¢) est équivalente par
rapport & = a une preuve de chacune de ces formes,

DEFINITION 4.25 Les sous-termes d'un terme de DA(¢) sont définis de fagon

A\
inductive.

R
L

TEL

Pl
-

1. Le seul sous~terme de T est T; le seul sous-terme de N est N.

v

2. S1i A est un terme de la forme (B)A(C), alors le terme (B)a(C), les sous-

it

o
g

termes de B et les sous~termes de C sont les sous—termes de A.

N

DEFINITION 4.26 A chaque preuve de DA(¢), associlons une longueur de fagon

inductive.

!

1. Si f est un axiome, A(f) = 1.

\

2. Si f est de la forme gh, A(f) = A(g)+A(h)

3, 81 £ est de la forme <g,h>, A(f) = A(g)+A(h)+1 C

!

®
Y
S
;
‘¢
3

1
oE

e RS

el

4. S1i f est de la forme rA(g,h), A(E) = A(g)+A(h)+l.

ot A T
L

ﬂnx Y
LEMME 4.27 L'ensemble des sous-termes de N, neN', est {Nilie[l,n]}.
PREUVE par induction sur la valeur de n, ‘

a) Pour n=1, le seul sous-terme de N est N. Donc, ;'ensemble des sous-termes

de N est {N} = {n'} = {Nilietl,lli.




8 <%,k>, rA(l,k), gh, <&,k>h, rA(k,k)h éﬁ g est un axiome, £,k et h sont des

. \ /
. 136,
b) Supposons que 1'ensemble des sous-termes de N" = {Nilie[l,ml};
l'ensemble-des sous-termes de N®*! ou NPAN
= {N¥"*'}y ensemble des sous-termes de N' U ensemble des sous-termes de N ﬁﬁ
, s 4,
- ™ol ter1,abuln} = {N4e01,me1 ]} ' i

Donc, par induction, l'ensemble des sous-termes de N®, neN+, est {Niliefl,n]}

L)

LEMME 4.28 Toute preuve f de PA(¢) a une des six formes suivantes:

4,

® \

preuves.

Y

PREUVE par induction sur la longueur d'une preuve.
a) Si A(f) =1, f est ﬁn\axiomﬁa .

b) Supposons le résultaciziau pour toute preuve de longueur inférieure ou

-  @égale a m. -
Soit £ telle que A(f) = m+l, f est alors de la fo;me kL, <k,2>‘ou rA(k,l)
ol k et L sont des preuves de longu;u} inférieure ou égale 2 m.
Si f est de la forme <k,i> ou rA(k,l), nous avons le résultat désiré.
S1f = kL, A(k) S m car mtl = A(E) = ACK)+A(L).
Donc, par hypoth&se, k a une des formes g, <h,j>, rA(h,j), gh, <h,3>p ou
rA(h,j)ﬁ oli g est un ai}ome et h,j,p sont ées preuves. / T \
Alors, f est de la forme gf, <h,j>%, r,(h,3)%, gh¥, <h,3>p% ou r,(h,J)ptL,
c'est—ﬁ—dﬁre f est de la forme gf, <h,j>%, rA(h,j)R, gt, <h,j>t ou

rA(h,j)t od g est un axiome, £,h,j,t sont des preuves car la composée de

deux preuves est une preuve.

D'olt, si A(f) = m+l, f a une des six formes désirées.

A\
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!

Alors, par induction, toute preuve a une des six formes désirées.

\

\

LEMME 4.29 ' Toute projection p ou q a pour codomaine un sous-terme du domaine

i

et la longueur du domaine de la projection est plus grande que la longueur du

codomaine de la projection.

PREUVE Si f est une projection, elle est de la forme

p(A,B) # (A)A(B) +A ou q(A,B) = AAB + B c
domaine (p(A,B)) = AAB , codomaine (p(A,B)) = A
domaine (q(A,B)) = AAB , codomaine (q(A,B)) = B-

Par définition, A est un sous-terme de lui-m@me et tout sous-terme de A est un

sous~-terme de AAB, D'ol A est un sous-terme de AAB ‘et codomaine (p(A,B)) est

un sous-terme de domaine (p(A,B)). De méme, codomaine (q(A,B)) est un sous- L

teriie de domaine (q(A,B)). ' ’

P[ar définition, p(AAB) = p(A)+0(B) et; p(C) 2 1, pour tout terme de ‘DA(¢) ou

tout objef: de LA(¢) . Alors, p(A) < p(AAB) et p('B) < p(AaB). L

D'ol p(codomailne p(A’,B)) < p(domaine p(A,B)) .
p(cédomaine q(A,B)) < p(domaine q(A,B)).

DEFINITION 4.30 Les sous-preuves d'une preuve f :'A + B de DA(¢) sont toutes

les sous-expresbipns de £ qui gont des preuves.

. DEFINITION 4.31 Une preuve de UA(¢) est dite.én forme normale si elle n'admet

pas de sous-preuve de la forme p(A,B)<,m>, q(A,B)<t,m>, I(B)R, LI(A).

3

N ~
RE UE Nous retrouvons cette idée de preuve normale dans les articles de

_Prawitez [22] et de Mann [18]. _—

A
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(:k LEMME 4.32 Toute sous-preuve d'une preuve en forme normale est en forme
!

normale.

1 A}

PREUVE Soit g, une sous-preuve d'une preuve £. Si g n'est pas en forme

normale, elle admet une sous-preuve h qui est de 1'une des formes proscrites.

Mais h est une sous-expression de g qui est elle-méme une sous-expression de
f. D'oll la preuve h est une sous-expression de f, donc est une sous-preuve

de f. Comme h a.une des formes proscrites, f n'est pas en forme normale.

THEOREME 4.33 Toute preuve de DA(¢) est équivalente par rapport 2 =) 2 une

preuve en forme normale et la longueur de cette dernidre est inférieure ou

i égale 3 la longueur de la preuve,

. PREUVE par inductiom sur la longueur d'une preuve.

a) Soit f, unme preuve de longueur 1. f est un axiome. f ne peut alors étre
la composition de deux preuves, donc ne peut admettre une sous-preuve de

1'une des formes prbscrites. Donc f est en forme normale.

b) Supposons le résultat vrai pour toute preuve de longueur inférieure ou &gale

A

a2 n et soit f, une preuve de longueur n+l.

N 1

f a une des six formes suivantes: g, <%;k>, rA(l,k), gh, <L,k>h ou

{ | .
rA(l,k)h oli g est un axiome et %,k,h sont des preuves.

\

1, 8if=g, AM(f) =1 ce qui est contraire a +1'hypothese,

2, sif

gh, alors A(f) = n+l et A(g) = 1 entralnent que A(h) = n.
Par hypoth2se, h est €quivalente 2 une preuve h' qui est en forme

normale et A(h) 2 A(h'). Alors, g #, geth o7\ h' entralnent que b
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"f = gh N gh' par la condition 5 de la relation =,. Mals gh' est-Il

"A

en forme normale? Regardons g. ‘

I a) Si g

£

A(£) > A(h) 2 A(h')

'b) Sig

I(A)

’

gh N gh' = I(A)h' N h' = £ 2, h' en forme normale et

= p(A,B) ou q(A,B)

Si h' n'est pas de la forme <R k> ou <{,k>j, alors gh' est en forme

normale et A(f) = A(g) + A(h) 2 A(g) + A(h') = A(gh')

i)

i1)

\

Si h' = <g,k>
gh' = p(A,B) <&,k> N % et % est en forme normale car R est une
sous-preuve de h',

ou gh' = g(A,B) <£,E>§A k et k est en forme normale car k est

une sous-preuve de h',

Donec, f EA\Q ou f =, k, £ et k é€tant en forme normale et

ACE) > ACh) 2 A(h') > A(R) ou A(£)> A(h) = A(h") > A(K)

Si h' = <£,k>j

gh' = p(A,B)<i,k>f =, &3 et A(R3) = A(8) + A(H)

.ou gh' = q(A,B)<f,k>} =, ki et A(kﬁ)'= A(k) + A(d) N

mais A(h') < A(h) = n par hypothse et

Ah') = 1 + M) + Ak) + A(3). D'od A(L)) < n et A(k]) < ;
et par hypothése; il existe des preuves L' et k' en forme nor-
male telles que &3 =, £', ki 5, k' et A(R1) 2 AQR'),

ACk§) 2 A(k'). Alors, gh' =, 4] g, &' ougn' o

A kJ

i
L]

A

@
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Donc, £ = gh N gh' 5, ' ou f = gh N gh' ) k', L' et k'

étant en forme normale

v

1+ AR) + A(k) + A(4) > A3 = ALY

et A(f) > A(h) 2 A(h")
1+ AR) + A(k) + A(3) > A(k)) 2 A(k") v

ou A(f) > A(h) 2 A(h")
Ve

-~

' ’ W
c) Si g # I(A), p(A,B) et q(A,B), gh' ne contient pas de sous—preuve

proscrite. Donc, gh' est en forme normale.

/ Nous avons donc démontré que pour toutes les possibilités de g, gh' est
toujours équivalente par rapport 2 5, 3 une preuve en forme normale.
Par conséquent, f = gh est toujours équivalense par rapport 2 N A une

i /
preuve en forme normale qul est de longueur inférieure ou égale 2 la

longueur de f,

3. Sif = <2,k>, rA(l,k), <%,k>h ou rA(L,k)h,

A(E) =1+ x(R) + A(k) ou 1 + () + A(k) + A(h). Donc A(L) < m,

A(k) < n, A(h) < n et par hypoth2se, il existe des preuves &', k' et h'

en forme normale telles que % N ', h N h' et k =, k' et
A2) 2 Aa(e"), ACh) 2 A(h') et A(k) 2 A(k'). Alors f est équivalente
par fapport a N 3 une des quatre preuves suivghtes: <2',k'>,

rA(z',k'), <2%,k'>h' ou rA(l',k')h', toutes en forme normale et la

longueur de f est plus grande que la longueur de chacune de ces preuves.

Donc, f ést toujours équivalente par-rapport 2 gA & une preuve en forme normale
N

qul est de longuehr inférieure ou égale 2 la longueur de f.
- N

A

COROLLAIRE 4.34 (de la preuve du théoréme précédent) Toute preuve f de UA(¢)

est équivalente par rapport 2 N a une preuve f' en forme normale qui n'utili-
se que des termes et des axiomes de f et dont le nombre d'interventions de < >

(respectivement de rA) est inférieur ou égal 3 celui de f.

&
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4.7 PREUVES EN FORME DESCRIPTIVE

»

DEFINITION 4.35 Une preuve de DA(¢)" est dite en forme descriptive si elle

¢

est en forme normale et si n'interviennernt dans sa construction que

a) des axiomes ayant pour domaine et codomaine des puissances de N, c'est-a-
dire des termes de la forme Ni,ieN, donc les axiomes I(Nn), O(Nn) , 0,0

. p(N™LN), q(N",N), VneN.,

b) que le "produit par N", la récurrence et la composition.

i

THEOREME 4.36 Toute preuve en forme normale f : N* =+ N de DA(tb) est équiva-

. |
lente par rapport a = 3 une preuve en forme descriptive.

PREUVE par induction sur le nombre m d'interventions de r, dans la preuve,
I < Pour m=0

Preuve par induction sur la longueu.r de la preuve f. ‘

a) Si A(f)=1
f est un axiome et f est de la fomg N +N. Donc, f est un des axiomes

suivants: I(N) : N +N , 8 : T+ N , 0 : N+ N, q0",N) : 8t oy

p(N,N) = N’ > N> Tous ces axiomes sont permis, d'old f est en forme

descriptive et par‘ conséc{uent, f est équivalent par rapport a 2 une

A
preuve en forme descriptive.
’ | [ . . : 1 \

b) Supposons le résultat vrai pour toute p‘reuve de N® dans N, ol m=0 et de

longueur plus peti:t’e ou &gale 2 k, keN'.

S

3
phs

e E G T



Soit f telle que A(f) = k+l

£ a une des gix formes suivantes:

Al

i) g ol g est un axiome, ~ ii) <€, k>, ii1) <&,k>h, 1v) r,(4,k),

/

X v) ~rA(2.,k)h, vi) gh ol g est un axiome et h une preuve.

‘\

La premi2re forme est impossible car A(g) =.,l 2k +1=A(f). Les

*

formes 11) et ii1) sont également impogsil;les car les Eodo_maines de

[

- -~

<f,k> et de <2,k>h sont des produits de termes et celui de f est N.
e ) Finalement, les formes iv) et v) sont 2 éliminer car il y aurait alors

N
intervention'de 1'opérateur T, D'ol f = gl‘hlpﬁ g, :A »Nestun

axiome et h1 . N© A1 est une preuve,

g, peut étre 6, I(N), o, p(N,N) oufq(NB.N). -,
b

)

1.5ig =03 T+N \

f= glh1 = 6h :.—-A BO(Nn) et OO(W) ‘est en forme deacriptive; D'od

1

f a alors la propriété désirée.

2.81g, = I(N)

f= i:(l‘l)h1 et f n'est pas'en forme normale, ce qui est impossible.

IN
s

3.Sigl=0

o

' N

£= oh, et Mh,) = k car k+l = A(£) = A(0) + A(h,) = 1 + A(h)).

Par hypothéée, 11 existe une preuve en forme descriptive ﬁl

)

telle que h1 s% ﬁl .",,/Alors £ ‘;A ﬁh—l et, comme l'axiomé g et la com-

position sont autorisés, cﬁl est en forme descriptive. D'oid f ala

i o

propriété désirée. .

~
|

! \
'

4, Il nous reste le cas ol §1 est/une projection, que nous appelleroni

p,» une projection &tant un axiome de la‘forme p(A,B) ou q(A,B).
AR : )

- r

. : ' J BN
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f= Plhl, h1 : NT -+ A, p A - N et p(A1)>p(N) =1 et

() ’ N est un sous-terme de A , par le lemme 4.29. . ]

Considérons maintenant h1 : N® > A

h. a 1'une des six formes suivantes: i . ’ B

' o it

é ) o } N ”:7(-
b 1) <«,k>, 11) <g,k>h, iii) rA(z,k), iv) rA(E,k)h, .
L , 4 ! o
i v) g ou g est un axiome, Vi) gh ou g est un axiome et h est une ?f
preuve, : ¥

Les formes 1) et ii) ne peuvent se présenter car f aurailt une sous- ;-%

.

b

% preuve p, <q k>, et ne ssyélt\donc pas en forme normale, Il faut E%

5

. A ) également éliminer les formes iii) et iv) cat f n admet pas d' inter- _:%
I 3 :?f
" vention de 1'opérateur T, I1 reste donc les cas v) et vi) fﬁ

v) 8i h1 est un axiome, h1 : N% A1 et p(Al) > 1

h1 ne peut &tre que I(Al) ou une projection car tous les autres

axiomes ont un codomaine de longueur 1.

§1 h = I(Al) = I(Nn), f = pll(Nn) et f ne serait pas en forme

normale. Donc, h1 est une projection p, o N Al, D(Nn)»p(A19

: | a ) )
: . et A est un sous-terme*de N . Par conséquent, Al est de la forme

[ ' N et o(Ni) = 1. Comme p(A )>p(N) =1, 1 > 1 et ainsi 1 < &< n,

=1 n-1

Les seules projections de domaine N" sont p(Nn ,N) N + N

‘ et qN"7N,N) : N+ N. or, q(N*"',N) est Impossible car A, mne P

peut &tre N. Donc p, = p(N*1 M)

' : °

N
= p(*%,N) ou q(Nn-z,N) le cas p(Nn-z

—- - £ = p, PN M) = p )
/ x . mne peut exister que si n = 3.
" © o stns3, £=p@MpM) ou qWBNLN) - F
Sin>3, f£=qNINp@" N ' .

RS

2
b

:
N
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| - P
D'oi f est en forme éfff;iptive et par conséquent, a la propriété
= %/ .

désirée.

©

v}) si h1 = g2h2 oli B, est un axiome, 8, ne peut &tre que i(Al) ou
une projection car codomaine }gz) = A et p(AI) > 1 et tous les .
' ‘ autres axiomes 3gt un codomaine de longueur 1.
Si g, = I(Al) : A1 -+ Al, f a une sous-preuve de la forme pll(Al),
’ ’ donc n'est pas en forme normale, ce qui est impossible. Donc, la

seule possibilité pour g, est d'€tre une projection que nous note-

rong p, : A, + A . Ainsi, P(A)) > P(A)) et comme A est alors un

* sous~terme de Az’ N et A1 sont des. sous-termes.de A2./ .
\
s | D'od £ = Plpzhz oil P, 1A >N, p, A, +A, b N® - A,
A(h,) =k-1, N et A sont des sous-termes de A, et
p(A2)>p(A1)>p(ﬁ) =1, . ’
si noué répétons ce raisonneagﬁl au maximum (k-1) fois, nous obte-—
nons: ’
£: N +N
\ = P,P,e- Py ot piv: projection, .Viell,s].
) ) , P, ¢ Al + N,
\ ’ Py A Ai-l, Vi(CZ,s—lj.
« ot g
ot p(P)op(A,_)oplh, d>eeop(h)ap@A )op) =1

1

et N,AI‘,...,AS_l gont des sous—termes de N'.

(1) et 1<a(1)<..-;0(8-1)‘“-

l.

Ainsi, chaque Ai est de la forme Na

Comme une projection de domaine Na(i) a pour codomaine

Na(%)—l ou N,

© e
¥
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p(N,N)pcuz,N)...ﬁ(n“’z,u)p(hn",N) ou

h
1]

™

O e TE N LT PN

' b
A

D'oli f est en forme descriptive et a donc la propriété désirée.

Nolis venons de démontrer que s8i A(f) = k+l, f est &quivalente

par rapport a N a upe preuve en forme descriptive.

!

Ainsi, par induction, toute preuve N® + N en forme normale, n'ayant aucu-

ne intervention de r,, est équivalente par rapport 2 =, 2 une preuve en

* forme déscriptive.

\ 4

II - m = vtl
Supposoirls que toute preuve N" + N en forme normale, ayant au plus v in- \
N .
terventions de r, posséde la propriété désirée.

Soit £ : N* -+ N, en forme normale, ayant v+l interventions de r
. 4 - " "

A
Preuve par induction sur la longueur de la preuve f.
t i
N\ : . N
a) S§1 A(f) =11 ' .
. }
f est'alors un axiome et n'a aucune intervention de r D'oll toute

\ ‘ A’

preuﬁe appartenant 3 la classe des preuves‘f : N® + N en forme normale

de longueur 1 et ayant vitl interventions de r, posstde la propridté

A

désirée car cette classe est vide.

t

b) Supposons le résultat vrai pour toutks les preuves N > N en forme
normale, ayani v+l Interventions de Tp et de longueur inférieure ou
égale 2 k. .

i -»

Soit £ telle que A(f) = k+l (f 4 v+l interventions de rA)
| )

f a une des six formes suivantes:

a
-
a

+

iy
veted

Y
o

"
o
/e
o
ol
i
e
' 4,
&4
%
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1) g ol g est un axiome, 1i) <&,k>, iii) <R,k>h, 1v) rA(l,k),

3 j
(:‘ v) rA(Q,k)h, vi)‘gh ol g est uﬁ axiome et h est une preuve,

La premidre forme est impossible car A(g) = 1 # k + 1= A(f). Les
deux formes suivintes ne peuvent se présenter car les codomaines de .

<%,k> et de <%,k>h sont des produits de termes alors que le codomaine

X

. . dé f est N.

N ) !
1) S1 £ = r,(8,,k) : N' > Ny alors & ¢ N > Netk, : NN,

‘Commé f est én forme normale, 21 et k1 le sont aussi, étant des
r ' \ -

sous-preuves de f, Mais 21 et k1 admettent respectivement au

maximum v interventions de r,, 1es 'deux ensemble en admettant v

puisque f = rA(ll,kl) en admet v+l. x

z

Par hypothese, 11 existe des preuves 21 et El en forme descriptive

telles que 21 g L etk =, El. “ - ,

\4 ) Alorg f = rA(ll,kl) 2, rA(£1’E1)'

€ A

Comme la récurrence est permise dans la forme descriptive,

rA(II,El) est en forme descriptive.

D'olt f; a la propriété déairée.

- v) 851 £ = rA(.Q,l,kl)hl s N N, alors hl : N » ﬁm et

- 1 \ . .
zl . N3 + N, kx : Nmf + N, car une recurrence:iﬁoujoura pour
//—/ I

o

domaine une puissance de N, autre que Tv—~

. e
Considérons h; ;~NE,ﬂ5NmT/ ﬁ: a au maximum v interventions de r,.
\ .

s1d = "7 h, : N +N
dz = q(Nm.z,N)p(Nm-x,N)h1 : NU+ N
d, = q(N"’"‘{',N),p(ub.l’“"z.N)p(u""‘.N)hl s N® > N

. * /

é? |
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G, p(N2 M p( M) L. L p( I, ) p (W M), 2 N > N

11

'm-1 !
2 3 -2 -1 m
= p(N,N)p(N",N)p(N",N) cee (N M) p(N™ oN)h @ N°* N
alors h =, Ceeetcdp,dy 2d) >..0>,d)>,d)>

Mais chaque di est &quivalente 3 une preuve bi en forme normale-

- Chaque di a au maximum v interventions de Ty et comme bi a au plus
autant d'interventions de r, que di par le corollaire 4.34, bi a
) au plus v ‘interventions d;a rA, est en forme normale et a poué do~
maine Nm et pour codomaine N, Yie[l,m]. Par hypoth&@se, il existe
A une preuve en forme descriptive z, telle que b1 =y 2 Yiell,m].

di N bi en‘forme normale =

A zi\en forme descriptive, Vie[l,m].

—

S1 h = <...<zm',z >,z >,..'.>,zz>,zl>, hl est en forme descrip-

1 m-1 m-2

tive car le "produit par N" est permis, codomaine (zi) = N/,‘

Yie[1l,m], et alors h N Ex' y

Considéroms’ rA(!,l,kl). Comme dans le cas iv), nous obtenons

et k.l N k1 oit ir et Ei sont en forme descriptive.

rA(R'l’k1) N rA(JLI,kl) et rA(R,l,lgl) est en forme descriptive. -

R’l EA 2’1

Comme la composition est permise, rA(El,EI)El est en forme descrip-

tive et £ = rA(JZ,l,l»:l)h1 N ;rA(R.l,kl)hl. -

D'olt f est équivalente par rapport 2 =, A une preuve en forme

descriptive.

I1 fious reste un dernier cas:
: |

vi) £ = gxhx ol 8 A1 + N est un axiome et hl : N® -+ A, est une
preuve. g peut &tre 9, I(N), g, p(N,N) ou q(N%,N)

|
1-3181=9 '

N\
f = 8xh1 = ehl = GO(Nn), d'oll £ a la propriété voulue.

\
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sig, = L(N)

f= 81h1 = I(N)hl, d'oll f ne serait pas en forme normale, ce

qui est imposgible.

s1 g; = g

'

£ = glh; = Oh = h :‘Nn > Net Ah) = M(f) - A(0) = kel-1 = k.

Comme f a v+l interventions: de T, et f = Uhl, h1 a v+l inter-

ventions de r, et A(hl) = k. Par hypoth2se, il existe une

A

preuve h‘ en' forme descriptive telle que h1 = Er. Par conséT

i

quent, £ = Oh, =, Uﬁl, et comme l'axiome O et la composition

1

sont! autorisés, cﬁl est en forme descriptive et £ a la proprié-

té voulue. / )

Il’nous reste le cas ol g, est une projection P,» f = pxhx ol
P, ¢ A1 + N et h‘ =N o Al, p(A1)>p(N) =1 et N est un sous~

-
terme de Al.

i
Regardons h1 : N+ Ax' i

h a une des six formes suivantes:'

~
~

a) ,k>, b) <,k*h, ¢ £A<z,k), d)“rA(z,k)h,
e) g ol g est un axiome, f) gh ol g est un axiome et h, une

preuve.

N

Les cas a) et b) sont impossibles car f aurait alors une sous-
preuve p1<2,k>; elle ne serait donc pas en forme normale. On
doit également élihinet les cas’c) et d) car codomaine

rA(l,k) = codoﬁaine rA(z,k)ﬁ = N et p(N) =1 alors que
codomaine (hl) 5 Ax et p(Al) > 1. '

)

J
b 1

-

22 %

N

s

A
R L AR L
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Cas e) et f) h1 =g, ou gzh2 et g, ¢ A;z + Al (dans le cas e,

_
A, =N)

Conme p(Al) > 1, g, ne peut Etre que I(AI) ou une projection
car tous les autres axiomes ont un coabﬁaine de longueur 1.
S1g,=1I(A) :A »A ,f= ph, = pg, ou p,8,h, = p,I(4))
ou pII(Al\) ,» alors f a une sous-preuve P1I(A1)’ donc n'est pas
en forme normale, ce qui est impossible, ,

. D'ol 8, * I(A1) et alots g, est une projection P, : A2 + AI‘,
Ca “ p(A2)>p(A1), A1 est sous-terme de Az. Donc N et Al sont des

sous-termes de Az' ’

Done, dang le cas e), hl = gzh2 = pzh implique que

3

f = ph, = p,p, et alors f n'a aucune intervention de r

2

A» Ce

s éui est impossible, Dans le cas f), h1 =gh = pzh2 implique

2 2
- T n
que f = pipzh2 ot p1 : A1 + N, P, ® Az +Al. h2 : N +A2, 5
l(hz) =k =-1; N et A1 sont des soug=termes de A2 et
p(A,)>p(A )>p(N). |

'
.
‘ i

—
En répétant ce raisonnement au maximum (k-1) fois, nous obtenons
f = PP, P, ol p; est une projection, Vie[l,8]. Donc, f

n'admet aucune intervention de rA, ce qui est imposaiblg.
}

ﬁ Alnsi 81 f = glhl, f est équivaiente par rapport 3 s 3 une preuve
en forme descriptive. \
~ Nous venona de montrer que si A(f) = k+l et f a v+l interventions de

r,, £ &ant en forme normale, f ne peut avoir la forme i) g = axiome, -

) <R,ks, ii1) <}L,k>h. Si f a la forme iv), v) ou vi), f a la pro-

priété désirée. Par conséquent, toute preuve en forme normale de
' \

~

i

& N 1
4 ]
L




preuve en forme descriptive.

Donc, par induction, toute preuve ayant v+l interventions de Ty est éqqi-

valente- 3 une preuve en forme descriptive.

[y

|
‘ I et II nous permettent de cornclure par induction que toute preuve N® + N en

forme normale est équivalente 3 une preuve en forme descriptive,

[
\

|

COROLLAIRE 4.37 Toute preuve en forme normale N® *-Nm, meN+, de D, (9) est
A

équivalente par rapport 2 5, 3 une preuve en forme descriptive.

\

PREUVE par induction sur m. : '

a) Sim=1

~ - RS A

~ ' . s 4 v . ) o 5

[ L Lo, et B . o

_ / 150. o
, longueur k+l et ayant v+l interventions de T, est équivalente a une =
: Nous avons le résultat par le théor2me précédent.

b) S8im = kil

Supposons que toute preuve en forme normale N? *-Ni est équivaleﬁte a une

preuve en forme descriptive, Vie[l,k].

Soit £ : 1 e Nk"'l = Nk AN, elor’a f N I(Nk“) f = <p(Nk,N),q(ﬁk,N)> f
’ \

N <§(Nk,N)f, q(Nk,N)f>.

2
a2

Par le théor2me 4.33, il existe des preuves f1 et f2 en forme normale

k

telles que p(Nk,N) fe-f : N +N et q(Nk,N)f s, £ : N"+N,
A A "2 ;

1
. Alors £ =, <p(N*,N)f, a0 N)E> 5, < .8,
[ )
Or, par hypoth2se, il existe des preuves en forme descriptive B, et g,
\ \
telles que fl ) 8, et fz £, 8, Comme le "produit par N" est permis dans

la forme descriptive, <g ,8,> est en forme descriptive et .

f 5A <flsf2> EA <81’gz>




v

D'oll £ est &quivalente A une préuve en forme descriptive.

ut
Donc, par induction, toute preuve en forme normale f : N o Nm, meN , est

i équivalente 2 une preuve en forme descriptive.

- COROLLAIRE 4.38 Toute preuve f : o Nm, meN', de 'DA(}’ est équivalente par
j ) o

rapport a 5 A une preuve en forme descriptive. \
'y PREUDVE Soit f : N* = an, meN+, une preuve de DA(¢). Par le théoréme 4.33,
~

.

11 existe une preuve g en forme normale telle que f =) g et par le corollaire

9

Ah' x

th

précédent, 11 existe une preuve h en forme descriptive telle que g-

Comme £, est transitive, f N h.

4.8 FONCTIONS REPRESENTEES PAR LES MORPHISMES DE S (9) \

Nous voici en mesure de caractériser les morphismes du squelette SA(¢) . >

L= ‘ ,
THEOREME 4.39 Toute preuve f : "o Na, n€N+, seN+, en forme descriptive de

DA(¢)3 est &quivalente par rapport 2 =, 3 unme preuve descriptive.

-

- A\

PREUVE par induction sur la longueur de la preuve f.

a) Mf) =1
. -
Soit £ : N* -+ N’, neN', s£N+, dont la longueur est 1; f est alors un‘'des

axiomes I(Nn) : N® > Nn, o.: N» f@, p(Nn,N) : N N o
qv®,8) : N N S .
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Les axiomes 0 = 4 et q(N“,N) = sont des preuves des-
0,(4)

("nn ,n+1)0A(¢)
criptives. I

. Montrons que les axiomes p(Nn,N) sont des preuves descriptives, VneN*.‘

Pour simplifier la notation, nous omettrons 1l'indice DA(¢) des preuves

descriptives (M ' )5 -,.,. Tout d'abord, vérifions 1'égalité suivante:
m,1 DA(¢) ‘

I > N

. m +
<. 04T . >, >0 >,T > = N
c T T w1 i, 2 Y Tl *‘mt1,m PN'LN) , Ve

Preuve par induction sur la valeur de m.

a)m=1
N

T =T p(N,N) = I(N)p(N,N) = p(N,N), par définition des "

2,1 1,1 i°

b) m,= k+l ' . )

Supposons le résultat vrai pour m < k. Etudions

3

<o..<<ﬂ T > T
k+2,1° k+2,2" * kt2,3

>aee

>’"k+2,k+1 car (k+1)+1 = k+2.

_ +1 +1
Mais <ﬂk+z,1’“k+z,2> - <"k+1,1 p(Nk N, -"k+1,z p(Nk N)>

_ k+1
- <'"kﬂ,x a1 ,z> PN ,N)

o k+! k1
<<"k+2)1 ’“k‘fz ,2> ’nk+2 > 3> - <<’“k+1 b1 ’"k'f-l ,2>p(N !N) ’ﬂk'l-l ’!p(N n yN)>

= << > >
Tot1,1° k41,2 Tkt , 8 p(

Nkﬂ JN)
<< 3T - >.n > = <47 LI/ > ST >p(nk“ N)
k+2,1’ k+z,2."" *kr2,k ktt,1? I1:1-1,2 R T3 U8 ' ’

Par hypoth&se <<

- .k
Metrya Mkt 2 "0 Tk, & = PONLE)

- k g 23
™ << k+2,1’ﬂk+‘2,2>,”.>’1rk+z'k> = P(N 9N)P(N ’N) N




O

»
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7
<os . ST M 5,25 eea?,™ >, > = p
= k+z,1° k+2,2°° »"kt2,k 7 ktz,kt1 ‘

N
k k+1 i kt1
@® WA, 1 s 0T, e N>

K1 Ny, q,mpat N>

if

<p(Nka) p(N

“

1 +1 ktl
yp(T M) = pdT W)

Kt k
@, 1), (¥, M) >p (1 N) = T(**

D'oll, par induction,

peeed> T > = p(Nm,N), VmeN'

<o ST L >
1[n+1,1’"m+1,'z ’“m+1,a m+l,m

Ainsi, p(Nm,N), VmeN+, est une preuve descriptive car 1'ensemble des

preuves descriptives est fermée sous le "produit par N".
I .

3. Montrons que les axiomes I(Nn) : N* + N° sont des preuves descriptives.

Pour n = 1,

~

HON

1"
=3

1,1’

(%)

Pour n > 1,

7N, g7, N)>

A
Donc, I(N) est une preuve descriptive et I(Nn), neN+, est le "produit

par N" de deux preuves descriptives,

-2
- P -
N

D'ol, I(Nn) est une preuve descriptive, VueN.

Done, si A(f) = 1, f est une preuve 'descr:lptive et, par conséquent, est

équivalente 3 une preuve descriptive.

\

A(f) = m+)
, @ . ' . ‘ ,
Supposons que toute preuve f : + N", neN', seN', en forme descriptive de

longueur inférieure ou €gale 2 m est &quivalente 2 une preuve descriptive.

'

Soit £ : N° + N° dont la longueur est m+l, ch*, ExeN+, seN'. F a une des

»

six formes suivantes:

Rt S s

STy
.
23

R ] -

o

,H,:‘..l‘...
o SR B
RS, g i S

AL

)
3,

LIS, N e
Hkt ,"?‘f-‘fv R S

o
¥

)
5
R
s
s
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1) g od g est un axiome, 1i) <%,k>, 111) <&,k>h, iv) gh ol g est un
i l N v

axiome, h est une preuve, V) rA(R,,k), vi) rA(R.,k)h. /

r,(4,K) ol 1,(2,l0h o £ : NN, ki NETEoen,

1
N+ Nt , teN'.

CME = A(R) +AC) +1 ou A(R) + A +1 + A(h)

Cas v) et vi) £

h

= MR sm, ACk) <m, A(h) s m car A(f) = m+tl. .

Par hypothdse, il existe des preuves descriptives L', k' et
1 - ) - ] - 1

h' telles & =) L', k =\ k' et h =, h' et alors

f N rA(R.',k') ou rA(l',k')h' qui sont des preuves descrip-

tives car 1l'ensemble des preuves descriptives est fermée

sous la récurrence et la composition.

Cas 1) S1 f = g, un axiome, m+l = A(f) = A(g) =1, ce qui est impossible

3
)

car m est plus grand que zéro.

Cas 11) f = <®,k> od £ : N -»“Nt, k : Nn+\N, t:eN+ et f : N - N':+l

ml = ACE) = 1 + A(R) + A(k) = A(R) Smet A(k) S ;n.
- 0

Par hypothdse, i1 existe des preuves descriptives ’}' et k' telles

‘qufa 2 " L' et k N k'.

Alors f =, <',k'> ol &' : N® - Nt, k' : N°* N et <R",k"> est une
preuve descriptive car l'eqsemble des preuves descriptivea est

1

fermée sous le "produit par N",

Cas 141) £ = <t,koh, ob h: N' N5, £ : NC N, ko N° oW, weN'
t

f 2, <fh,kh> et £h : N+ Nt > N od weN+,

kh ¢ N® + N° > N. L'équation mtl = A(f) = 1 + A(2) + A(K) + A(h)

implique que A(PH) = A(%) % A(h) % m et A(kh) = A(K) + A(h) S m.

‘ ' AN
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—t

Comme weN*;il existe par hypothése, des preuves descriptives

/ - /

L' et k' telles que £h =, &' et kh = k'. Alors,|f = <fh,kh>

=y <%',k'>, ce qui est une preuve descriptive. ,

Cas iv) f = gh ol B est un axiome, h : N > NS et g : Nt - N°.
1) 1 t=0, h : N+ T et g : T>N, Alors g = 6 : T > Net
\
£ = gh : N + T +N.
i n=1, £ : N+ T+ N = 60(N) = K, ce qui est une preuve des-
y ) n o n-1 n-1
criptive. Sin*l, £ : N ~ T+ N = 00(N)q(N~ ,N) = rRq(N" ,N),
ce qui eét une preuve descriptive, étant la composée de deux .

P

preuves descriptives.

2) Si t#0, 1'&quation m+l = A(f) = A(g) + A(h) implique que
A(h) = m car A(g) = 1. Par hypothése, il existe des preuves
. descriptives g' et h' telles que g 5, 8' et h =, h'. -

Alors, f =, g'h'; g'h' étant une preuve descriptive car 1l'en-

semble des preuves descriptives est fermée sous la composition.

L. 8 '
Par conséquent, toute preuve £ : NT -+ N s neN+, scN+, en forme descriptive

de longueur m+l est équivalente A 'une preuve descriptive.

~

Alors, par induction, toute preuve f : N® > N® , neN+, eeN+, en forme descrip-

L

tive est équivalente par rapport' 3 =5 é une preuve descriptive.

"

COROLLAIRE 4.40 Toute preuve f : N+ N, neN+, seN+, de DA§¢) est équiva-

lente 3 une preuve descriptive.
' 7

¢
7 \

»
COROLLAIRE 4.41 Tout morphisme f : Nt -+ N, neN'; seN+, de LA(¢) est

descriptif. ’ ' .
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d s

o " +
COROLLAIRE 4.42 Tout morphisme £ : N° + N°, neN+, 8eN ', de LA(¢) représente

\ p ‘ »
une fonction primitive récursive.

Pour .compléter cette section, il nous reste 2 caractériser les morphismes
. .
£ : T+ N, neN", de L.

-
>

DEFINITION-4.43 Une preuve £ : T + N, neN+, de DA(¢) est dite preuve-.

s a a a
.
produit de nombres naturels si elle est de la forme <...<0 6,0 ?6>!...>,0 Ry

ol (al,...ﬁan)eNn. Un morphisme £ : T -+ Nn, neN+, de LA(¢) reprégente un
produit de nombres naturels s'il est la classe &quivalence d'unme preuve-pro-

duit de nombres naturels. ’

- . Q

I3

. \ )
~ THEOREME 4.44 Toute preuve en forme descriptive f : T + Nn, néki;gde DA(¢)

est équivaiente 3 une preuve-produit de nombres naturels.

N r
PREUVE par induction sur.la longueur de la preuve'f : T - N", neNf. )

7

a) Si A(f) = i, f est un axiome. La seule possibilité est 0 : T+ N. f est

. alors une preuve-produit de nombres naturels. N

b) Supposons le résultat vrai pour toutes les preuveé en forme descriptive de

longueur inférieure ou égale & m.

Soit £ : T »+ Nn, une preuve en forme descriptive dont la longueur est mtl,

f a 1'une des six formes suivantes:

o . ]

B

1) g oll g est un axiome, 11) <®,k>, 1ii1) <,k>h, iv) rA(l,k),

v) rA(R,k)h, vi) gh oli g est un axiome, h est une preuve.

¥
1

Y
/




R

vt

(i

.

o

H

Eliminons le cas i) car A(f)

mtl et Alg) = 1. C

i11) Si n=1, codomaine de £ = N et f ne peut alors &tre le prodult de deux
b

. .
preuies. Si n>l et £ = <2,k>, £ : T~ Nn—l et k : T > N ont des lon-

el

gueurs égales ou inférieures & m car mtl = A(f)

AR + A(k) + 1.

Alors, par hypothése, il existe (al,...,an_l) N ' et ancN tels que

v '

a a

a - a
N 1 -
2 =y <e..<0 8,0 26>...>,0 =lgs et k =, O g,

a

a a
Donc, £ = <%,k> = <../l<o 16,0 26>,...>,o B>,

A A

iii) Tout comme dans le cas 11), si n=1, f ne peut &tre de la forme <%,k>h,
81 n>l, £ = <&,k>h 5, <fh,kh>. Comme m+l = A(f) = 1 + A(R) + A(k) +
. A(h), la longueur des preuves %h : T » N* '.et kh : T + N est infé-

rieure ou &gale 3 m. Par hypothése, il existe (al""’an~1) N et

o

a a_ a a
aneN tels que %h ) <eee<0 16,0 263,...>,0 =195 et kh 2,0 %9, Alors

a a

a’ a
E =, <Rh,kh> =, <...<0 '0,0%0>,...>,0 *7'6>,0 ">,

A

iv) f ne peut 8tre de la gorme rA(l,k) car domaine de rA(Z’k) = ‘+1 et

domaine de f = T = NO.

V) SLE=r(hoih: TN, 2 N e N, ks N2 o N Comme

e i

mtl = A(f) = 1 + AL + l(k) + A(h), la lopgueur de h est inférieure 2

m et, par hypothdse, il existe (81""’an+1) NH? tel que

N

al a2 a1:1 aI‘H-l a
h 5y Se..<0 0,0 0>,...>,0 "0>,0 0>. Alors,

a a

a a
£ (%,k) <...<0 ‘6,0 20>,...>,0 "9>,0 *'p>

5, Ty . Mals par le. corollai-’
re,%,AZ, le mdfphisme [rA(R.,k)JA représente une fonction primitive ré-

cursive., Il existe donc un &lément a de N tel que




T

O

BN . L

.
o

t 3 ap an;rl a
[rA(l,k)]A [<...<0 8,0 70>,...,0 e>]A = [0 B]A

\

D'ou f N a.

\

vi) 81 f = gh ol g est un axiome, les seules possibilités pour g sont
t t "
p(N",N), q(N kN), I(Nt),e et 0 car f est en forme descriptive. g ne

-~ t )
peut 8tre I(N') car alors f serait I(Nt)h, ce qui contredirait la forme

normale de f. Si g =6, f = gh = 6h =, 0 car domaine de f =T. Il

) t+1 t g
y Q(N )No) \

nous reste trois cas: p(Nt,N) et alors codomaine de h = N
.

t+1, 0 et codomaine de h = N. Comme

v

et codomaine de h = N
mtl = A(f) = A(g) + A(h) = 1 + A(h), h satisfait 1'hypoth&se et il

) eNt+l, t &tant 0 dans le dernier cas, tel que

o

existe (al,...,at+1

i

a a a
b A €oe<0 16»0 %9>,-..,U t:'H(b. Alors ; .
a a a a
£ = 20,0k Zp S0 '9,0 20>,...,0 0> ou £ = q(N",N)h 5, 0 t*19 ou
al+1 /l/
f=06hs O 0.

A

Nous avons ainsi démontré que si A(f) = m+l, alors f est équivalente & une

preuve-produit de nombres naturels et par induction, nous pouvons conclure que

o

N\
cette propriété est vérifiée pour toutes les preuves f : T + Nn, n£N+, en for~

me descriptive de DA(¢).

N
&

COROLLAIRE 4.45 Toute preuve £ : T + N°, neN™ de DA(¢) est équivalgnte_h‘une

preuve-produit de nombres naturels.
“{s

™~

COROLLAIRE 4.46 Tout morphisme £ : T + Nn, neN' de LA(¢) représente un pro-

duit de nombres naturels, ™

o~

N

o SER
e, e b R
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COROLLAIRE 4.47 Les morphismes du squelette SA(¢) représentent des fonctions

primitives récursives, des produits de nombres naturels ou sont de la forme

o(N™ : N T,

Donc SA(¢) possdde les deux propriétés désirées: Toute fonction primi-
tive récursive et tout produit de nombres naturels sont représentables dans

SA(¢). Tout morphisme de SA(¢) représente une fonction primitive ré&cursive ou

un produit de nombres naturels ou son codomaine est 1'objet terminal de SA(¢).

|

II - D'AUTRES STRUCTURES DE CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES

Dans cette seconde partie, nous &tudierons d'autres structures qui géné-
rent, tout comme la structure de catégorie primitive récursive (A), une caté-

gorie-squelette possédant les deui propriétés suivantes:

a) Toute fonction primitive récursive et tout produit de nombres naturels sont

représentables dans cette catéﬁorie—squelefte.

1

b) Tout morphisme de cette catégorie-squelette représente une fonction primi-
tive récurasive, un produit de nombres naturels ou est un morphisme'ayaﬁt

‘pour codomaine l'objet terminal de la catégorie.
L

i ’ N

Ces structures sont, soit des cas particuliers de structures déja existantes -
oti 1'on demande une certaine forme d'unicité de 1'opérateur r ou 1'Bgalité

entre certains morphismes, soit des généralisations ou des simplifications de

[

1'opérateur r.

&

N ekt ®

ke
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R
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Pour chaque nouvelle structure, nous devrons réintroduire les notions

¢

de foncteur primitif récursif et de fonction représentable. Afin d'éviter

une répétition de ces définitions, nous les donnons maintenant:
. | .

Un foncteur f : A + B, entre deux catégories primitives récursives (X), est

récursif (X) s'il préserve strictement la structure de catégorie primitive
\ <

récursive (X), X € {A,B,...,H,K,L,E+u,...,M+tu}. Pour ce qui est de la défini-

tion de fonction représentable dans une catégorie primitive récursive (X),

nous reprenons ld\séfinition 4.3 oli nous remplagons A par X,

’

X ¢ {B,C,...,H,K,L,E+u,... Mtu}.

\\ ,

4.9  CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES (A+u)

-

Premidrement, nous allons ajouter 1'unicité a la structure de catégorie primi-~

tive récursive (A) de la fagon suivante.

?
©

. “ |
DEFINITION 4 .48 Une catégorie A est dite primitive récursive (A+u) si
\ Ce
x | .
a) elle est primitive récursive (A).

b) Pour toui ﬁorphisme h : NAn+2 > NA et tout morphisme f : NAn+l -+ NA dg A,

n+l
)

si f<R( An’NA) 9°é(NAn,NA) = h<I(NA ,f>, alors N

£ = rA(f<I(Nkn),90(NAn)>,h).

EXEMPLE Comme Ens satisfait la condition d'unicité, Ens est une catégorie

v

primitive r&cursive (A+u).

NN e TRt

SRR
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. ’ PROPRIETES des catégories primitives récursives (Atu).
QO o
1. Si A est une catégorie primitive récursive (A+u), toute fonction primitive
. B L

récursive est représentable dans A, car A est primitive récursive (A).

(Corollaire 4.10)

"

o

2. 51 nous reprenons la preuve du théor@me 4.11 ol nous remplagons 1'indice

A par Atu et oll nous ajoutons une seizi&me condition & la définition de 1a

3 $

' < - ‘ ~
relation d'&quivalence Zptu’ soit

+
16. Pour toute preuve f : N 'y N et touée preuve h : Nn+2 + N, si

n+l

f<p(Nn,N), Oq(Nn,N)> = h<I(N  ),f>, alors

Atu

n n ’ - ,
T E<TOD, 80N> ) =, f

nous constatons qie pour toute petite catégorie A, 11 existe une catégorie

primitive récursive (A+u) libre engendrée par A, notée LA+Q(A).‘

4

THEOREME. 4.49 . Tout morphisme f : N° + Nt, teN+, de LA+u(¢),»représente une

fonction primitive récursive ou un produit de nombres naturels.

-

PREUVE Soit un morphisme £ : N° > N, teN”, de Lyyy(®) et soit o : N® -+ Nt
une preuve de 0A+u(¢) dont la classe d'équivalence par rapport 2 5 4u est f.
- ) B .} t . o
Comme DA+u(¢) = DA(¢), le morphisme CG]A : N+ N de LA(¢) rﬁpresente un pro
duit de nombres naturels si n=0, d'apré@s le corollaire 4.46 ou une fonction N

primitive récursive g si n»0, d'aprés le corollaire 4.42.

'
"

¢ a, a, a,
a) si n=0, 3(&1,...,at) eN" tel que [a]A = [<,..<0 8,0 "6>,,,.>,0 Q?JA

a a a

c'est-a-dire a =, <...<0 lB,G 285,...>,0 9>

A
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Comme = satisfait toutes les conditfons de =,,
Atu | ° A B
a a a O
‘ 1 2 t Rt
= €.o0o< P el 0>, I
o = Aty g 8,0 6>, »0 . :
. - ;;
Alors, si n=0, f = [a]Ai'u représénte un produit de nombres naturels. 1
a
]
' &, T . %n 7
b) 51 n*0, a<...<s 6,0 "6>,1..>,06 "0> =z, %,
m gla,...,a) T g(a ,...,a) T gla,,...,a) e
1 1 n
<...<g Bl Mp,0 22 1 " 65,...>,0 O o>, i
\ ‘ ¥
#
V(al,...,an) N, [
Comme = satisfait toutes les conditions de =
At+u . < A
a, a, a N
<C“< >'..‘> E
a o 08,0 78 ,0 0 Aty ,
. : ) z
., ga_ ,...,a) W gla,,...,a ) w. . gla ,...,a)
<.c.<0 t'l l/// n ejo t'z n e>)-uo>’o t’t l Fa n e>’

V(al,...,an) eNn. .

Donc, £ = [aJAm représente la fonction primitive récursive g.

'
i

THEOREME 4.50 La sous-catégorie pleine S Ay (D) de Lo (), ob

i
|$A+u(¢)| = {N"|ieN}, est un squelette de LA+u(¢). )
PREUVE Tout objet E de LAm(cb) est isomorphe 2 NH(E) ol JI(E) est la puissan-/
ce de E telle que définie dans 4.18. En effet, comme lLA+u(¢)I = ILA(tb)l, le
théoréme 4\.23 nous assure l'existence d'un isomorphisme P(E) : E + N“(E) dans
¥

LA(Q‘S). ‘Solent’ e : E » NR(E) et § : NH(E) +E deux preuves de DA("P) telles que

pP(E) = [e]A et p(E)~" & [6JA et 8¢ A 1(E), €6 5 I‘(NII(E)). Com .

UA(¢) = DAm(cb) et comme =, ~ satisfait les conditions de z,» alors

Ge *A+u I(E) et €8 B tu I(NH(E))- D'oli LGJAﬂ:‘ ¢t E -+ NH(E) est un isomorpﬁ}iame
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de LA+u(¢). Donc, la sous-catégorie pleine SA*u(¢) ol ISA+U(¢)1 = {N"|1eN}

(4).

esF un squelette de LA+u

N

_COROLLAIRE 4.51 Toute fonction primitive récursive est représentable dans

S, ().

Atu

N

" PREUVE Toute fonction primitive récursive est représentable dans LA+u(¢)
d'aprés la propriété 1. Comme tout morphisme de LA+u(¢) dont le domaine et

le codomaine est une puissance de N appartient & SA+u(¢)’ toute fonction pri-

/
Ay

p .

mitive récursivé est représentable dans sA+u(¢)'

\

Comme le morphisme O : N » N appartient 2 3A+u(¢)’ tout produit de nom-
bres naturels est ref;ésentable dans SA+u(¢). Ainsl, tout &lément de Ni,ieN,
ou tout produit de nombres naturels et toute fonction primitive récursive sont
.représentables dans SA+u(¢); tout morphisme de SA+;k¢) ?eprésenté, solt une

fonction primitive récursive, soit un produit de‘Pombres naturels ou est de la

forme O(Nn), neN.

4.10  CATEGORIS PRIMITIVES RECURSIVES (B)

o~
1

Avant de générajifser 1'opérateur rA\des catégories primitives récursi-

. X . Q. .
ves (A), nous allons &tudier un autre cas particulier des catégories primiti-

'

ves récursives (A), &tude qui nous permettra par la suite de prouver 1'équiva-

lence entre certaines catégories,
- \ . ) - ‘ ( 0
Y

N\
N\ R * -t
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Dans toute catégorie primitive récursive (A) A, nous pouvons définir.

)

1'opérateur suivant VA :,A(NZ,N) *,A(NZ,N) . ' &

B 1, (1D, h<g (8, D)p(N N, a(N,9))

Soient +, A, =, ( )2, Y, les morphismes suivants:
~ ! N\

¢ =, O40,W), AT T, (0N 90M,IN>,  * = T (W),
\ ()* = ¥, (0r<+<q(N,N),p(N,N)>, p(N,N)>) <60 (M), 1(N)>,

: " Y = VA(+<q(N,N)/,-'-<090(N),f<3<0'p(N,N).( )20q(N,N)>,,

2<( )*0q(N,N) ,0p(N,N)>>>>) <BO(N) ,L(N)>

2 2
Définissons aA = +<( )2+<( ) “+,q(N,N)>,p(N,N)> : N > N

[ Ba B

morphismes que nous retrouvons dans la prochaine/définition. Notons que nous
1

ca<I), () o, 2</, () io> 1 N AN \

L3R

avons omis 1'indice A de 1'objet N afin de faciliter la compréhension des for-

- mules.

DEFINITION 4.52 Une catégorie A est dite primitive récursive (B) si

a) elle est primitive récursive (A+u),

b) BAGA‘= I(NaANa).

S LY

REMARQUE . Les morphismes +, A, =, ( )2, Y, a, et BA représentent les fonc-

L/ .
tions addition, anté&cédent, soustraction non-négative, carré, racine carrée,
. { !
1a fonction o : N° + N définie par a(a,b) = ((a+b)2+b)2+a, YaeN, YbeN et la
. N\
C 2 ,
fonction B : N + N définie par B(a) = (a&(/b)z, /hL(/(/h))z), VaeN.

!

EXEMPLE Comme B0 = I(Nz), Ens est une catégorie primitive récursive (8).

N\

REMARQUE Lorsqu'il n'y a aucun”hanger de confusioni nous omettons 1'indice

3




R

O

des morphismes O, et BA.

A

N

PROPRIETES des catégories primitives récursives (B). y
—_— j s

b
1. Tout comme pour les catégories primitives récursives (At+u), toute fonc- 3

3.

tion primitive récursive est représentable dans chaque catégorie primitive

récurs{ye (B).

Dans la vérification de la propriété 2 des catééories primitives récursi-

. ‘ * !
ves (Atu), si nous remplagons 1'indice At+u par B et ajoutons une’ autre

+

condition & la définition'de la relation d'équivalence =g, soit
) N

17. Ba s, I(NAN) . ’

alors, pour toute petite catégorie Aﬂ il existe une catégorie primitive

récursive (B) libre engendrée paf A, notée LB(A)' (L'expression Ba que

|
nous retrouvons 2 gauche de 1'équation 17 n'est pas dans le langage formel

de DB(A). Elle n'est utilisée 1ci que pour faciliter la compréhension et

représente la définition formelle de Ra od nous ne retrouvons ni +, ni'A,

5 O /v,

Voo ' &

En remplagant dans la preuve du théordme 4.49, 1'indice (A+u) par (B),
nous constatons que tout morphisme f : N + Nt, teN*, de LB(¢) représente

une fonction primitive récursive ou un produit de nombres naturels.

4

Par une - preuve analogueva celle du théordme 4.50, la sous~catégorie pleine

SB(¢) de'LB(¢), ot ISB(¢)| = {Ni|15~}, est un squelett; de 13(¢),’

!

Comme &ans la section‘précédenieﬂ nous poud%ﬁs conclure que "Tout &lément
de Ni,ieN, ou ‘tout produit de nombres naturels et toute fonction primitive

récursive sont représentables dans SB(¢);4tout morphisme de SB(¢I est de

% [
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() la forme O(Nn), neN, ou représente une fonction primitive récursive ou un

produit de nombres naturels." SB(¢) possdde donc la propriété désirée.

/ . 3
) /
. Avant de terminer cette section, vérifions une autre propriété que

\ posséde LB(¢>), propri&té qui se révélera trds utile.dans la preuve de certains

isomorphiemes de caté@gories.

THEOREME 4.53 Pour tout neN, il existe un morphisme @ : N+ N dans LB(¢)

qui admet un inverse & droite.

PREUVE

a) Définissons ﬂpar induction a N > Net Bn : N+ N pour n 2 1.

, SI B = I

[} =
n
0., = 0<a p(N,N) ,q(N",N) > ,
BI'H'I = <BnP(N,N),Q(N,N)>B ’\‘
N .
et pourn = 0 , 0.°=G . B°=0(N)

I(N") pour n > 1.

' b) Montrons par induction que Bnan

" 1) Pour n = 1 Blal

I(N)I(N) = I(N). ) " ‘

\

11) Supposons -que Bmam I(Nm), montrons que B . = I(Nm“) N

m+1 mtl A

Bmﬂum'n b <Bmp(N’N)’q(N’NPB“(“mP(Nd.N),q(Nm,N)>~

o
'

<B P (N,H),q(N,N)>I(NAN) <& p(N", N}, q(N",N)> «

- , par définition d'une catégorie primitive récursive (B)

Y

(o

A T B R R A

4!

o
;
't
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O - <B,p(N,N) ,q(N,¥)><a p(N",N) ,q(N",¥) >

\,

<8 @ p(¥",N),q(¥",N)>

<I(Nm)p(Nm,N),q(Nm,N)> par hypothdse

<p(N",N) ,q(8",N) >

1) = TN
B Donc, Bnan = I(Nn), VneN+.

¢) Pour n = 0, B,O, = 0MO = O(T) = I(T) = 1(N°).

4

- n o
D'oll Bnan = I(N), V:laeN,

'

5

4.11  CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES () - -

/

Ici, nous reprenons 1'idée de catégorie primitive récursive (A) mais

&

en généralisant 1'opérateur r A’

DEFINITION 4.54 Une catégorie A est primitive \récursive (C) si
N .

a) elle est cartésiemme

b) elle possde un objet NA, muni d'un morpﬁisme 0y NA + NA et d'un morphisme

Oy : T ﬁA’ oll T est 1'objet terminal de A. o

" ¢) fermée sous un opérateur (rc)~ : A(A,B) x A((MNA)AB,B) -+ A(MNA,B), ’
' A

VA,BelAl od A(A,B) représente 1'ensemble des morphismes de A ayant A pour

[




Y

gt
LA N v
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domaine et B pour codomaine, 1'opérateur ‘possédant les propriétés suivantes:

‘Pour tout morphisme g : A + B et tout morphisme h : (AANA)AB + B de A,

(rC)A(B,h)<I(A),6 OQ)>=g:A+B . o

(1) (B2 AN ,0a(M N> = heT(An, (20 (81)> = Ay B

REMARQUE - ” - g

{ Ky
el
b ”ix‘k%
a) Lorsqu'il n'y a aucun danger de confusion, nous omettrons les indices A des ';,é’

termes et des morphismes de A. ( | g .2

b) L'opérateur Tg défini ci-dessus repré@sente un opérateur récurrence défini
. comme suit:
pour g : A4+ B et h AxNxB + B, 81 £ = rééurrence& (g,h) : AR + B
£(a,0) = g(a) '
h(a,n,f£(a,n)), VaeA, VneN. )

H]

f(a,on)

Nous retrouvons ici le schémg de récurrence utilisé par Freyd [5].

-

EXEMPLE La catégorie des ensembles ‘est une catégorie primitive récursive (C).

THEOREME 4.55 Toute catégorie primitive récursive (C) est vprimitive récur-
- ¢

sive (A). -

PREUVE Soit A, une catégorie primiti.ve réct;rsivg (C). Pour A = N® er: B = h,
i'opérateur T AN, ) x A-((NQAN)'\N.N) + A(N"AN,N), c'est-3a-dire

T, A(N!\I,N) X A(Nn+2,N) > A(NnH,N) ‘poseéde les proprié\tés ‘su:lvantes:

pour des morpliismes g : N" > Net h : N2 4 § ge A, !

1, (8,h)<I(N"),00(N)> = g




=

£ gqmm

1o (8,0)<p(N",N),0q(N",N)> = h<I(N"AN),r(g,h)s P

3

<IN ), (g,0)>

' ' +2 +1
Donc, pour A = N" et B = N, 1'opérateur e : AN, N) x A(N"TE,N) » AN® ,N)

munit A d'une structure de catégorie primitive récursive (A).

COROLLAIRE 4.56 Toute fonction primitive récursive est représentable dans

chaque catégorie primitive récursive {(C).

THEOREME 4.57 Soit A, une catégorie. I1 existe une catégorie primitive ré-

cursive (C) libre engendrée par A, notée LC(A).

4

o

PREUVE  Nous reprenons encore une fois la preuve du théordme 4.11 ol nous

remplagons tous les indices A par C et oli nous remplacons dans 1 d) la condi-~

tion 5 par

a

5. Sig: A+Beth: (AAN)AB + B sont des preuves,

rc(g,h) : AAN + B est aussi une preuve.

[l

\
et dans II c) les conditions 6, 14 et 15 par '

6. Sif c 8et h =, j pour f : A+B et h: (AAN)AB + B, alors

rc(f’h) Ec rc(gbj) -

14, r(8,0)<I(A),00(N)> = ¢

pour g : A+ B et h : (AAN)AB + B ¢ DC(A)" "

15. h<I(AAN), rc(g,h)> Ec rc(g,h)<P(A,N) »0q(A,N)>

pour g : A+ N, h : (AAN)AB + B ¢ DC(A). T

N -
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Consgidérons LC(¢>), la catégorie primitive récursive (C) libre engen-
drée par ¢. Toute fonction primitive récursive est représentable dans LC(¢).
Mais‘que pouvons—noué dire des fonctions représentées par les morphismes

n t + + f
f: N + N, neN", teN", de LCIM)? Premi&rement, tous les morphismes

+ .
n t:, neN+, teN ', représentent-ils des fonctions?

f: N >N

Nous allons démontrer que tous les morphismes £ : T + N de LC(¢)
admettent la forme 0“6, neN. De 13, nous pourrons déduire que tout morphisme

‘morphisme f : N + Nt, neN+, teN+, de LC(¢) représente une fonction. -

DEFINITION 4.58 Dpéfinissons la notion de morphisme calculable f : A - B

3

dans LC(¢) de fagon inductive:

. ; I !
1) 8iA=T,B8=T, f : T~ T est calculable. ~

i1) S1 A=T,B=N, f : T + N est calculable 8'il existe un neN tel que

111) S A= T, B = CAD, £ : T +\CAD est calculable si p(C,D)f : T > C

> A
et q(C,D)f : T - D sont calculables. .

o

tv) Si A= T, f : A~ B est calculable si pour tout morphisme calculable ' J

L}

a: T+ A, fa : T+ B est calculable.

\

i - !

Py

LEMME 4.59 Un morphisme a : T + Nn, neN" est calculable si et seulement s'il

/ ¢
a a a

gle . 1 2 : :
existe un €lément (a\l,...,an)eNt{l tel que a = <...<0 0,0 “6>,...>,0 o>, h
PREUVE ‘par induction sur n. Pour n = 1, le résultat est vérifié par la dé- ¥

!

finition de morphisme calculabléd.
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‘ . - ptl
'Supposons 1'énoncé vrai pour n < p. Soit a : T > P™ Alors a est calculable
oS

() o *‘
p(Np,N)a et q(Np,N)a sont calgglableé. ‘> <
3 y .

s

— ey s w A TR

8

«

I “-81 g a./

; & H(al,...,ap)eNp et ap+1<N tels que p(Np,N)a =<,,.<0 6,...>,0 pO? et
. \

. +1

’ q(¥’;Ma = o P

0 )

‘ - ' a, a, a ap+£
o a = <p(8P,N)a,q0F,Ma> = <..i<c 0,0 8>,...>,0 P8>,0 0>

1] L
.

3}

Donc,®1'énoncé est vérifié pour n = p+l. Par induction, 1'é&honcé est vrai,

n
o 4

! VneN, c'est-3-dire un morphisme a : T -+ Nn, neN, est calculable si et seule-

ment s'il représente un produit de nombres naturels. 0 - v

]

PR i ° ™.
THEOREME 4.60 Les morphismes I(A),0(A),9,0,p(A,B),q(4,B) deNLC(¢) sont cal- "

F . _ culables. ’

]
"

. 1 . L&_ <
. 3 ' .
PREUVE La preuve est identique A celle du théoréme 2.13 pour les morphismes
: . .
concernés. . N e . “

| ' " ¢

/ St THEOREME 4.61  Tout morphisme dé‘LC(¢) est calculable.

L 1 |

PREUVE ﬁér induction sur la longueur des .preuves appartenant 3 un morphisme.

\

‘Nous pouvons associer -une longueur & chaque preuve de‘?c(¢) en reprenant la

‘ C . - définition 4.26 ol nous remplagons l'indice A par C.
. - ! \
I - Le théor2me précédent nous démontre que tout morphisme contenant une °

.

¢

preuve de longueur 1 est calculable,.

- B \

@
N <

115 - Supposops que tous les morfbiLmes contenant une preuve de longueur infé- .

rieure ou &gale 3 m sont calculables. “ o

)

! " o 1o
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. -

. Soit £ : A + B; un morphisme contenant une preuve f:A~+Bde longueur

() " \

mtl. La preuve f : A > B est.de 1'une des formes suivantes:

\\f 'VE i) hg ot E :A>Eeth:E->B sont des preuves de DC(¢),

i1i) <g,h> oii B = EAD, E :A-+Eeth : A‘> D sont des preuves de DC(¢),

i1i) rC(E,ﬁ) oli A = EAN, E : E+B et E : (EAN)AB + B sont des preuves \

de DC(¢)',

Pour les cas i) et 11), voir les sections appropriées des preuves des

1

théorémes 2.16 et 2,14. o .

5

<

Pour le cas 1ii) od f = rc(g,ﬁ), m+l = A(f) = A(g) + Xh) + 1. Donc,

A(E) <met ACh) < m car la longueur de toute preuve est plus grande ou
. |
égale 3 1. Par hypoth@se, les morphismes g = [E]d : E+B et

h = [ﬁ]c : (EAN)AB + B sont ca%culables. Montrons qﬁ‘a}ors
. -

‘ £
- ,

il

Q?]c = [rC(E,G)JC : EAN + B est calculable, c'est-d-dire montrons

que fa : T + B est calculable pour tout morphisme calculable a : T =+ EAN.
\\ v

AN
N

| .
Un morphisme a : T + EAN es% calculable si et seulement si

p(E,N)a : T - ﬁ et q(E,N)a : T+ N sont calculables. Et

U,
f . q(E,N)a : T + N est calculable si et seulement s'il est de la forme o°0.
. ‘1 “ \
l % Prouvons par indyction sur n que pour tout morphisme calculable e : T + E
‘" ’ .
g et pour tout neN, f<e,o"0> est calculable.

)

| a) Pour n = 0, f<e,0'0> = f<e,0> = ry(g,h)<e,0> = ro(8,h)<I(E),00(N) >e
&

é = ge et ge est calculable car g et e sont calculables ‘par hypothése.

Donc, f<e,b°6> est calculable.

b) Supposons que pour n < j, f<e,on9> est calculgble.
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f<e,0978> = r (g,h) <e,00%0> = £ (g,h) <p(E,N),0q(E,N)><e,0’0>

= h<I(EAN), rc(g,h)><e,oj6> = h<i(EAn),f><e,oJe> = h<«e,oje>,f<e,cje>f
g Jas ¢ 3 )

Par hypothdse, f<e,0”0> est calcplable; ainsi <<e,00>,f<e,0"0-> est

calculable. Et comme h est calculable, h<<e,0j6>,f<e,oJ6>> 1'est

- . +1 ”
aussi. Par conséquent, f<e,0% 0> est calculable.

!

Par induction, f<e,0n8> est calculable, Vngﬁ et ceci pour tout morphisme

N

calculable e : T+ E. Doné f = rc(g,h) est calculable.

Alnsi, si £ : A + B est un morphisme de Lc(¢) contenant une preuve de

longueur m + 1, f est calculable.
P i
|
Et nous pouvons conclure par induction que tout morphisme de Lc(¢) est calcu-

lable.

o

COROLLAIRE 4.62 Toh@\?orphisme £: N > Nt, ;eN+, de LC(¢) représente une

fonction ou un produit de nombres naturels'. /
/ |
PREUVE Sin = 0, tout morphisme f : T » Nt, tcN*, étant calculable, repré-

sente un produit de nombres naturels par le lemme 4.59.

a a a
1 2
Si n # 0, pour tout (al,...,an) eN®, £<...<0 0,0 8>, 500 19> est calcula-
8, an ' .
ble car f et <...<0" '6,,.,>,0 0> gont calculables. Donc 1l existe un élément

. \ '
¢ a | a b, b2 bt
(b:"“’bt) eN™ tel.que f<...<0 '0,...>,0 "8> = <...<0 0,0 0>,...>,0 0>,

Si je définis g : N 5 NE par g(al,...,an) = (blf':"b;)’ j'obtiens
. P ‘
a a . L g(b ""b) N . g(b -o.b)
f<...<0 leb'-->:° %> = <., <o B! Tt 8,...>,0 E,em 1 Tt 0>

f

Don¢, f représente la fonction g.

A >
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Que pouvons-nous dire des fonctions représentées par les morphismes de

LC(¢)? Sont-elles primitives récursives, récursives, ... Avant de répondre
‘ v | ]

3 cette question, nous allons jeter un coup d'oeil 3 la structure suivante.

4.12 *cg{féconze‘s PRIMITIVES RECURSIVES (D)

{

La structure de catégorie primitive récursive (D) est @ la structure

de catégorie primitive, récursive (C) ce qu'est la structure de catégorie pri-

/
mitive récursive (B) & la structure de catdgorie primitive récursive (A).

2 y 2
Remarquons que les morphismes ¢ : N ~ Net B : N + N, introduits en 4.52,

sont définissables dans toute catégorie primitive récursive (C).

DEFINITION 4.63 Une catégorie A est dite primitive récursive (D) si

a) elle est primitive récursive (C},

b) pour tout morphisme h : (AANA)AB + B et tout morphisme f : AAN, + B de A,

si f<p(A,NA),Gq(A,NA)>§=h<I(AANA)ff>, alors f = rc(f<I(A),90(A)>,h)

c) Ba = I(NAANA) oli B et 0 sont les morphismes introduits pour la définition

\

4.52. - . |
EXEMPLE Ens est une catégorie primitive récursive (D). Y x¥f
3 ‘_}‘
PROPRIETES des catégories primitives récursives (D). A

-
- "

1 1. Toute catégorie primitive récyrsive (D) est primitivé récursive (B), la

/

\
-y

'

e 5

¢ PRSI

; R
. X

.
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condition d'unicité dans (B) &tant un cas particulier de la condition

d'unicité dans (D). \\,{f

2. Toute fonction primitive récursive est représentable dans chaque catégorie

primitive récursive (D). ]

3. S1i nous reprenons la preuﬁe du théoréme 4.57 ol nous changeons 1'indice
C par D et oii nous ajoutons & la définition de la relation d'équivalence

% les conditions

1

16. Pour toute preuvé f : AAN > B et toute preuve h : (AAN)AB + B,

1]

sl f<p(A,N),0q(A,N)> = h<I(AAN) ,£>, alors rD(f<IkA),60(A)>,h) % f.

17. Bo % I(NAN)

AN -

alors pour toute petite catégorie A, il existe une catégorie primitive

récursive (D) libre engendrée par A, notée LD(A).

4. En se rappelant le corollaire 4.62 et en reprenant la preu;;\ﬁu théoréme o
4.49 ot nous oublions le qualificatif "primitive récursive" des foActiona,
nous obtenons que tout motphisme f : N > Nt, teN+, de\LD(¢) représente

une fonction ou up produit de nombres naturels.
v, /

THEOREME 4.64 La sous—catégorie pleine S5(9) de Li(9), ot EROIE (vt [1eN)
‘est un squelette de LC(¢). De méme, la sous-catégorie pleine SD(¢) de LD(¢)3 :
ol ]SD(¢)| = {NilieN} est un squelette de LD(¢)./ u

g l

PREUVE Pour SC(¢), nous reprenons la preuve du théor&me 4.50 ol nous rempla-

N

gons 1'indice Atu par C, 1'égalité D,(9) = ’DA;.u(cp) par D,(¢) < D.(9).

\

B o -5 Yo
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Pour SD(¢), nous reprenons le raisonnement ci-dessus en remplagant

1'indice C par D. ;

o
THEOREME 4.65 LB(¢) est une catégorie primitive récursive (D).

PREUVE Nous devons montter que pour tout morphisme g : E » F et tout morphis-

me h : (EAN)AF ~ F de Ll;(d)), 11 existe un morphisme £ : EAN - F tel que

ot

£<I(E),B80(E)> = g

,f<p(E,N),0q(E,N)> = h<I(EAN),f> o

Fng

Notons Y(E) : E » N T(E) /l'i.somorphisme de LB(¢) dont 1l'existence est
agssurée par la propriété 4 des catégories primitives récursives (B) et ce
pour chaque-objet E de L.B(¢), et rappelons 1'existence des morphismes

o, * N + N de LB(¢§ qui admettent comme inverse,/a droite les morphismes

Bn : N+ N (théoréme 4.53).

!
/ !

Considérons § = o1 (r) Y(®)gy(®) ™" N(E) ) :

+ N et

B = oy v®Reey® par N).q(N“‘E’ N>>p(§°“‘E) N,
/

olI(E)

Y(F)~lﬁn(F)q(Ncn(E) ,N)> : N AN »+ N.

Alors rA(E,ﬁ') 2 NOH(E) + N de LB(cb) nolfs donne un morphisme ‘
N

-1 - 1
£ = YO By T, GRVEPEN,AE,N)> ¢ EAN> F,

Montrons que f posside les deux-propi‘iétés désirées. '
N

£<I(E),00(E)> . l ’ N

o

= YO By gy T, (BoR) <Y(EDD(E,N), (B, N)><I(E) ,60(E) >
|




C

-

'177.

Y(B) ™ By py T4 (B0 <Y () ,60(E) >

YO oy BB <1 )80 )y B ]

Y(F)—IBH(F)EY(E) par définition de catégorie primitive récursive (B)

= Y(F)—lBH(F)GH(F)Y(F)SY(E)‘IY(E)~ _

i
-

= y(B) 'y()g

=8

f<p(E,N),0q(E,N)>

= Y(F)_ IBH(F)rA(gig)<Y(E)P(EaN) ,Q(E;N) ><P (E 9N) ,UQ(E,N) >

-l ~ o~
= v(F B N) 04 (E,
Y(® BH(F)rAfg )<y (E)p(E,N) o?(E N)> .

= VB By, @D o 01 0,0 (B <y (m)p (2,1 0,10

—

= Y(F) "y bt ) x (B, R)><y(E)p(E,) ,a (E,N)> par déEinition de caté-

gorie primitive récursive (B)
= YO 7 Byt YOR<r@® T 0T 1,0 (N ) yop 1)y

Y "By gy 00T > ) 1 R <y(®1p (2,0 (B, ) >
N .

h<<v<n>“p<n“‘g’,N>,q<n“‘E),n>>.y(F>“§H(F,rA<E.ﬁ>><v<z)p<z.n>.gcz,~)>

i

1]

h<<Y (B Y (E)p (B, ), q (B, 0)> 1 (B) "B oo v, (B, B Y (BDp(E,M) ,q (B,)>>

i

h<I(EAN), f> N
/ .

P

B

AR S

N
BopdoF wedd e

<

2 ::L'ié,;:hy_q,n.;’ —
ST L R
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- Nous avons ainsi démontré que ,.1'opérateur

d : A(E,F) x A((EAN)AF,F) + A(EAN,F)

(g » h ) YO BT, @)Y (EPEN,G(EN)>

~

o1 § = o gy Y(PEY(E®) et i = an(F)Y(F))h«Y(E)_lp(NH('E) ), g N>

oll(E) oll(E)

,N),Y(F)_IBH(F)q(N ,N)> munit LB(¢) d'une structure de catégorie

” \
; primitive récursive (C). En particulier si E = N" et F = N, aH(F) = BH(F)

= Y(E) = Y(F)™} = I(N) et g =g, h = h,

B(g,h) = Ty(g,h) ("W). a0 W) > = x (8,h)

Alors Vé :|A(N2,N) + A(NZ,N), défini 3 1'aide de &, égale VA’ défini 2 1'aide

de rA et par conséquent, les morphismes O

catégorie primitive récursive (D) sont &gaux & O, et BA de la structure de

D et BD’ définis par la stru%ture de

'

A

catégorie primitive ré&cursive (B). Donc BDaD = BAGA = L(NAN).
i N / i

~

I1 nous reste & vérifier que LB(¢) satisfait -la condition d'unicité

d'une catégorie primitive récursive (D).

N
Soient j : EAN > F et h : (EAN)AF + F de LB(¢) telles que

j<p(E,N) ,0q(E,N)> = h<I(EAN),j>. Nous devons vérifier qu'alors

9(§<I(E) ,80(E)>,h)

i
1]

-1 T —
= = Y(F) ‘BH(F)rB(J<I(E).OO(E)>,h)<Y(E)P(E,N),Q(E,N)>, N

NN -1
od §<I(E),B0(E)> =mH(F)Y(F)jd(E),90(E)>Y(E) et

B = oy YERer® o\ 10300810500 1), 1008y gy 007 0>

4’ , l | _

o
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Mais j<y(E)_1p(Nn(E).N).q(Nn(E),N)><P(Nn(E),N),UQ(NH(ES,N)?
- ZI‘Y(E)—IP(NH(E),N).UQ(;‘“(E),NP J
= <p(E,N),09(E,N) ><y(E)~ Lol E), N),q(NH(E) N)>
- h<1(EAN),j><y(g)“p(nn(3),N),q(NH(E),N)>
- h<<y(E)-1p(Nn(E),N),q(NH(E),N)>,j<Y(E) L ® g E) ) >>
- heey(®p0® N),q(Nn(E),N),>,Y(F)'lﬂn(F)an(F)Y(E)j<Y(£:)-lp;tf“(g),N).
q(NHGE),N)>> ' ‘ / ’
- h<<Y(E;-lP(NH(E),N),qKNn(E),N)>p(NUH(E),N),Y(F)‘IBH(F)q(NUH(E),N)>
) o v @ v o ® 0 0 05>
- v(F)“BMDEqm"“(E)),an;F,v<F$j<y(z)‘lp<n’““,N) A& x>
Donc, aH(F)Y(F)j<Y(E)-1p(NH(E),N),q(NH(E),N)><p(NH(E),N),Gq(Nn(é),N)>
= R0, op v ® " B 1o >

Alors, par la propriété d'unicité d'une catégorie primitive récursive
3

rA(“n(F)Y(F)j<Y(E)-1P(NH<E),N)xQ(SH(E).N)><I(NH(E)),GO(NH(E))>,§) \

NTTCE) N(E)

= apepy YOIV E PO N, @8> )

Bt O‘I[(F)Y(F)J“Y(E)-lp(NH(E) N),q(NH(E) N)><1(N"(h) so1(B)y,
= oy Y(BIv® ™00 >
= uﬂ(F)Y(F).;‘I’(E) ,80(E) >Y(E) -1 . l

/_'\/
= J<I(E),B0(E)>.

(B)
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/\-—/ ~ ._‘
D'od x,({<1(E),80()>,%> = ar o Iy ® p ¢ 1, a (P >
A (F)
-1 T — o~ -
Et y(F) BH(F)rA(Jq(E).BO(E)>,h)<Y(E)p(E,N)'.q(E.N)> =3
car <y(8) ' p (W E Ny, g B n)> <y (B)p(E ) ,q(B,N)> = I(EAN)

Nous avons ainsi démontré “1'unicité sur LB(d)). Par conséquent, LB(¢) est une

‘catégorle primitive récursive (D).

COROLLAIRE 4.66 LB(¢) est isomorphe 3 LD(¢).

i
-

PREUVE  Comme LB(q;) est la catégorle primitive récursive (B) libre engendrée
par la catégorie vide ¢ et comme LD(¢) est primitive récursive (B), il existe

u{n unique foncteur primitif récursif (B) EB p° LB(¢) > LD(¢). De méme, !
b

v

comme LB(¢) est primitive récursive (D), 1l existe un unique foncteur primitif
i .

récursif (D) ED,B : LD(¢) > LB(CP)- ' ) / L “ i

Considérons £ ; 5, o LB(§§ > L@ et By o Ep o L) L),

Comme tout foncteur primitif récursif (D) est primitif récursif (B), éD B
»

est primitif récursif (B) et E est l'unique foncteur primitif récur-

D,B “B,D

¢

sif (B) dont le domaine et le codomaine est LB£¢) , cet unique foncteur étant

en 1'occurence I(LB(CP)) .

3 A i

Donc, & ?

D,B_"B,D B,D “D,B° °B,D
foncteur primitif récursif (B). Serait-il primitif récursif (D)? Il s'agit

= I(LB(¢)). Qu'eti est-il de E est un
de vérifier si EB,D(¢(8’h)) = rD(EB,D(g) ’EB,D(h)) pour tous les mc?rphismes
g : E+Fet h: (EAN)AF + F de Lg($)-

Comme f = $(g,h), nous avons vu que $(g,h)<I(E),00(E)> = g.et

¢(g,h) <p(E,N) ,0q(E,N)> = ‘h;I(E’\N) ,9(8,h)>.
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Donc EB’D(¢(g,h))<P(E,t‘f) ;Uq(E’N)> = EB,D(h)<I(E,E9 ’EB,D(¢(g’h))>'

Par 1'unicité dans LD(¢), EB D(¢(8,h)) = rD(EB D(¢(8,h))<I(E),OO(E)>:EB’D(h))~

Ep,p(8) '

Mais Z (0(g,h))<I(E),00(E)> =

-

Donc :B,D(Q(g,h)) =z rD(:B’D(g),:B,D(h)) et :B,D est primitif récursif (D).

D'ol =, B est primitif récursif (D) et est par conséquent égal 2 I(LD(¢)).
B,D°D,B t

Done 2 48y p = L(Ly(9) 43y 5% 5 = L(Ly(®) et alors Ly(9) = L (9)

(= indique un isomorphisme éé'qatégories).

REMARQUE Dans la preuve précédente, nous notons certains morphismes tels (

k]

p(E,N),Y(E),..., de la méme fagon qu'ils soient éléments dé LB(¢) ou de LD(¢),

et nous utilisons les propriétés du foncteur EB p sans toujours les explici-
. 1]

ter.

Cal !

!
4

COROLLAIRE 4.67 Tout morphisme.f : N° -+ Nt, teN+, deﬂLD(¢) représente une

fonction primitive récursive ou un produit de nombres naturels.
i . \

I8

»

PREUVE Soit £ : N° + Nt, t£N+, de LD(¢). ED B(f) : N® » Nt inLB(¢) repré-

sente une fonction primitive récursive g : NT -+ Nt. Alors

®

a a ’ a

.

1
f<...<0 0,0 26>,...>,0 0>
al ‘az ) an : N

= :B,D((:D’Bf~)<...<o 0,0 "6>,...>,0 ©0>) car :‘D,BO = g

m, .g(a ,...,a) 7. gla ,...,a ) T o.g(a 500058 )
I t,1° 71 n t, 2" n t,to 1! n
= :B’D(<...<o ’ 8,0 ,...>,0 ? 6‘>

T, ,8(a_,...,a) m_ .g(a ,...,a) w, .g(a ,...;a)
1

= <,..<0 t 1 nB,o t,27 0 n6>,.'..>,cr L, Rl N

Doné, f représente g, une fonction primitive récursive.
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COROLLAIRE 4.68 Toute fonction primitive récursive et tout élément de

Ni,ieN, sont représentables dans SD(¢); tout morphisme de SD(¢) est de lg#
forme O(Ni),ieN,'ou représente une fonction primitive récursive ou un produit

de nombres naturels.

1

’

Nous voici en mesure de répondre & la question laissfe en suspens 2 la
A +

fin de la section précédente, ™

THEQREME 4.69  Tout morphisme f : N Nt, neN+, teN+, de LC(¢) représeqté

une fonction primitive récursive. h

PREUVE = Soit f : N" = Nt, neN',teN", un morphisme de LC(¢), soit @ : N* + Nt
I Y

une preuve de Dc(¢) telle que [a]c = f et soit g, la fonction représentée par
f (corollaire 4.61). Considérons [al;. Nous avons vu dans la preuve du

théoréme 4.49 que, sl la relation d'équivalence % satisfait les conditions

de =cs alors [a]D représente la méme fonction que [@]_, donc 1la fonction g.

C’

Or, le corollaire 4.67 nous dit que g est primitive récursive. Par conséquent,
A .

f représente une fonction primitive récursive. /

1

f

) :
_COROLLAIRE 4.70 To%}e fonction primitive récursive et tout &lément de,Ni,ieN, :

aont\représentables dans Sc(¢); tout morphisme de Sc(¢) est de la forme

O(Ni), ieN, ou représente une fonction primitive récursive ou un produit de

-

nombres naturels.

a

COROLLAIRE 4.71 51 g : N* + N" et h : N""'"" » N® sont deux fonctions prinmi-

- “

tives récursives, alors la fonction f : Nn+1 + Nt définie par

f(al,:..,‘n,O) = g(al,...,an) et

R

LT e g L

“'."‘"htg.’%x"a s

PR g

i
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} . {
n+1

f(al,..‘,an,m+l) = h(al,...,an,m,f(al,...,an,m)), y (al,...,an,m) e N''°,
est primitive récursive. i J
A v

En résumé, les foncteurs suivants existent:

Ly@) > Ly, (9) > Ly(9) = Ly(4)

\,
N

L) » L (@) > L (9)

\

Comme tous ces foncteurs envoient 1'objet naturel N et 1'objet terminal T du
+

domaine sur 1'objet naturel N et 1'objet terminal T du codomaine, nous obte-

N
nons les foncteurs suilvarnts:

S () > S,, (®) > S (#)
+ ¥
LSl ————— S (@)

et toutes ces catégories possédent les propriétés suivantes: "Tous les élé-
t

°

\ i a ) ” - -
ments de N ,1eN, et toutes les fonctions primitives récursives y sont repré-

gsentables. Tous les morphismes de ces catépories sont de la forme O(Ni),ieN,
l
ou y représentent des &léments de Ni,ieN, ou des fonctions primitives récur-

(24

sives." . \

5\
N [

3 .

4.13  CATEGORIES mn«%mvss RECURSIVES (E, F ou G)

1

Jusqu'ici, nous avons gardé le schéma de récurrence classique ou nous

A
A

1l'avons généralisé. Est-il possible de le simplifier? \ \

' Rézsg'Péter [21] démontre que 1'on peut remplacer le schéma de

I .

N




\2. elle posséde un objet NA, muni d'un morphisme OA

184.

L]
récurrence dans la définition de la classe des fonctions primitiveg récursives
( 1 \
par un des schémas suivants: . ‘
o 3 B )
E) N— N N=— N tel que y(a,0) = a(a)
‘Y e f
N*— N ;
y(a,ntl) = B(a,n,y(a,n)) -
-, o 2 B, ~
F) N— N N“— N tel que y(a,0) = afa)
Y
NZ-+ N :
[ e o . y(a,n+l) = B(n,y(a,n)) r—)
B > ’
G) N3 N tel que v(a,0) =a
=Y .
NN y(a,n+l) = B(n,y(a,n)) °

N

Nous allons utiliser ces schémas pour construire de nouvelles structu-

— o

res qui, elles aussi, posséderont les deux propri&tés qui nous intéressent.
Les techniques de Péter ont~inspiré quelques-unes des idées_utilisées dans

les résultats qui suivent. . - e
\\\

& 2

3 o
i

o

DEFINITION 4.72 Une catégorie A est dite primitive récursive (E, F ou G) si

- ~

1. elle est cartésienne,

s
o °

"

- ' —
H NA\& NA et q un mor

phisme GA T > Ny ol T est 1l'objet terminal de A,

Y B

3E. elle est fermée sous un opérateur (rE) : A(N,N) x A(Na,N) +JA(N2,N)
f - A
.possédant les propriétés suivantes:
rin

Pour tout morphisme g : N+ Net tout morphisme h : N3 + N de A,
(rg) (8,0)  <1(0) ,80(N) > = g et

(rp) Tg,h)  <p(N,N),0a(N,N)> = h<I(N*),(rp) (g,h)>
A \ A

- £
€




()

o ‘ 185.

3F. elle est fermée sous un opérateur (rF)A : A(N,N) x A(Nz,N) -+ A(NZ,N)

possédant les propriétés suivantes:

. -

2
Pour tout morphisme g : N + N et tout morphisme h : N° + N de A,

(rp) (g,h) <'I(yN),@O(NP =g et
A .

) (8.1) <p(LN),0aM,N)> = heqN, M), (rp) (g,h)>
A ~ "

'
4 -

3G. elle est fermée sous un opérateur (rG)A : A(NZ,N) > A(NZ,N)‘%

‘pdssédant les propriétés suivantes:
. .

Pour tout morphisme h : N o N,

(rG) (h) <I(N),00(N)> = I(N) et
A

(ry) (h) <p(N,N),0q(N,N)> = h<q(N,N),(r) (h)>
A ;e A

EXEMPLE Ens est une catégorle primitive récursive (X) ol X ¢ {E,F,G}.

.

N

THEOREME 4.73 Toute catégorie primitive récursive (A, E ou F) est une caté-

gorie primiti&e récursive (E, F ou G). 0

N

°

PREUVE A = E) Soit A, une catégorie primitive récursive (A). L'opérateur
(rA)A : A(N,N) x A(Na,N) -+ A(NZ,N) posséde les propriétés requises par la con-

dition 3E. de la définition 4,72, Domc A est primitive ;écursive (E).

E= F) m§oit A, une catégorie Brimitivé récursive (E). L'opérateur
(r) (=, — AV, Mp(V*, M), q(8",W)>) : :
A(N,N) x A(NZ,N) - A(NZ,N) _ |
(g, h ) > r(sh<q(N,Npl",N),qN2,N)>)

posséde les propriétés de la cdnditfon 3F.
3




’<rF>A<1<N>,h><'1<N> ,80(N)> = L(N)

"8l ’ i e

186,

En effet, ‘ )

?

1) rp(g,h<q(N,N)p¥°,N),q(N*,N)>)<I(N) ,60(N)> = g

> o o

1) rp(g,h<a(N,Np(,8),q (¥, 1)) <p(N, N) ,0q (N,1)> ‘ &

= heq(N,N)p(N,N),q(N*,M)><I(N%), T (g,h<a(N,M)p(N*,N),q(N",1)>) >
oy R ’ ~ :
. = h<q(N,N), rE(g’h<q(N:N)p(N2sN) ,Q(NZaN)>)>
‘) , .

' <
Donc A est une catdgorie primitive récursive (F).

/
F = G) Soit A, une catégorie primitive récursive (F). L'opérateur
() (T, )+ ANEN) > AG )
Th o (rp) (I(W,h)
A

posséde les deux propriétés de la condition 3G.

(rp) (10, 1) <p(N,1),04(N,10)> = heq(¥,N) , () (L), > SN
Donc A est éné\catégorie primitive récursiye (6). =

4

?

Si nous nous souvenons de la définition des morphismes a, et BA dans
!

une catdégorie-primitive récursive (A) A, mous constatons que chaque opérateur

. 2 . s
ayant pour domaine et codomaine A(N ,N) peut engendrer des morphismes o et B.

*
+
«

DEFINITION 4.74 Une catégorie A est dite primitive récursive (E+u, F+u ou G+u)

°

1. elle est primitive récursive (E, F ou G),
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g —
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! - [y N »
3

? /
' /ﬁE. BEO‘E = I(NAN) ol ap 'Nz + N et BE : N + N? sont engendrés par

vy AN » AN /

h o £ (L(N)  heq(N,N)p(N? M), q (N N)>)

2 )
+ NN+ Net§h

F \
2 2 oot . '
Vo : AN ,N) + A(N",N) ‘

F .
® . ,

h +rF(I(N),h"}>. .
‘ e, ’ ' V4

2G. BGaG = I(NAN) ol o N* + N et B(; : N+ N* sonot‘: engendrés par

[l

9
S

L

2F, BFO‘F = I(NAN) ot @ : N + N? sont engen&rﬁs,yai‘

Vet AT - AN Y L
: ~
h -+ r,(h)

3E. Pour tout morphisme h : N’ » N et tout morphisme £ : N2 > N de A, st

£<p(N,N) ,0q(N,N)> = h<I(N%),f>, alors f = (rE)A(f<I(N),'90(N)>,h).

3F, Pour tout morphisme h : N? » N et tout morphisme f : N2 3 N de A, 8i
X )

f<p(N,N) ,0q9(N,N)> = h<q(N,N),f>, alors £ = (r.F) (£<I(N),B0(N)>,h).
A

-

3G. . Pour tout momphisme h : N 4N et tout morphisme f : N? 4 N de A, si
f<p(N,N) ,0q(N,N)> = h<q(N,N),f> et £<I(N),60(N)> = I(N), alors
f = (rG) A(h)n ¢ t
REMARQUE Dane chacun des cas E, F et G, les morphismes & et B représentent
les mémes fonctions que les morphismes o, et BA' Donc Ens est une caté&gorie

A
primitive récursive (X) od X ¢ {E+u,F+u,G+u}.

3}

THEOREME 4.75 Toute catégorie primitive récursive (B, E+u ou F+u) est primi--

tive récursive (E+u, F+u ou G+u).




» | 188,

| - PREUVE B = E+u) Soit A, une catégorie primitive récursive (B).

N
a) Par le théordme 4.73, A est une catégorie primitive récursive (E)

b) Dans ce cas, Vy(h) = T (L(N),h<q(N,M)p(N’ ,X),q(N",N)>)

i

= 1, (1) ,h<q(N,0) p(N°,N) ,q(N*,N) >)

-
Ll

v,(h), Vh : N’ TN e A.

: Donc &, = &, , BE = BA et BEO.E = I(NAN)

/

¢) La condition d'unicité 3E. de la définition 4.74 aest un cas particulier de
la condition d'unicité définissant une catégorie primitive récursive (B).

Donc. A est une catégorie primitive récursive (E+u).

- - /

E4u = Ftu) Soit A, une catégorie primitive;ﬁtsive (B+u) .
a) Par 4.73, A est primitive récursivé (F).

o

T (1), heq (N, M p(8* ,N) ,a(¥*,N)>)

N2+ N e A.

Mooy T = r (1,
=y, vh

Donc, Op = Op BF = BE et BF“F = T(NAN)

L4

¢) Il nt;us reste a vérifier la condition 3F. ;?e la définition 4.74.

5\ Solent £ : N> * N et h : N + N, deux morphismes de A tels que
f<p(N,N),0q(N,N)> = h<q(N,ﬁ),f>. Est-ce~que f = rE(f<I(N) ,B0(N)>, '
h<q(N,N)p(N2 ,N),q(Nz,N)>)? Cet_te dernidre équation est vérifiée par 3E.
si f<p(N,N) ,oq(N,N?> = h<q(N,N)p(l?:z JN) ,q(N? ,N)><I(N2),f>. Mais ceci est
vrai car heq(N,M)p(N2,N),q(N%,N)><I(), £> = he<q(N,N),E>.

Donc, Atest primitive récursive (E+u) .
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1 )

F+u = G+u) Soit A, une catégorie primitive récursive (F+u).

’

a) Par 4.73, A est primitive récursive (6). . .

4

. _ TN
. b) VG(h) = rG(h) = rF(I(N),h) = VF(h), Yh:N N € A.

L]

Donc, aG = aF. . BG = BF et BGaG = T(NAN)

c) Soient h : N>+ Net £ : N2 + N telg qde f<p(N,N) ,0q(N,N)> = h<q(N,§2Jf>

et £<I(N),60(N)> = I(N). Alors, par 3F., f =’rF(f<I(N),60(N)>,h).

Comme f<I(N),00(N)> = I(N), f = ré(I(N),h) = rg€h). La cogdition 3G. est

ainsi satisfaite. '

N

Donc, A est primitive récursive (Gtu).

En reprenant‘la technique utilisée dans la section 4.2 du présent cha-

pitre, pour démontrer que "toute fonction primitive “récursive est représenta-

ble dans chaque cat&gorie primitive récursive (A)" et en cholsissant le schéma

/
de récurrence approprié dans .la définition de 1l'ensemble des fonctions primi-

tives récursives, nous obtenons:

&

THEOREME 4.76 Soit A, une catégorie primitive récursive (E, F, G ou H).

¢

Toute fonction primitive récursive est réprésentable dans A.

COROLLAIRE 4.77 Soit A, une catégorie primitive récursive (E+u,F+u,Gtu ou

H+u). Toute fonction”primi%ive récursive est représentable dans A.

En modifiant de fagon appropriée la définition de la relation d'équiva-
lence = qui permet de dé&finir L(A) dans la preuve du théordme 4.11, techniﬁua
que nous avons illustrée dans les sections 4.9, 4.10, 4.11 et 4.12, nous re-

trouvons les, structures libres.
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THEOREME 4.78 Soit A, une petite catégorie, Il existe une catégorie primi-

’ <
tive récursive (X) libre engendrée par A, motée LX(A) pour.

X ¢ {E,F,G,H,E+u,F+u,G+u,H+u}. \

COROLLAIRE 4.79 Les foncteurs suivants existent:

AN

) Le(®) » [ L(®) » k(¢) + L9
{ . .Y Vol ¥
Lo > Lp (O L, (4 > Li(#)

Comme nous 1'avons démontré dans le cas de LA(¢) (référence, section

4.,5), nous avons:

~

/ LEMME 4.80 La sous-catégorie pleine Sxt¢) de LX(¢) dont les objets sont les
puissances de N est un squelette de Ly($), X e{E,F,G,H,E+u,F+u,G+u,HTu}.
/ ~ T / ”

COROLLAIRE 4.81 Les foncteurs sulvants existent:

w
1 ; L
- X

Sg@ + S > S0+ S, "
+ + + 4
Sqia® > Sp (®) > Sp, (9) » Sp©)

(

Tout comme pour LB(¢), 1l'existence de 1'égalité Ba = I(NAN) entralne que

LEMME 4.82 Pour tout neN, il exiqte un moxphisme (ax)n s N® > N dans Lx(¢)

: N+ N%, X e (E+u,F+u,Gtul.

qui admet un inverse 2@ droite (Bx);

i

-

Nous allons maintenant démontrer que LE+u(¢) ¥ Lﬁ(¢) et LF+u(¢) @ LE+u(¢)'
| v
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THEOREME 4 .83 LE+G(¢) est primitive récursive (B).
7 ~ .
PREUVE Dans cette preuve, les morphismes o et § sont ) et BE' ‘ \
I - Montrons que LE+u(¢) est primitive récursive (A). * %
1/
n n42 ' : : x
Solent g : N +Neth : N ~ +Nde LE(¢).v Montrons que si B
7 4 i
p 3 -
k = h<<f/p(N,M)p(N?,N),q(N,N)p(N*,N)>,q(N*,N)> : N® + N et B
/1 1 : 3 ,',
f = r (g8 ,k)<a p(",N) > : K s ‘ ' B
+ ‘4 . . i

f satisfait les Yeux &quations suivantes: 8
. . \ v~ ﬁ:gi*
; ’ .
E<I(NY),80(NY)> = g / ¥
’ ‘ | g
£<p(N",N),0q(N", ) > = n<1 (™), £> ‘ -

'

8) £<I(N"),80(N")>= (88 ,k)<a p(N",N),q(N" M) ><L(N™), B (N®) >

= (88, k)<a,,00(N")>

,4.
-
1

]

= rE(an,k)<I(N),90(N)>dn

. . R 8B o

nn

1
(2]

C B E<pLN) 090 N)>= 188 k) <a p( ), (K1) ><p(N" W), 0q (8, )>

/ Sh
a g ' ’ -
’ = (g8, ,k)<a p(N,0),0q(N",N)> 'z
i . , ’ . ' | \
| = 15(gg,,k)<p(N,N) ,oq(N,N)><anp(N".N) ,q(N",N) >
)

| k<I(N%), 1, (8B_,k)><a p(N",K) ,q(N",N) >

k<<qnp(Nn,‘N) ,q(Nn-,N)'> » £>

1

.
' }" t
' 1
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T <B_p(N,N),a(N,N)><a p(N",N) ,q(N",W)>

<a_p(¥", ), g(N" ,¥) ><B_p(N,N) ,q(N,N)>

192,

= heeg P(N,N)R(N* ) La(N, ) p(N%, M) >; q(N%,N) >

' <<a pOT,N) 9N, N) >, £

n'

heg_a pOF,N) ,g(°,)>, £> .t

h<<p(NP,N),q(Nn,N)>,f>

‘ heI (N™Y),£>

Ainsi, 1'op&rateur ¥ qui ‘associe .aux morphismes g : N 4+ N et

h : N*"? . N, le morphisme f : N+

+ N el qud défini plus haut
poasé&e les deux propriétés requises pﬁhr que LE(¢) solt primitive

récursive (A).

A

IT - Montrons que LE+u(¢) est pri;itive récursive (A+u)

/
Soient h : Nn+2 +Net ]: Nn+1 + N, deux morphismes de LE+u(¢) tels
1
que j<p(Nn,N),0q(Nn,N)>‘= h<I(Nn+ ),J>. Montrons qu'alors

3

1t

W(j<I(Nn) 80(N") > ,H)

r (J<I(Nn) 60(N")>8_,h<<B p(n N)p (N’ ,N) (N, N)p (N2, K)>, q(N ", N)>)

{
¢

<a p(, 1) ,q (N >, '

i

" Comme J<I(N),60(N)>B_ = 3<B p(N,N),q(N,N)><L(N),B0(N)>,

+1
I(Nn.¢ ) et

I(Nz), i1 suffit de prouver que

3<B_p(¥, N),Q(N N)> = rp(J<B P(N N),q(N, N)><I(N) oo(N)>,
he<B P(N N)P(N »N) ,q(N, N)P(N N)>.Q(N »N)>.

Mais 3 cause de.l'unicité sur LE+u(¢), ceci revient a vérifier que
j“BnP(NiN) ’q(N)N)><P(N:N) ,0q(N,N)> =

he<B_p(H, 1) p(N° N) a8, 1) p(N* X)>, a0, W) ><L (W), 1<B B(N,N) , 4 (N, 0 >>.

o
e

P
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Alors, - §<B_p(N,N),q(N,N)><p(N,N) ,0q(N,N)> Nz

3<p(N" ,N) ,0q(N" ,N) ><B_p(N,N),q(N,N)>

h<I(NnJr 1) ,j><Bnp(N ,N)q(N,N)> par hypoth2se

he<B_p(N,N)5a(N,N)>,3<B p(N,N),q(N,N)>>

1

he<B p(N,M)pQN*, N, a0, ) p(N ", M) 5, a(N° M) ><I(N*) , 3<B_p(N,N) ,q (B, N)>> -

Done, LE+ (¢) est primitive récursive (A+i1) .
u

Considérons ¥ : Ly (&) (N,N-x Ly (&) (8,8) » L (¢ (' N). Dans

. ce cas,n=‘l, ocn=a1:_-1(N) et Bn=Bl=I(N)./

L I
T, (8,h<<p(N,)p( ", N) ,q(N, M) p(N *, M) 3, q(N *, N)>)

L]

Alors ¥(g,h)

<2(N,N) ,q(N,¥)>
2 2 ,
= rE(_SJKP(N )N) tQ(N ’N)>) - i
B - }
P "3
~ = rE(&)h) ) Vg ; N g N; Vh : "N hd ,Er E. LE\""U(?) . .

Considéroqa' VA : LE W(¢) (NZ,N) -+ LE+u(¢) (Nz,N) induit par la structure

5

de catégorie primitive récursive (A).

(L) ,heq(N, M) p (N2, N) , (N2, ))

v é(h)

rg(I(N) , heq (M MR (N 1) ,q (¥ ,)>)

H

Ve h : N +Ne Ly, (®).
+ Done, o, = Op BA = sE et BAaA= I(NAN)

Alors, L~E+u(¢) est primitive récursive (B).




et e e g T

L}
amn
-

CUS S

COROLLAIRE 4.84  L'unique foncteur récursif (B+u) Sp,. Ly, @) * Ly

est primitif récursif (B). .

- ¢

4 »
v

* PREUVE Il faut démontrer que pour tout morphisme g : N+ N et tout mor phism¢

hoo W SN de L, ), Bgy, g(HEW) = 5y 5(0) Eera g ™)

Nous ayvons vu que w(gih) <p(Nn9N) ’Uq(Nn_:N)> = h<I(Nn+l) "y(gih‘)>
) n+l -
)y By p(H(E)>

- * n n .
Alors :E+u’B(‘l’(8,h))<P(N ’N') ,OQ(N ,N)> - _E'HI,B(h)(I(

©

Par 1'unicité sur LB(d)), \

\ B
Ep v, HBM) = 5y o (¥(g) <IQV),800)>, B ().

Comme ¥(g,h)<I(N"),00(N")> = g, alors EEm'B(\i‘(g.h))d(Nn),GO(Nn)>'='= ()

“E+u,B
et‘/EEN,B(‘l’(g,h)) = rp(Ep .y, 5 (8) sEg 4y 3B -

COROLLAIRE 4.85 LE+u(¢) est isomorphe 2 LB(¢) efr. sE+u(¢) est isomorphe a

S5(9). *

¢

THEOREME 4.86 LFﬂ"l(q)) est primitive récursive (E+u).

3

PREUVE -

I - Montrons qué LF_;u(di) est une catégorie primitive réc:ursive (E). Soient’
\g 1t N> Neth: N3 + N, deux morphismes de LF+u(¢) et considérons
B = oy ep (0B A01N) Re<p (8, D801 (10>, 90, By 0, 1)>> : >N
‘at §4= aF<I(N),g> : N+ N. .
| \

-a) Examinons le ‘morphnisme p(N,N) BFrF(E*,E) : N2> N

L]

IS

p(N, M) Be (8, 5) <o (N, ), 09 (8,10 > 5

= p(N,M)Bh<q(N, ), rp(@,H)>




¢

b)

.Mais le morphisme p(N,N) satisfait les équations

| D'ol p(N,N) = T (I(N),q(N,N)) = p(N,N)B,r (&,h)

N, W8 (8, B) <5 (N, N) .o, M) > - |

PO, M) B <p (N, M) BLq(N,8), he<p(N,N) Ba(N,N),p(N,¥) >,

Q(N,N) BLa(N,N) >><q(N, W) , 1 (5, ) >

1

PN, N)Ba(N,N) <q(N,N) ,x (g, h) > | Ty

= p(N,M)Bpr(2,h) " .
4

= q(N,N) <q(N,N) , p(N, M) BT, (3, B) > | ~

-

et p(N,N)B,r;(g,h) <1(M),80(N) >

= PN, N)B,8 "
¥

= p(N,N)BFaF<I~(N),g> . 4
\

= T(N) _.
: . | [
Donc, par 1'unicité sur LF+u(¢)' : g

RN

PONN)Br(8,0) ‘= r (T(N),q(N, M)

/ . o~
p(N,N)<p(N,N) ,0q(N,N)> = p(N,N) £ q(N,N)<q(N,N),p(N,N)>

p(OV,N)<I(N),00(8)> = T(N). ;,

Examinons le morphisme q(N,N)BFrF(E,g) : N° + N,

- s

= q(N,N)Bfi<a(N,N), r (3,h)>

= Q(N, M) B <p(N,N) Ba (N,N) ,he<p(N,N) BLa (N, N) ,pCN,N) >, q (N, N) BLq(N, ) »)
<q(N,N) ,z(g,0) >

\

\ |
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( N ‘ ) \'\= h<<P(N’N) BFQ(N,N) 1P(NaN)>sQ(JN’N) BFQ(NQN) >><Q(N9N)’rr(§lﬁ)>

f '
f . v
5 .
~ N

he<p (N, ) B (2,8 » (0,10 >, 0 (N, M) By (B, B0 £

hesp(¥,N) ,a(N,0) >, G (LN B,z (5, R)> car p(N,WBerp(3,B) = p(N,N)

: © = e (N, NN Bpr p(8,h) > . o | -

}‘ \ t q(N,N)B.r.(g,h) <I{N),00(N)> . “w;
( / et q(N,N) B F(S' ) <1{N),080(N) | - R
| . = a(N,M)B8 = aN;N)BLop<I(N),8> = q(N,N) <I(N)', 8> = 8. ’

A - ’ s
-- o Y ond .1 3 ’ e I \
) Donc, l'opérateur I : LF+u(g>) (N,N) x LF+u(¢) (N",N) ~» LF+U(¢) (N°,N) {
‘/ ( ‘\ 8 » h ) -+ q(N’N)BFrF(Eo’E)

o B = ogep(N, M) Ba (N, ) ,he<p (N, M) Ba(N,N) ,p N, N) >, a (N, M) Bq (W, ) >> et

E = aF<I(N),g> munit LF+U(¢) d'une structure de catégorie primitive ré-

i

. cursive (E). l ’
i
II - Montrons que LF+u(¢) satisfait la condition d'unicité d'une cat@gorie
primitive récyrsive (E+u). -

| Soient £ : N> * Neth : N - N, des morphismes de LF(¢) tels que

£<p(N,N),0q(N,N)> = h<I(N’),£>, montrons qu'alors £ = L(E<L(N);BO(N)>,h)
"

Comme m

aF<I (N) ] f<I(N) ,90(“) >> ' a,

oL <p(N,N) ,£><I(N) ,60(N°) >

» . . .\

. montrons que f = ‘I_(NoN)BFrF(O»F<P(N,N_),f><I(N),90(N)>,g)

O, ag<p(N,N),E><p(N,N) ,0q(N,N)> . /

©

= ay<p (N, 1), E<p(N,N) ,09(N, ) >

= op<p(N,N) ,h<I(N*) , £5;




= %‘P(N;N) ,h.<<p(N,N),q(N,N)>,f>\> o ' ’ ... i 1

= aFﬂ<p(N,N) B <P (N,N) , £>,h<<p(N,N) BFQF<p(N;N),,f>,q(N,N')>,

{ &
\ -

= G, Ba (N, ), h<<p(N, M) Bpa (8,1, pCN,N) >, (N, M) B (B, M) >

QM) O<p(N, M), £> L. \

! =.§<Q(N’N) saF‘P(NsN),f>> i °

<2

Donc, par 1l'unicité dans Ll\“+u(¢)’

. U<p(N,N), £ = T (0 <p(N, ), E><I(N),00(N)>,h)>
PO, £> = Bry(op<p(Y,N),£><1(N),60(8)>,)
£ s QNN By (G <p(N,N), <IN 0K |

\
. ‘ ) ,
DIII - Considé&rons V,E : LFN(N .(Nz ,N) =+ 'LF+u(¢) (N°,N) 'induit par la structu- °

re de catégorie primitive récursive (E) et démontrons que VE = VF'

.4

VE(h) satisfailt les deux Equations suilvantes: o

VE\(h)<p(N,N) ,oq(N,N)> = h<q(N,N).,VE(h)>
VE(h) <I(N),80(N)> = I(N).

, o
A

a) VE(h)(<p(N9N):UQ(N,N)> T , :

= Z(I(N).h<q(N.N)p(N2.N).q(N2.N)>)<p(N,N).Oq(N.N)f -

~
o

= heg(N, 1) pON%,N) , V%, ) ><L (%)  ECLN) , heq () p (N ), a8 ) )

= heq, W) p( 1), g, M) >IN0 T (0> ‘

.
!
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h: N =+ L o 2 = g )
) N de .F+u(¢)’ F+u,E+u(z(g’h)) TE+u “F+u,E‘+u(g)’“F+u',E+u(h))'

o

"I(N) ) ] .

\ / ‘Par unicité sur LF_I_u(q)}, VE(h) rF(VE(h)<I(N),60(N)>,h>

w | N 198. }
= h<q(N,N), VE(h)> 5 g

’ . -~ ’* i

b) Vg(h)<I(N),60(N)> . - |
S ’ -
) N . N l

= I(I(N) ,E<q(N,N)p(N*,N), q(N”,N) >) <I(N) ,80(N) > ! |

/ | .

: |

i

1

|

l

£ (1(N),hy -

Y

|

. , ;

. Vp(h), ¥h : N > N e L?+u(¢): !
|

v -

Donc, Op = a.F, BE = BF et BEO'E = I(NAN)

Nous avons ainsi montré que LF+U(°¢) est primitive récursive (E+u).

- =~

N - M [

COROLLAIRE 4.87 L'unique foncteur primitif récursif (Fiu)

Spau,Etu LF+t’1(¢) > LE+u(¢‘) est primitif recursif\():ﬂx).n

PREUVE Il faut démontrer que pour tout morphisme g : N+ N et

*

hid ! ©

Nous avons vu que Egg,h)<i)(N,N) ,Iq(N,N)> = h<I(N2),£(g,h)> ' ' -
" ) =8 2y =
Alors Ep, o (E(8,0)<p(N,N),0a(N,N)> = Ep, o (<IN, Bp,, g, (B (8,1
- + . ¥
Par 1'unicité eur;’LE wu® - .
1 )
g = g ' Ny, o {
"F+u.E+u(z(g’h)) B rE+u(“F+u.E+u(?(g’h))<I(Nn) 90N )>"‘F+u.E+u‘(h))'

Commevz(g,h)iI(Nn),GO(Nn)> ='g, alors EF+u’E+ug%(g,h))<1(N“);90(§“)> =

::/. = ) = . i -
HF"“*.E‘*“(g) et —F+u,E+“(Z(g,h)) r"l§+u("'l?'+u,l!i»u(g) ?“F+u.E+u(h) ). .

)
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COROLLAIRE 4.88 LF+u(¢) = LE+u(¢) , SF+U(¢) x SE+U(¢).
”0
o~ o ' '
Comme SB(¢) SE+u(¢) SF+u(¢), nous pouvons conclure & l'aide d'un
raisonnement analogue 3 celui du corollaire 4.67, que tout morphisme
t + -
£f :N" >N , teN', de SE+u(¢) ou de sF+ut¢) représente une fonction primit&ve

récursive ou un produit de nombres naturels. Nous obtiendrons la méme pro-

3

priété pour les morphismes de SG+u en démontrant dﬁe,tOut morphisme de SG’ et

par conséquent de $G+u’ est calculable 3 1l'aide des idées des item 4.58 2 4.61

et en montrant que tout morphisme f : N* -+ Nt, teN+, neN+,.de SG+u(¢) repré-
' \

N\

sente la méme fonction que le morphisme =G+u,F+u(f) de SF+u(¢)' Pour ce qui

est des morphismes de SE(¢), SF(¢) et SG(¢), une adaptation de la preuve du

théoréme 4.69 nous permet de tirer 1la mé&§ conclusion.
W

%,

4.14  CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES (H, K, L ou M)

Dans cette dernidre sgction, nous verrons encore troig schémﬁs engen-
drant des catégories dont tous les morphismes f : N" + Nt,,te~+, représentent
des fonctions pr{mitivea récursives ou des produits de nombres naturels.

Mais pour que toute fonction primitive récursive y soit représentée, nous de-
vrons y ajouter un certain nombre de morphismes initiaux. Nous.constaterons

aussi comment le concept de catédgorie pré-récursive découle naturellement des .

concepts &tudiés ici et nous verroms que le théordme 2.4 pourrait s'inscrire

comme corollaire des résuletdts de ce chapitre.

»

Péﬁgr [21¥d démontré que la classe,des fonctions primitives récursives

peut se définir domme &tant la plus petite classe de fonctions contenant les
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5

(-)’ fonctions "successeur, constante zéro, projectﬂg;s, addition, aqtééédent,
- soustraction non-négative, carré et racine carréa", fermée sous le '"produit
par N", la composition et 1l'itérationm, c'est-a-dire, pour toute fonction

f : N> N de cet ensemble, la fonction g : N + N définie par g(0) = 0 et

-

g(n+l) = f(gn)), neN+, appartient aussi A cet ensemble.

EFINITION 4.89 Une catégorie A est dite primitive récursive (H, K ou L) si-
1. elle est cartésienne,

N 2, elle posséde un objet NA’ muni d'un morphisme Oy ¢ NA -+ NA et d'un morphis—

me 6, : T+ N, ot T est 1'objet terminal de A, ;

\

3. elle possdde cing morphismes ayant les propriétés suivantes:

+ NA2 + NA tel que +<I(NA)’90(NA)> = I(NA)’ +<p(NA;NK),0q(NA,NA)$ = g+
A : NA > HA tel que A6 = 0, Ao = I(NA)
) - NAZ > NA tel que l<I(NA),60(NA)> = I(NA), :<p(NA,NA),aq(NA,NA)> = A*

, 2 27 . 2

()% 2N+ N, tel que ()70 =8, ( )70 = grer<( )7, IN,)>,I(N,) >
\ .
Y : Ny + Ny tel que V0 = 8, Vo = +</,%<080(N),+<=<g, ( )20/>,i<( )20/,o>>>>
4H. elle est fermée sous un opérateur (r,) : A(T,N ) x A(N,,N,) » A(NA,N )
By A A'TA A
‘possédant les propriétés suivantes:
!

Pour tout morphisme b : T + NA et tout morphisme f : NA -+ NA de A,

(rp) (b,£)0 = b et (r,) (b,£50 = £((r,) (b,f))
By Hg R

4K. elle est fermée sous un opérateur (r,) : A(N,,N,) > A(N,,N,) possédant
K4 A*TA ATA

les propriétés suivantes:

AN
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. ‘ # Pour tout morphisme f : NA + NA de A,
(r,) (£)6 =0 et (x,) (£)0 = £((r)) (£))
Ky KA K74

4

4L. elle est fermée sous un opérateur (rL)A : A(T,A) x A(A,A) » A(NA,A),

i VAc |Al, possédant les propriétés suivantes:

; Pour tout morphisme b : T > A et tout morphisme £ : A + A de A,

N
<
(rp) (b,£)8 = b et (r;) (b,f)0 = £((x;) (b,f))
A A A
*
: THEOREME 4.90 Toute catégorie pr:Lmit:ive/récyrsWe/(ﬁ:w H, L ou C) est primi-

tive récursive (H, KM/ .

PREUVE G = H) Soit A, une catégorie jprimitive récurgive (G).
~

a) Les morphismes suivants poss2dent les propriétés requises par la condition

. 3 de 1la définition de catégorie primitive récursive (H)

+ = 15(0q(N,N)), A = r (p(N,N))<BO(N),I(N)>, * = r (Aq(N,N)),

()? = r . (o+<+<q(N,N),p(N,N)>,p(N,N)>) <60(N) ,I(N)>,

-

Y = r;(+<q(N,N),2<0B0(N) , +<=<0, ( )ZOq(N.N)>,=<( )ch(N.N).0>>>>

+) rG(oq(N,ﬁ3)<1(n),60(N)> - I)

rG(Gq(N,N))<p(N,N),Gq(N,N)> = Oq(N,N)<q(N,N),rG(oq(N,N))> = orG(oq(N,N)).,
/ .

A r(p(N,M)<B0(N) ,I(N)>6 = £ (p(N,N))<I(N),80(N)>0 = L(N)6 = B

r;(p(N,N))<B0(N) ,I(N)>0 rG(p(N,ﬁ))<pl(N,N) »0q(N,N)><60(N) ,I(N)> -

N

p(N,N)<q(N,N) ,x ., (p(N,N))><00(N),I(N) >

q(N,N)<BO(N) ,I(N)> = I(N)
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O 2 rg(AQ(N,M))<IN) ,60(0)> = I(N)

[

- rlAaW,N)) <p(N,N) ,0q(N,N)> = Aq(N,N)<q(N,N) ,r (Aq(N,N))>

Ar, (Aq(N,N)) A

()?) Si £ = gt<+<q(N,N),p(N,N)>,p(N,N)>

rG(f)<00(N),I(N)>9 rG(f)<I(N),60(N)>6 = I(N)O = 6

ro(£)<60(N),}(N) >0 ro(£)<p(N,N),0q(N,N)><B0(N),I(N)>

£<q(N,N), x . (£)><B0(N) , I(N)>

£<I(N) ,r, (£)<00(N) ,I(N) >>

ot<t<q(N,N),p(N,N)>,p(N,N) ><I(N) »2g(f) ‘
<B0(N) ,I(N)>>

o+<+<rG(f)‘<80(N) yI(N)>,I(N)>,I(N)>

i

Y) Sigs= +<q(N,N5‘.-’-<060(N),+<=<0,( ) 20q(N,N)>,2<( ) *aq(N,N),,0>>>>

rG(g) <B0(N) ,I1(N)>0

rG(g)<I(N),60(N)>9 = I(N)6 = 0

75(8) <60(N) ,I(N)>0 = r:(g) <p(N,N) ,0q(N,N) ><60(N) ,1(N) >
= g<q(N,N), 1 (8)><60(N), I(N)>

= 8<I(N), 7 (g) <6O(N) , T (W) >

\ = +<q(N,N) ,2<080(N), +<=<0,( ) 2oq(N,N)>,

26( ) %0q(N, ) ,05>>><1(N) , 75 () <0O(N) , L(N) >

= +<xg(8)<B0(N) , T(N) >, 2<000(N) , +<2<0, ( )07 (8)

<60(N),1(N)>>,2<( ) “or () <BO(N) , 1(N) >,0>>>>

b) Vérifions maintenant gue 1'opérateur.
A : A(T,N) x A(N,N) + A(N,N)
(b , £ )~ ro(£4(N,N)) <bO(N) ,I(N)>

poeséde les propriétés de la condition 4H. de la définition 4.89
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ro(£q(N,N)) <bO(N) ,I(N)>6 = r (£q(N,N))<I(N),80(N)>b

= I(N)b = b

!
r(Ea(N,¥)) <bO(N) , 1(N)>0

1

r.(£q(N,N)) <p(N,N) ,0q(N,N) ><bO(N) ,I(N)>
= fq(N,N)<q(N,N) ,x (£q(N ,NY><bO(N) ,L(N)>

= er(fq(N,N)-) <bO(N) ,I(N)>
Donc, A est primitive récursive (H).

{
N \L.ET
H=K et L = H) Comme l'opérateur rH(e,_._) d'une catégorie primitive récur-

sive (f{) posséde les propriétés d'un opérateur s toute catégorie primitive

récursive (H) est primitive récursive (K). De méme, 1'opé&rateur r, d'une ca-

tégorie primitive récursive (L), appliqué au cas A = T, munit cette catégorie
d'une structure de catégorie primitive récursive (H) car cet opérateur possdde

les propriétés d'un opérateur Ty .

“

C »L) Soit A, une catégorie primitive récursive (C). En r#mplagant dans la
. )

preuve de G = H, rG(h) par rC(I(N),h<q(N,N)p(N ,N),q(Nz,N) >), pour les mor-

p}.lismes h : N2 + N utilisés, nous retrouvons cing morphismes qui possddent les

propriétés de la condition 3 d'une catégorie primitive récursive (L) et

1'opérateur X : A(T,A) X% A(A,A) » A(N,A) .

Al

(b oy £ ) > zglb,Ea(TAN,4)<0M) 1) > o

'~ vérifie les deux é&quations suivantes: ™

X(b,£)0 = b et X(b,f)o = £X(b,£f), Vb : T+ A, fl: A+A ¢ A
T

X(b,£)0 = 1,(b,£q(TAN,A))<0(N) ,I(N) > = 1 (b,£q(TAN,A))<I(T),00(T)> = b

X(b,f)o = rc(b »£q(TAN,A) ) <O(N) ,I(N) >0

(b, £q(TAN, ) <D(T,N) ,0q(T,B) ><0(N) , 1 (N) >

£q(TAN,A) <I(TAN) (b, £q(TAN,A)) ><O(N) , I(N)>
oo

-

i $

{
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! . = frc(b_,fq(TAN,A))<0(N),I(N)?
= fX(b,£)
Donc A est une catégorie primitive récursive (L).
/ DEFINITION 4.91  Une cétégorie A est dite primitive récursive (H+u, K+u ou a
Ltu) si | ,
' - / Yr':
1. elle est primitive récursive (H, K ou L), ' 2
~ ‘ .
2. sia= +<() <) (N>, p(N,N)>
2
B = <i<I(N), () "V>,2</,( ) H>> =
E ,J:)‘
alors fa = I(NAN), )
3H. Pour tout morphisme f\ : N+ N et tout morphisme g : N = N de A,
8l go = fg, alors g = (rH)A(ge,f)
3K. Pour tout morphisme f : N + N et tout morphisme, g : N + N de A,
] si gb = 8 et go = £g, alors g = (rK)A(f)
3L. Pour tout morphisme f : A + A et tout morphisme g : N + A de A, .
y si go = fg, alors g = (rL)A(gO,f)
/

A THEOREME 4.92 Toute catégorie primitive récursive (G+u, H+u, L+u ou D) est

-

primitive récursive (H+u, K+u, H+u ou L+u)(/

' PREUVE Etant, donné le théordme 4.90 et le fait que la condition d'unicité
P 3K, est un cas particuli’er de la (;ohdition 3H., qui est elle-méme uff cas par-
:ﬂ ' ticulier de 3L., nous avons les ‘trois premiers résultats, c'est-a-dire

G+u = H+u, Htu = K+u, L+u = H+u.

’
’
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*

Pour compléter D = Ltu, 1l nous reste A vérifier que toute catégorie
primitive récursive (D) A satisfait la:condition d'unicité 3L. Soient des-

morphismes £ : A > A et g : N> A de A tels que g0 = fg, montrons qu'alors

g = X(g0,f) ol X est 1'opérateur munissant A d'une structure de catégorie gri-—

¢

mitive récursive (L), défini dans la preuve du théordme’ 4.90.

~..
e,

Si go =fg, alors gq(T,N)<p(T,N),0q(T,N)> = goq(T,N) = fgq(T;N)

= fq(TAN,A) <I(TAN),gq(T,N)>.

11}

Par 1'unicité de rD,gq(T,N)‘ rD(gq(T,N) <I(T) ,00(T)>,£q(TAN,A) >
4

r(80,£q(TAN,A))

et‘g‘ = gq(T,N)<0(N) ,I(N)> r,(g6,£q(TAN,A)) <O(N) ,L(N) >

= X(g8,f) ‘_

.
v

Dans les ré&sultats suivants, nous n'expliciterons pas les preuves,

3

celles-ci faisant appél aux techniques maintes fois utilisées pour des résul-

‘tats analogues dans d'autres catégories. , ’
L ‘ ‘ ) S
Le théoréme suivant découle de la caractérisation dg la classe des
fonctions primitives récursives ‘donnée au début de cette section.

»

THEOREME 4.93 Soit A, une catégbrie primitive récursive (H,K,L,H+u,K+u.ou

Ltu) . Toute fonction primitive ré&cursive est représentable dang,VA.
- '
THEOREME 4.94 Soit %une petite catégorie. Il existe une catégorie primitive

récursive (X) libre engendrée par A, notée LX(A) pour X ¢ {H,K,L,H+u,K+u,L+u}.
o




-
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(‘} REMARQUE  Pour ce thébréme. en plus d'adapter la définition de relation d'é&- \
- "quivalence au sché&ma de récurrence concerné, nous devons ajouter cing agdomes ‘
au systdme déductif D(A) soit: + : AN+ N , A:N+N , = :NAN-+N ,

(> :N+N et ¥ : N+ N, et nous devons ajouter .comme conditions 3 la rela-

‘ 4 .
tion &'&quivalence les dix &quations (condition 3, définition 4,.89) caractéri-

sant les propriétée des cing nouveaux axiomei

N

| "

«

COROLLAIRE 4.95 Les foncteurs quivants existent.

L@ > @) L) O N
. + + + + + +
- L O N S ORER AN L@+ L, > L(®)

\
LEMME 4.96 La sous-catégorie plgine Sx(d)) de Lx(¢) dont lgs objets sont lea

puissarices de N est un squelette de Lx(4>) , X ¢ {#,K,L,H+u,K+u ou L+u}.

s,

THEOREME 4.97 Tout morphisme de Lx(tb) est calculable,

X ¢ {H,K,L,H+u,K+u ou Ltul}.

[

THEOREME 4.98 Tout morphisme f : N° + Nt, teN+, de Lx(tb) représente une

fonction primitivesrécursive ou un produit de nombres naturels,

X € {H,K,L,H+u,K+u ou Liu}.

\ !

N

R

Démontrons maintenant que LH+U(¢) L (4.

L+u !
i

LEMME 4.99 Pour tout neh{, 1l existe un morphisme @ N" + N dans L;[(tb) qui

admet un inverse & droite Bn :N > Nn, X € {H+u,K+u,L+ul}.




207,

THEOREME 4.100 Lﬂ+u(¢) est primitive récursive (L+u).

Y
“

PREUVE Sodent les morphismes b : T ~A et £ :A »Ade L (9).
1(E)

/\
Notons Y(E) : E + N , 1'isomorphisme découlant du thé&oré&me 4.96,*'
L , r
Ee[LHN(d))I. Considérons O'H(A)Y(A)b ¢ T » N et “]l(A)Y(A)[Y(A) BII(A) : N N

S1i nous notons g le morppiame rH*u(aﬂ(A)Y(A)b‘,a"(A)Y(A)fy(A)-lB“(A)),

'g vérifie les &quations suivantes: o

80 = 0y YWb et g0 = o  YWEY(A) B (8.

'

Soit h, le morphisme Y(A)-IB“(A)g : N » A,

ho

-1 _ -1 _
YCA) By py88 = Y(A) By 0n YA = b C

’ ‘ ha Y’(A)-IB.H-(A)SG‘= Y(A)—an(A)aﬁ(A)Y(A)fY(A\)\«_IB‘n‘(A)g .

1= YT By =

IS

v

'
N

Donc, 1'opérateur ﬂ : Lmu(q» (T,A) x Lﬂm((b) (A,A) ~ LH+{1(¢) (N,A) défini par
A0,6) = Y™ B )Ty (o gay YRR YOV EYO) T8 ) mumde Ly ()

d'une structure de catégorie primitive récursive (L).
\

I1 nous reste @ vérifier la condition d'unicité 3L.: Soient
k:N+Aetf : A+A, deux morphismes de Lum(q:)ctels que ko = fk.

Alors, a“(A)y(A)kc = qﬂ(A)Y(A)fy(A)‘IBH(A)%(A)y(A)k. Et par unicité de :ﬂ.ﬁu’ .
Oy YRR = Ty (o YOAYKD, oy YCREY(A) "By )
» I‘= -1 -1
'k Y(A) B“(A)rnm(G“(A)Y(A)ke.aﬂ(A)Y(A)fY(A) B"(A))
= Q(K0,8) | - ‘

/i

Donc, LH m(q;) est primitive récursive (L+u),




/

"f:A+Adel

Ia
A\

-

COROLLAIRE- 4,101 L'unique foncteur primitif récursif (H+u)

:H+u,L+u : LH+u(¢) + LL+u(¢) est primitif récursif (L+u)-‘ .

v

PREUVE Il faut démontrer que pour tout morphisme b : T » A et téut morphisme

@), ‘

H+u

EH+u,L+\'1(n(b’f)) - rL+u(EH+u,Lru(b) ’EH+u,L+u(f))
£2(b,£). ' Alors - . 0
§

Nous avons vu que Q(b,f)o

o

(£)E @(b,£)).

@,£))o “Htu,Ltu

“Htu,Ltu ~ “Htu,L+u

Et par E:onséquent, par l'unicité de rL+u ! ’ , R

EIl-ru,'l.d»\um(b’f)) = Ttu EH+u,L+-u(Q(b.’f))9’5111-u(,1.r+11(f))

GICRINC I DICHINC)

= lIL+u(:"l‘i+u,L-m(b) ’Eﬂ+u,1rru(f))

[

COROLLAIRE 4.102 Ly (¢) =L,  ($) et 'smu((b) =S ., ®.
|

! @

REMARQUE D;ns cette seconde partie du chapitre, nm;s avons 1nt;0duit la
condition Bo = I(NAN) dans plusieurs structures afin de générer des catégo-
ri@es' isomorphes. Nous pourrions modifier cette condition de la fagon sui-
vante tout en .conse‘rvant les relations déja &tablies entre les catégories:
remplacer le couple de morphismes & : NAN + N et B : N > NAN par tout couple

de morphismes O' : NAN + N let B' : N -+ NAN choisis de fagon & ce que les dif-

férents foncteurs = introduits dans ce chapitre lés préservent, c'est-3-dire




e~

est 3 noter que nous ne pourrions pas nécessairement relier les catégories ou |
1
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~ 2" ~ 2
S(a') = a' et E(B') = B', et tels &ue les fonctions o : N +» Net B : N+ N

~—~ 2
représentées par les morphismes o' et B' vérifient 1'équation fo = I(N). 11 -

’

Ba = I(NAN)haux\catégories ot B'a' = T(NAN). .

3

Etudions une dernilre structure de catégorie primitive récursive qui
nous permettra de relier n@ture}iement les notions de catégorie primik::; ré-
cursive et de catégorie pré-récursive. Si nous exam;nonsila définition d'une
catégorie primitive récursive (H, K ou L), nous constatons que les cilnq mor-

: 4
phismes ;, A, +, ( )2 ep\/ sont 13 afin d'assurer la présence de morphismes
représentant les fonctions addition, antécédent, soustraction non-négative,
carré et racine carrée. Or, daps une cétégorie primitive r%f%ff}ve ),
d'autres morphismes induits par 1l'opérateur r représentent les foncgions

carré et racine cartée. Ainsi, les morphismes

s

<

( ); = q(N.N)rLé<e,e> <o p(N,N) ,ot<+<q(N,N),p(N,N)>,p(N,N)>>) et

o

vy = a(N,N)r (<6,0>,<op(N,N) ,+<q(N,N) , ~<080(N) p(N,N) ,+<<op(N,N) , ( ) g (N, N)>,

2 .
*<( ) 0q(N,N) ,0p(N,N)>>>>>)
représentent respectivement les fonctions carré et racine carrée.  Reprenons
la définition de’catégorie primitive récursive (L), supprimons les références
) .
a2 () etV et appelons cette nouvelle structure "catégorie primitive récursi-
oy

ve (M)". Pour ce qui est d'une "catégorie primitive récursive (Mtu)", nous

[) 2 N = RS
demandons 1'unicité de r, et la condition BMaM = I(NAN) ol BM et uM sont les

morphismes introduits dans la définition 4.91 oli nous remplagons ( )2 et / par
( )i et /L. Comme pour les autres structures, ndus retrouvons des catégories

LM(¢) et LM+U(¢), munieg des deux propriétés qui nous intéressent. En

u
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comﬁarant les structures de catégqriesfﬁrimitivea récursives (L, M, L+u et

o

Mtu) , nous obtenons les foncteurs suivants:
v ‘ ‘ (- : P‘
Malgré 1l'existence des deux premiers foncteurs, LM(¢) et LL(¢) ne sont

pas isomorphes. Par contre, dans LL+u(¢)’ 1'unicité de 1'opérateur r; permet

-

d'identifier les morphismes q )2 et v aux morphismes ( )i et JL. Par consé-
. 14

A

quent’,LL+u(¢) et LM+u(¢) sont isomorphes.

.
L l}

Nous pourrﬁons aussi €liminer le morphisme A dans la définition d'une

catégorie récursive (M) car le morphisme A = q(N,N)rL(<9,9>,<0p(N,N),p(N,N)>)
’ , st
représente la fonction anté&cédent. Nous obtiendrions ainsi deux nouvelles dé-

’

finitions, celle de catégorie primitive récursive (N) et celle de catégorie
primitive récursive (N+u). Mais une catégorie primitive récursive (M) n'est

pas primitive récursive (N) et inversement. Par contre, LM+U(¢) est isomorphe

al, (¢).
N+u
he i

. ( ,
I1 nous reste ainsi deux morphismes initiaux autres que 0 et g, solent
+ et +. 51 nous travaillions avec une catégorie ferm@e, nous pourrions élimi-

ner ces\deux morphismes. En effet, toute catégorie cartésienne fermée munie

l -

d'un objet N, de morphismes’ 6 et 0 et fermée sous un operateu;/r est primiti-

!
4

ve récursive (M), caé les morphismes AL
+ = e(N,N)<q(N,§).,rL([q(T,N)]*,[[(}e(N,N)<q(N=N,N),p(NDN,N)>]*

'q(T,NoN) THp(N,N)> et v




. té, structure introduite dans la 1co&c1usion duh chapitre.2, la condition \

LL = e-(N;N)ﬁQ(NrN) .l‘L([q(T,N)]*,[EAI'AP—(N,N)&&(NDN,N) ,p(NDN,§)>]*
' I

t

(T, NN 1NN, N>

possédent les propriétés de A, + et =. Ainsi, toute catégorie pré-récursive A

est primitive récursive (M), 1l'opérateur Y : A(T,A)_k A(A,A).»> A(N,A), défini ®

N . . p 4
par Y(b,f) = e(A,A)<bO(N) ,e(A>A,A>A¥<T£q(N,A) I*,R(A)>> pouf tout morphisme

0
p—

;
b : T+ Aet tout morphismg £ : A + A de A, possédant.les propriétés d'un opé~
rateur . Par conséquent, toute fonction primitive récursivé est représgenta-
ble dans chaque catégorie pré-récursive et le théor&me 2.4 peut s'inscrire

comme corollaire du résultat précédent. . e

Si nous ajoutons & la structure de cetégorie pré-récursive avec unici-
BMU.M = T(NAN) ot BM et O‘M sont les morphismes définis par la a,tructure de
catégorie primitive récursive (M) et si nous notons $u+’ la catégorie libre
possédant cette structure, engen’dréé par la catégorie vide ¢, 75“+ est primiti~
ve récursive (M+u), Les foncteurs suivants existent:

<

i M ’

‘ Ly >3, Sra(® > S@,D

ol S($u+) est la sous-catégorie pleine de $u+ telle que ]S($u+)| = {Ni|ieN}. -

[

o

Toutefois, 1l ne saurait &tre question d'un isomorphisme entre SM+u(¢) et

S($u+") car il.existe un morphisme de S@u*) re‘i‘Srééentant une fonction récursi-

ve mails Ton primitive récursive et aucun morphisme de. SM+u(¢) ne possdde cette

~ N

propriété. | .

N - v,

%

\E_) Nous venons de voir que la notion de catégorie pré-récursive peut dé-

a t \

couler naturellement de 1'étude des caéégories primitives récursives. Par

¥
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\ [y

contre, cette nouvelle structure -est trop riche pour engendrer une solution au '

probléme—souleve dans ce chapitre, qpsqu ici, nous avions modifié peu a peu

4

notre structure de départ, celle de categyrie primitive récursive (A) tout en 3 \

conservant toujours la méme classe de f7ﬁctions représentées par les morphis-

;fﬂ{' . ..'ﬁ-"?;;u: -

mes, soit celle des fonctiohs primitives récursives, Mais remplacer la con-

dition d'existencé de deux morphismes + et -~ par la fermeture de la catégorie

nous conduit Hors de la classe des fonctions primitives récursives. .

1 | - o /
\. .

a Q »

IR AP - N Y

i

LI

Nous pouvons &tablir une autre relation entre les caltégories primitives

¥ogs

3

¥,

. . - -t _
récursives et les catégories pré-récursives : ¢u est primitive récursive (D).

PRy

&y }Pj:.;_‘n; et

En effet, si nous reprenons 1'idée de la section B.iii) de la preuve du théo- /

-

e
AR

réme 2.4 oli nous remplagons le morphisme g : N> N par un morphisme E : A+ B
- +2 ~

et le morphisme h : M N par un morphismg h : (AAN)AB -* B, nous obtenons

un morphisme v : AAN + N et un morphisme T : AAN + B possédant les propriétés

~
ov- ’ ¢

7

sulvantes:

V<L (A) ,00(4) >

8, V<p(A,N),0q(A,N) >

T<I(A),B0(A) >

h<<p(A,N),v>,T>.

4

8, T<p(§,N),Gq(A,N)>

Nous pouvons démontrer que

[V<q(N,A) ,p(N,A)>T*c = [oe(A,N)<q(AoN,A) ,p(ASN,A) > 1*[V<q(N,A) ,p(N,A)>]* et
[V<q(N,A) ,p(N,A)>1*8 = [60(A)q(T,A)1* = [60(TAA)]* = [6p(T,A)I*. |

Par unicité sur $;+,

i
l

[V<q(N,A) ,p(N,A)>1* = y([8p(T,A) 1*,[0e(A,N) <q(A3N,A) ,p(ASN,A) > 1*) .
Mais [p(N,A)]* satisfait les équations '

DWMVG[%mmﬂumMmWWmnwumJeumumma[%um]

¢
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et par unicité sur ¢u+

[p(N,A) 1% = Y([8p(T,A) 1*,[0e(A,N) <q(ASN,A) ,p(AsN,A)>]%) . . :
Donc, [V q(N,A),p(N,A)>1" = EP(N,Aﬁf’ V<q(N,A) ,lp(N, )> = p(N,A) et

q(A,N) = p(N,A)<q(A,N),p(A,N)> = s<q(N,A),p(N,A)>°<q(A, ),p(A,N)> = V. ]

Ainsi T : AAN + B satigfait les équationé

v

T<I(A),00(A)> = g et

-

T<p(A,N),0q(A,N) > = h<<p(A,N),V>,T> = h<<p(A,N),q(A,N)>,T> = h<I(AMN),T>
X,
|

et‘$;+ est primitive récursive (C).

Comme les morphismes u& et BA’ définis par la structure de catégorie

primitive récursive (C) de $;+, sont fespectivement les morphismes QM et BM’

alors BAa = BMaM = I(NAN). Et en utilisant 1l'unicité de $;+, nous pouvons

B e J—
fr v SNSRIV

NEYE- e 3y

& oy,

vérifier éue $;+ est effecéivement primitive r&cursive (D). Ainsi les caté-

gories LD(¢), $;+, SD(¢) et $($;+) sont liées de 1la fagon suivante:

| 3 -

—t -+ 7
L@ > %7, S,(®) 3@ .
. .
Tout comme dans le cas de SM+U(¢), 11 ne saurait €tre qdestion d'isomorphisme

entre S () et S(Eu*). !

}

. l
Au cours de ce chapitre, nous avons définl plusieurs structures de ca- '’

_tégorie primitive récursive et chacune de ces structures nous a fourni une

~

N
catégorie possédant les deux propriétés suivantes:

/

1) Toute fonction primitive récursive et tout produit de nombres naturels

sont représentables dans la catégorie.

ST b K,

< R LI R 7t I O I e Rl - .-
B oy R S - . : - H N e g PR 4 s

)

ks,

T




’ Le diagramme suivant 'nous indique les relations entre toutes ces caté-

214,

2) Tout morphisme de la catégorie est un morphisme ayant pour codomaine
1l'objet terminal de la catégorie ou représente une fonction primitive
| o

récursive ou un produit de nombres naturels.

’

' gories et les liens entre ces catégories et les catégories pré-récursives

_ ., ‘ e
S(9) et S(6_ ). : , '

. S(9)

\

—

. .o

1
i | AN
KO+ @ 0 S0 > S0 OO @7 S0
¥ ' A
¥ + + + t ¥ ¥ +
|
Seral®) ¥ Sy () > S (0 > S, @) = S (@) = S5 = Sp()
: 1

o\ v L 3

/
\

°
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