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RESUME 

,"-, 

\1 

''\. . 

~ouvons-nous fa~actériser la catégorie des fonctions primitives réc~r-
c 

si~es, la catégorie des fonctions récursives? 

Considérons les catégories cartésiennes fermées, fermées sous l'axiome 

de Peano-Lawvere, que nous appellerons pré-récursives et 'précisons ce qu'est 

une fonction représentable dans une 'telle catégorie. Toute fçnction primitive 
1 

récursive est représentable dans une catégorie pré-récursive. Dans~, la ca-

i 
tégorie pré-récursive libre engendrée par la catégorie vide ~, tout morphisme 

T + N représente un nombre naturel et tout morphisme Nn 
-+ tfB, n € N, mEN, 

\ '. 

représente une fonction récursive. De plus, on peut trouver un morphi~e qui 

représente une fonction qui n'est pas primitive récursive et construire une 

"- -fonction récursive non représentable dans $. 

A la suite de ces résultats, nous présentons des structures de cat6go-

rie primitive récursive et de catégorie récursive, chaque structure engen-

drant une catégorie dont la classe des fonctions représentables est respecti­

vement la class~ des fonctions grimitives récursives et celle des fonctions 

récursives. 
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ABSTRACT 

( 

. 

q 

In this the,sr~' poss.ible character1zations of the category of primitive 

recurslve functions and the category of recursive functions are studled. 

Closed cart~.ian categorie ./~d under the Peano-Lawvere axiom, , f ClOSE / 

whlch are call~ pre-recursive, are considered first. 1 Representable functlons 
1 

in such a cat~gory are introduced. Every primitive recursive function la 

representable in a pre-recursive category. In $, the free pre-recursive 

category g9nerated by the empty category ~, every morphism T ~ N repre8e~ts 
". 

a natural number and every morphi~ 1f ~ ~{ nE: iii, m € lit, represents a 

recursive function. Furtherm9re, a morphism representing a function which 
f 

i~ noq primitive recurs1ve 1s found: A recursive fun~tion whlch is not 

representable in $ is constructèd. 

·Following.the above, structures of primitive recursive category and 

structures of'~ecursive category are proposed, eaçh structure generat1ng a . 
1 

/ cat,gory whose class. of representable functions is respective1y the claIS of 

Ji primitive recu~sive functioos and the class of recurslve functlons. 
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INTRODUCT10N 

Dahs son article sur l'incomplétude de certaines théories mathémati-

ques, Godel [6J construit une théorie fo~elle des nombres où les axiOmes 
1 _ 1 

arithmétiques sont ceux de Peano. 1.1 YI introduit une définiÙon précise de la 
. '-

classe des fonctions primitives ~écursives (qu'il appelle fonctions récursi-
... 

ves), cette classe jouant un rale important dans son.théor~me d'fncomplétude. 

Cette classe est fermée sous le schéma de récurrence suivant: 

si ab: Nn ~ N et h : ~n+2 ~ N so~t deux fonctions primitives récursi­

ves, la fonction f : Nn+l ~ N définie par 

.f(al, ••• ,a .0) = g(a .... ,a) 
,n 1 n 

est aussi primitive récursive. 

Cette ~ouvelle fonction est définie ~ l'aide d'une récursion sur la 

'der~i~re variable, l'idée de récursion découlant de la notion d'induction ma-
, 

thématique formulée dans les axiomes de Peano. Or certains systèmes d'équa-

tions appliquant l'idée de récursion ~ plusieurs variables définissent des 

fonctions qui ne sont pas primitives récursives. Ackermann en a donn~ un 

exemple qui fut simplifié par Péter [20]. ~~r une suggestion de Herbrand, 

Godel [7] définit alors la classe des fonctions récursives (qu'il appelle gé-

néraIes, ~écurslves), cette classe étant fermée sous la définition de fonctions 
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2. 

à l'aide des systèmes d'équations récursifs . 
. > 

t 
De leur eSté, ~leene et Church étudient la cla,aae des fonctions 

"À~éUniasables" et croient que cette classe caractérise l.e concept ,intuitif ' 

de la classe des fonctions calculables, u~e fonction calculable étant une . 

fonction pour laquelle il existe 
J 

[l] et Kleene [9) démont~ent que 

un "algorithme de calcul,". En 1936. Chur ch 
. 

la classe des fonctions À-définissab1es est 

identique ~ la classe des fonctio~s récursives.' Church propose alors sa thêse 

que "toutes les fonctions intuitivement calculables s~nt À-définissabl~s ou 

récursives". Vers la même ,période~ Turing propose c.omme "classe de fonctions 
l' 

calculables" la classe des fonctions calculables par les machines de Turing. 

Cette nouvelle classe se révèle identique aux de~ auttes (Turing [26]). Une 

autre formulation é~uiva1ent~ a été fournie plus tard par les algorithmes de 

Markov. La classe des fonctions À-définissables se retrouve ausst en logique 

combinatoire, théorie développée par Schonfink~l, Curry et Rosser, ce 1ernier 

démontrant l'équiva1ence,entre la logique combinatoire et le système de À-con­

version de Church. L~ logique~èombi~toire telle que formulée l l'origine 

permet l' exis'tence de paradoxes et Curry [3J Y remédie en y introduisant les 

Dans les années 60, se développe la théorie des catégories, les pre-'­

miers concèpts étant présentés par 'MacLane [17]. Les mathématiciens s'inté-

ressent alors aux relations entre la logique et les catégories. Ave,c la no-

tion de catégorie cartésienne fermée proposée par Eilenberg & Kel1y'[4J, 

Lambek [15] démontre que la logique propositionnelle positive intuit~oniste 

présentée BOUS forme.de système déductif permet de construire des catégories 
" 

car tésiennes fermées libres. ' De plus, Lambek présen;:e la logique combinatoire 

avec types à l'aide à la notion d'ontologi,e, prouve que J'toute ontologie 
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engendre une 'catégorie cartési-enne fermée" et démontre ,que Iii réciproql\e se 

vérifie. A la suit~ de ce~t~ constatation, Lambek (16J d~ontre la version 
J' 

catégorique du théorème fondamental de la logique combinatoire, c'est-h-dire 
l , 

la complétude fonctionnelie des catégories cartésiennes ~ermées. 

Dans cette ligne d~'p~nsée, est-il possible de remplacer la' notion de 

"À-définissabilité d'une 'fonction" par la notion de "constructibilité d'un 

morphisme" dans une catégorie cartésienne fermée munie d'une structure addi-

tionnelle ou encore dans une catégorie "cartésiel).ne, fermée ou non, mu~ie 

d'une structure additionnelle" libre? Comme la classe des fonctions À-défi-
. . 

nissables est celle des fonctions récursives, on peut reformuler l'interrqga-
, ' 

tion précédente par: ~st-il possible de ~aractériser la catégori~ des fonc-
, 

tions primitives récursives, la caté~orie'des fonctions ~écurs1ves? 

Cette question est ~ l'origine de nos recherches ~ont nous donnons les 

principaux résultats. 

,.' -0, 
GOdel ~ ~tilisé les axiomes de Peano dans sa formulation d'une théorie 

des nombres et son schémà de récurrence permettant la définition de'fo~tions . 
, 

primitives ,récursives est basée shr l'induction m&thématique telle que présen-

tée par,Peano. Lawy~re a regroupé et g~néra1isé les axiomes de Peano dans 

l'axiome de Peano-Lawvere (MacLane [17]). Freyd [5] a utilisé lraxiome de 
" 1 

Peano-Lawvere dans sa définition de topos avec objet de. nomb'res naturels. et a 

démontré que tout topos avec objet de nombres naturels est fermé sous le ~ 

schéma de récurrence de Godel.' 

Dans un premier temps, nous étudions les catégories "pré-t:écursives", 

c'est-il-dire les catégories carthienne.s fermées "fermées sous l'axiome de 
c' , 

_Peano-Lawvere" dont nous oublions l'unict'té. Ces catégories admettent des 
• 

, " 

• 
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1 
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1 
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4. ' 

représentations des fonctions primitives" récursives et toute fonction repré-

sentable dans la catégorie pré-récursive libre enge'ndrée par la patégorie 

vide est récursive. Deux questio~s surgissent à la suite de ces résultats: 

, 
Si nous notons par ~, la catégorie pré-récursive libre engendrée par ~, 

1'. la classe des fonctio~s représentables dans $ contient-ellt!ltric­

tement la classe des fonctions primitives récursives? 

2. la classe des fonctions récursives contient-elle strictement la 

classe des fonctions représentables dans $? 
(;2 

La première réponse est positive car nous démontrons la représentativi-

té dans ~ d'une fonction non primitive récursive, fonction que nous retrouvons 
1 

dans Péter [21J. 

Avant d'~borde~a se40nde question, nous devons nous attarder à l'étu-

de des morphismes de 'f susceptibles de représenter une fonction. Cette étude 
", ~,"""" 

peut se ramener au cas des morphismes de la forme T ~ N, T étant l'objet ter­

minal de ~:, "Tout morphisme T ~ N de ~ est-il de la forme ana ou non, P et e 

étant des morph~smea de $ représentant respectivement la fonction successeur 

, 1f!t le nombre zéro?" Le concept de morphisme calculable permet de démontrer 

que tout morphisme T ~ N de ~ est effectivement de la forme ane", c!est-à-dire 
• '- 0 

.. 

représente un nombre naturel. 

Cette constatation apporte ainsi une réponse affirmative à la deuxi~me 
, \ 

question laissée en suspens car\la méthode de diagonalisation permet alors la 
'-, 

construstion d'u~é fonction récursive non représentable dans 'f. 

" " 
Ce det~ier résultat nous conduit à l'étude 

'J 
telles què la classe des fonctions représentables 

de "catégories récu~sivesll 
1 

dans la catêgorie récursive 

libre engendrée par la catégorie vide égale la classe des forlctions 
1 ~ 
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5. 

récursives. Nous proposons deux structures possédant ces propriétés et mame ~ 

plus car elles présentent une solution au cas des ,fonctions partiellement ré-

c~rsives. 

Reprenons maintenant le problème original de la caractérisation de la 

catégorie des fonctions primitives récursives, l'axiome de Peano-Lawvere nous 

ayant fourni une structure trop riche. Nous étudions alors le cas des caté-

gories car,té~iennes fermées sOus le "schéma de récurren1ce de Godel", appelées 

"catégories" primitives recursivês (A)".' La démonstration de l'égalité de la 
, , 'I 

classe des fonctions représentables dans la catégorie primitive récursive (A) 

libre engendrée par ~ et de la classe des fonctions primitives récursives fait 

appel A l'étude de la forme des morphismes. Szabo [24] et Mann [18] se sont 
1 ~ 

intéressés A ce sujet dans le cas des catégories cartésiennes fermées, mais ce 

sont les travaux de Prawitz [22J,qui ont engendré les idees les plus fructueu-

ses dans ce cas-ci. Par la sui~e, nous construisons d'autres structures de 
1 

catégàrie primitive r~cursive, certaines s'inspirant des réductions du schéma 

de récurrence de Godel, suggérées par Rôzsa Péter [21] et nous comparons les 
é 

; t, 

0,< 
'squelett~s des càtegories primitives récursives libres 

1 

gorie vide, chaque structure étudiée donnant naissance 

engendrées par la caté-

A une telle catégorie. 

Dans une derni~re remarque, nous voyons comment le concept de catégorie pré-
• 1 

récursive peut découler de l'étude des catégories primitives récursives. 

l 'u 
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1 

/ 

Dans ce.premier chapitre, nous verrons quelques définitions et notations 

utiles par la suite. 

1 • 1 fONCTIONS PIÜMIT1VES RtC~IVEs, RÉCURSIVES ET PARTIELLEMENT 'RÉCURSIVES 

~ 

,Dans la littérature, nous retrouvons plusieurs définitions équivalen-
, 

tes de la classe des fonctions primitives récursives. Nous prés~~~~ ,ici 

r 

celle de Mende1son [19]. , 

NOTATION Dans tout le texte, N représente l'ensemble des nombres naturels 

{O.l,2, •• J et Nt, l'ensemble des nombres naturels positifs h,2,3, .. J. 

DEFINITION 1.1 ta classe déS fonctions primitives récursives est la plus 

petite classe de fonctions de Nn dans N, n!N+, satisfaisant aux trois condi-

tians suivantes: 

a) elle contient les fonctions suivantes: 

la fonction constante zéro ~.'IC: N .... N définie par K(n)' = 0, 'Vn.EN, 

la fonctions successeur.6 : N, .... N définie par .6(n) = n+l. VœN, . 

et les fonctions projection 1T i: t.f .... N~ VIDEN+, V iE;[ l,mJ, 1T i étant dé ... 
1 m, , _ m, 

finie par 1T i(a1, ••• ,a) = al' V(a , ... ,a) eNm• m, m 1 m 

b) elle est fermée sous la substitution: 

sl les fonctions g : Nm .... N, hl : ND .... ~, h
2 ... , h 

m 

... -, 
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/ 8. 

appartiennent à la classe. alors la fonction f Nn ~ N, définie,comme 

suit, appartient aussi ~ la classe 

f (a , .•• ,a ) 
l n 

= g(h (a , ... ,a ),h (a , .... a ), ... ;h (a ..... a », 
11 n 21 n ml n 

V (al"" ,an) Eif! 

c) elle est 'fermée sous la récurrence: 

si les fonctions g : Un -+ N,et h : Nn+~ + N appartiennent h la classe. la 

fonction f : Nn+1 
+ N, définie comme suit, appartient aussi à lu classe 

f(a , ...• a ,0) = 
1 n 

g(a , ... ,a ) 
1 n 

f(a , ••• ,8 ,tI(i-l) 
1 n 

= h(a , •••• a ,m,f(a ', ... ,a ,m». V (a , ... ,a .m)' EU
ntl 

l n 1 n 1 n· 

! 

Dans ~e texte qu~ suit, nous sommes intéressés non seulement aux foncr 
, ' 

tians primitives récursives un -+ N mais aussi au produit de fonctions primlti-

ves récursives W"" -+ N2
• ft -+ NS

, '" C'est pourquoi nous utiliserons la 

définition suivante pour les fonctions primitives récursives. de préférence l 
'. 

la définition 1.1. 

DEFINITION 1.2 La classe des fonctions'primitives récursives est ~a plus pe­

tite classe ,de fonctions de ~ dans ~. nEUf, mEN+, 

a) contenant la fonction constante zero. K~: N -+ N, la fonction successeur 

.6 : N -+ N et les fonctions projection 1Tm,i ,: wn + N. 'VmeN, Vü[1,mJ. 

b) fermée sous le "prolluit par N": 

. .n._ . .n N • .n ..... _+1 sl f : N ~ N et g : N -+1 appartiennent l la classe, <f,g> N ~ N 
'\ "', 

appartient aussi'il la classe, où\<f.g> est définie-par 

<f,g>(a1, .... an) = (f(al ... ~,an).g(81' ... ,8n»" V(a1, ... ,an) EN
n

, 

(f(a1 , .. " ,an) ,8(81"" ,an» é~nt un élément de um+1
• 

" 

" 
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9. 

c) fermée sous la oomposition: 

si f : Nn ~ wn et g : ~ ~ NS ap~artiennent à la classe, gof : N
n ~ N

S 

appartient aussi à la crasse, où g~f est définie par 

gof(a1, ••• ,an) = g(f(al, ••• ,an»~ V(a1,···,an) Ewn 

d) fermée sous la racurrence: 
nH n+l N 

s,i g : Nn + N et h : N ~ N appartiennent à la classe, r(g,h) ! N -+ 

~'ppartient à la cl'asse, où reg ,h) est définie par les deux équa'tions 

r(g,h)(a
l

, ... ,a ,0) = 
", n 

g(a
1
,···,a) n· 

r(g,h)(a , ••• ,a ,m+l) = , l, n 
h(a , ••• ,a ,m,r(a,h)(a , ..• ,a ,m», 

1 n 5' 1 n 
ntl 

V(a , ••• ,a ,m) EN • 
1 n 

REMARqUE Si nous comparons les définitions 1.1 et 1.2, nous constatons que 

toute fonction f : Nn -+ N primitive récursive au sens de 1.1, l'est au sens de 

1.2 et toute fonction f : Nn ~~ prim!tive récurs!ve au sena de 1.2 est le 

produi~ de fonctions primitives récursives au sens de 1.1. 

Par la suite, il sera impor,tant <le pouvoir vérifier l'appartenance d'une 

~onction il la c1~sse ~es fonctions primitives récursives. Pour ce faire, il 
f ~ 

faut êtrJ capable, de décrire la fonction à l'aide des règles mentionnées dans 

la définition 1.2. Par contre, ces ~~gles permettent d'introdu~re une(fonc~ 

tion,plus d'une fois. Ainsi, la fonction identité 1(U) : N -+ N est une fonc-
.' 

tion primitive récursive car elle est égale à lT l 1 : N ~ N. Mais elle est 
'. , 

aussi égale il 'If lT N ~ N. ne même, la fonction ~ : N ~ N ,est aussi 
1,1 1,1 

présente sous la forme lT
l 

1.6 : N -+ N dans la classe des fonctions primitives , 
récursives. La d~finition s\1ivand introddt la notion de "description 'de 

fonction primitive récursive" et aspocie il chaque description une fonction 

primitive récursive et une longueur. 

.,} 

. , 
~, 

." 

\ 
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DEFINITION 1.3 '- La classe des descriptions des fonctions primitives récursi-

ves es-t définie de façon inductive. 

o 

i) les expressions suivantes,sont des descriptions: 

K : N -+ N,'~: N -+ N, 11' i: lf1 -+ N, 't/mEN+, 't/idt,m], 
, m, ! 

les d-:scriptions K, ~ et iTm,i' 't/mdt, 't/idl,mJ sont aS80ciéese respe~,Ùve-

ment aux fonctions K, ~ et n i' ( 1 

- ,m, / 

la longueur des desc!iptlons K, ~,n que nous notons À(K), À(h), m,i 
- + À(n i)est l, 't/mEN , 't/idl,m]. 

m, -
,..,t, 

ii) si f : ~ -+ ~ ~t g : ~ -+ N sont des descriptions associées respective-
, 

ment aux fonct~ons primitives récursives f : Nn 
-+ ~ et g : Nn 

-+ N, alors 

<f,g> :/Nn 
-+ lf1+1 est une description associée à la fonction 

Nn ~ • .m+l - 1 -<f ,g> ~ N et À( <f;g» = >.Cf) + À(g) + l 

iii) si f : _N
n 

-+ ~ et: g : tf1 -+ N
S sont des descrip.tions associées respective-

en • .m' • .Dl s 
ment aux fonctions primitives récursives f : N -+ N et g : N -+ N , 

- • .n s alors Sf : N -+ N est une description associée à la fonction 

- • .0 - n+2 iv) si g : N -+ N et h : N -+ N sont des descripti~s associées respective-

n n+2 ment aux fonctions primitives récursives g : N -+ N et h : N -+ N, 
- - n+1 ' alors r(g,h) : N -+ N est une dëscription associée à la fonction récur-

n+1 ' - - - -rence (g,h) : N -+ N et À(r(g,h» = À(g) + À(h) + 1 

v) Ce sont les seules' descriptions de fonctions prim~tives récursives. 

;;e 

REMARQUE Comme nous ,l'avons déjà mentionne p toute fonction primitive récur-

sive peut àdmettre,plus d'une description, mais elle en admet au moins une et 

toute descriptiqn est associ~e à une fonction primitive récursive. De plus, 

, ,. . , 
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.' 
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c) 

,M. 

11. 

il existe un nombre fini de fonctions primit!ves récurstves admettant une 

description d'une longueur donnée. 

Voyons'maintenant la classe des fonctions récUrsives., 

"---...-

DEFINITION 1.4 Si nous ajoutons à la définition 1~2 de la classe des fonc~ 
• (io} 

tions primitives r~cursives la condition suivante: 

e) fermée sous le minimum effectif: 

si g : Nn+l .. N appartient à la ci~sse et si p,?ur tout élément 

(al, ••• ,anY de Nn, il existe un élément b de N t~l que g(a1, ••• ,an,b) = 0, 

, Nn N ~ alors la fonction 11g ~ + ~ppartient à la clQs~, où 11g 

J1g(a , ••• ,a) :::" ~b(g(a , ... ,a ,b)=O), 'd(k , ••• ,a-) E:Nl) 
1 n 1 n 1 n 

est définie par 

nous obtenons la définition de la classe des fonctions r~cursives. 

DEFINITION 1.5 Si nous reprenons la définition 1.3 de la classe des descrip-

tions des fonctions primitives récursives où nous remplaçons l'adjectif "pri-

mitive récursive" par "récursive" et si nous remplaçons v) par 

v) si g ~+l .. N est une de~cription, associée à la fonction récursive 

g : Nt1+1 
+ N et si la fonction J1g : Nn + N est définie,' alors ùi : ~ + N 

est une~escription aS80ciée.à la fonction J1g : Nn 
+ N et À(~g)'~ À(g) + 1 

vi) Ce sont les seules descriptions de fonctions récursives. 

nous obtenons la définition de la classe des descriptions des fonctions rêcur~ 

sives. 

..' 

1 1 
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12. 

Il nou: rest:Jn 

/ tiellement recurs~s. 
\ 

troisième cas à présent~, celui des fonctions par-

DEFINITION 1.6 La classe des fonctions-partiellement récursives est la plus 
~ 

petite classe de fonctions partielles de wn dans ~, neNt
, ~N+, 

If, ~ 'f"r!-

a) contenant la fonc~1:on constante zéro K : N -+- N, la fonction successeur 

.6 : N -+- N'et les fonctions pr~jection 11' i' : ft' -+- N, VmeN, 'rJidl.mJ. m, 

b), fermée sous le "produit par N'~: 

si les {.onctio~s partielles f Nn ... 1f" et g : If'-+- N appartiennent à la 

classe, la~fônction partielle <f,g> : ~ -+- wm+1 appartient à la classe, 

où <f,g> es't définie par <f,g> (81'··0·,an) = (f(sl •••• ,an).g(a1, .. ·.an». 
pour tout élément (a J ••• ,a ) eNn pour lequel f et g sont définis, 

• 1 n 

(f(a , ••• ,a ),g(a , ••• ,a » étant un élément de wm+ 1
• 

1 n 1 n 

c) fermée sous la composition: 

si les fOJ?ctions partielle,s f : If ... ,r et g : wn -+- NS appartiennent à la 

, n s 
classe, la fonctio~ partielle gof : N -+- N appartient à la classe où gol 

est d~finie par gof(a , ••• ,a ) = g(fea , ••• ,a » pour tout élément 
_1 n ,ln 

(a , ••• ,a) 
1 n d~ un pour lequel f est définie et tel que g est définie pour 

l'élément f(a , •••• a ) de~. 
1 n ' 

d) fermée sous la récurrence: . 
si les fonc~ions partielles g n n+2 N ... N et h : N + N appartiennent à la 

, n+l 
classe, la fonction partielle r(g,h) :' N + N appartient à la ~l~~~ù 

-,,; )' 

r(g,h) est définie de la façon suivante: 
, l~:' ,J_ 

r(g,h)(a
1
,··· ,8n ,0) :1 g(a 1 , ••• ,8n) si g est définie pour (al'" .,an) , 

r(g,h)(a
1

, •••• 8n ,m+l) = h(a , ••• ,a ,m,r(g,h)(a , ••• ,a ,m» s1 
1 n 1 n 

/ 
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13. 

cl r(g,h) est définie pour (al"'" ,an,m) et si h est définie pour 

(a'I, ... ,a ,m,r(g,h)(a1, .•• ,a m», V(al, ••• ,a ,m) €.N
nt1

• 
n nt, n 

e) fermée sous le minimum: 
~, 

Nn+l N à !, si la fonction partielle g : + appartient la classe, la fonction 

partielle ~g : Nn 
+ N, définie comme suit, y appartient âussi: 

118(al , ••• ,a) = 11b(g(a1, ••. ,a ,b)=O) s'il existe un élément b de N t~l n n ' 

que g est définie pour (al, ••• ,a 1), Vi!!: b et g(a1, .•• ,an,b) = O. , n, 

REMARQUE 

a) En modifiant lég~rement le cas des fonctions récursives, nous pouvons dé. 
, 1 

finir la classe des descriptions des fonctions partiellement récursr:Vê!J\et 
\ ' -

assoc;ier à chaque description 'une fonction partiellement récursive e,t une 

l~ngueur. 

b) • Comme dans le cas des fonctions primitives récursives, nos définitions de 

fonct~ons récursives et de fonctions 'partiellement récursives s'éloignent 

des définitions classiqueè par l'acceptation de"fonctions (totales ou par-
, 1 • 

tielles) dont l'ensemble d'arrivée est wn, .m€.N+, mais ces fonctions ne . . 
sont que le produit de fonctions récutsives ou partiellement récursives au 

sens .classique • 

1-.2 
.i# ,.. .,. , ,1# 

CATEGORIES CARTESIENNES ET CATEGORIES CARTESIENNES fERMEES 

Comme la définition de la classe des fonctions primitives récursives 

fait,appel au produit cartésien d'ensembles et au produit de fonctions, nous 

Ij 
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14 . 

noué intéresserons aux catégories "fermées sous le produit", c'est-ii-dire 

aux catégories cartésiennes. 

Reprenons ici la définition de catégorie cartésienne prése~tée par 

Lambek [15]. Cette déf,inition n'est pas l' approche cla~sique mais c'est 

celle qui se rapproche le plus du langage des systèmes déductifs que nous 

utiliserons par la suite. 

DEFINITION 1.7 Une catégorie carté.ienne est un 7-tuplet 

(A, T, Il, 0, p, q, < » où 

) A ~ ~ . i es t une categorie, 

11) T € lA l, 

iii) Il :" lAI x lAI -.. lAI est une fonction, 

iv) 0, p et q sOnt des familles de morph~smes {O(A) : A + T / VAE/A/}, 

{p(A,B) : AAB -.. A 1 VA,BE/A/} et {q(A,B) : AAB -.. B 1 VA,BE/~/}, 

v) A est fermée SObs un schéma < > 

< > a : C -.. A. 13: C -.. B 

<a,S> : C ~ AIIB 

tel que les équations sulvantes soient satisfaites: 

vi) f = 0 (A), V f : A -.. T E A, 'ri A € 1 AI' 
& ~ 

'vii) q(A,B)<a,a> = 13 et p(A,B)<a,a> = (l, 'V (l : C + A € lAI, V 13 C + B E lAI. 

'V A,B,"C € lAI, 
, 

viii) <p(A,B)f,q(A,B)f> = f, Vf 
~\ 

-
C + AAB € 1 AI. 'ri A ,B, CEl AI. 

La notion de catégorie cartésienne fermée étant l la base de notre Idéfi-

nition de catégorie pré-récursive, nous en donnons une définition analogue l 

la définition précédente. 

" 



() 
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1 

DEFINITION 1.8 Une catégorie cartésienne fermée est un lO-tupleto 

(A, T, 1\, :>, 0, p, ,q, et < >, *) où 

.f" 

i) (A, T, 1\, 0, p, q, < » est une catégorie cartésienne, 

11) => : lAI x lAI + IA'I est une fonction, 

15. 

iii) e est une famille de morphismes {e(A,B) : A 1\ (A=>B) + B V A,B E: lA!} 
~ 

'" 1 iv) A est ferm~ sous le schéma * défini comme suit: 

h CI\A + B 

h* C + A:>B 

tel que les équations suivantes soient' satisfaites 

v) e(A,B)<q(C,A),h*p(C,A» = h, V h CI\A + B, V A.B.C € lAI 
l " 

vi) (e(A,B)<q(C,A) ,fp(C,A»)* :: ft 'rJ f C -+- A=>B € A, 'rJ A,Bte € lAI. 

J.~ AXIOME DE PEANO-LÂWVERE 

Généralisant la notion d'induction mathématique, l' axiom..e de 1leano-
, \ 

Lawvere interv~endr8 dans nos rec,t:lerches: 

N est un ensemble ayant un élément 0 et muni d f une fonction cr : N + N 

tel que, pour ~out ensemble X ayant un élément désigné a et muni-d'une fonc­

tion f : X -+- X, 11 existe une et une seule fonction g : 'N + X satisfaisant les 

formules 

g(~) = a, g(an}:: f(g(n», 
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CATÉGORIES PRÉ-RÉCURSIVES 
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Dans le cadre de l'étude des liens entre la théorie des catégories et 

les concepts logiques, nous pouvons nous de~a~der sous quelle forme catégori-

que il ~st possiblt;, de retrouver les fonctions p,rimitives r,écursives. ,Peut-. 
" être vaut-il mieux ~on8idérer le 

la classe de ces fonctions admet 

plus genéral des f6nctions récursives, 

plusieurs no~ions équlvalent~s, entre 
, 

autres, la classe des,f~nctions À éfinissables de Kleene et de Church. Poser 

le problème en c~s termes nous fournit un cadre de travail, ce1~i des catégo-
~.., 0 ' 

ries cartésiennes fermées car ~es travaux de L~bek [l5j démont~ent, comme 

nous l'avons déjà souligné, que cette nation câtégoriquè est liée de faç~n 

très étroite à la logique combinatoire, théorie équivalente au ayst~me de 
\ 

À-conversion de Church. , \ 

D'autre part, si nous regardons les travaux de Péter [21] sur la r~duc­

tion de la définition de la 'classe des fonctions primitives récursives r nous 

, '.. Nn -+ N NnH 
-+ 'N . 

constatons que le s~héma de recurrence de Godel (1) '. se 
Nnt1 

.. N 
, , (2) T -+ N N .... N , " reduit au schema A la condition d ajouter comme fonctions 

, l, N .... N 
2 2 initiales" les fonctions addition t : N .... N, multip~ication )( : N -+ N, anté-

fi 

cédent A N ........ N et sQustraction non-négative'" : N2 J N. Or ces quatre' fonc-

tions se définissent à'l'aide d~ schéma de Peano-L~wvere (3) T"" A A .... A 
N-+A 

, 2 2 
Où A prend respectivement les valeurs de NjN, NJN , N et NJN. ' Si A peut 

'., 

prendre la valeur.N, le schéma (2) se révèle un cas particulier du schéma (3). 
~_o _ 

Ain~i, toute catégorie cartésienne fermée "ferJD.ée sous l'axiome de 
"'·""'111 

, ' Peano-Lawvere" se.JIlble contenir toutes les fonctions primitives récursives et, 

par conséquent, sert de point de départ l notre étude. 

. , 
" 

. 
-, 

- ' 
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2.1 CATÉGORIES PRÉ-RÉÇUR$IVÈs 
'.- ') 

DEFINITION 2.1 Une catégOril' A est 

a) 

. 'b) 

;. 
elle est cartésienne fermée, 

elle contient un objet, notons-le N, muni 
'\" . 

" 

.. 

d'un morphisme e rT -1' N~ où T, estf) l'objet termirta~de A. 

d'un morphisme 0 cr ~ N + N, .;;\ (\ 

. , . 

d'une famille de morphism~s { R(A) : N + (A~A)~(A~A)I A e lAI} 

te~s que 
,C' 

~ .. 
i) R(A)6 = [[q(TA(A~A),A)] ] 

:1/ .. 
11) R(A)cr . = [[~(A)J ] R(A) Il r 

où ~(A) ( t(A~A)~(A~A»A(A~A) )AA+ A 

= e(A,A)<e(A"A)<:p(A,BAC) ,~(B,B)q(A,BAC»p(AA(BAC) ,B), 

l' 
q(AA(BAC) ,.B»«q(CAB~A) ,<q(C,B) ,p(C,B»p(CAB,A», 

o 

q(C,B)p(CAB,A» 

où B = A~A et C = B~B 

REMARQUES 

18. 

a) Dans une catégorie pré-récursive, les morphismes "t:écurrence" R(A). per-
o t 

mettent de construire pour tout morphisme a : t + A et pou~ tout m"'rphisme . ., ,. 
, 

g:A+A un morphisme h : N + A 
\ 

tel que le diagramme suivant comm~te 

" -

\ cr 
\ yN, )N 

\ T~!h----=.,g~J 
, . 

'i.' 
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19. 

où h : N ... A 
, , 

= e(A,A)<q(NA(A~A),A),e(A~A,A~A)<q(N,A~A),R(A)p(N,A~A»p(NA(A~A),A» 
* «I(N),[gq(N,A)] >,aO(N» 

b) ~(A)' satisfait l'égalité suivantf!, cette égalité étant écrite avec la 

notation usuelle, . 1 

v ct : T ... (A~A) ~ (A::lA) ,V f : T.'" A~A , VaT ... A € 1 A 1 

c) Dans cette définition, nous n'avons retenu aucune idée d'unicité. 

d) 
2 

Dans une catégorie pré-récursive,/;nouB noterons NAN par N , 

, NnAN par Nn
+!, VnEN+.' Quelquefois, NO remplacera T. 

EXEMPLE Ens est une catégorie pré-récursive. 

-. 
DEFINITION 2.2 Soient A et B"deux catégories pré-récursives. Un foncteur 

f : A ... B est dit pré-récursif si 

a) il préserve la strudture de catégorie cartésienne fermée, 

b) F(NA) ~ NB • F(eA) = eB • f(OA) = oB et f(RA(A» = Ru(f(A» • VA<IAV:, 

(" r 
. 

2.2 RfPR~ENTATIONS VES FONCTIONS PRIMITIVES RÉCURSIVES 

1 

DEFINITION 2.3 Soit A, un. catégorie pré-récursive. Une fonction 

k n • .., k . .0 
f : N, ... N est représentable dans A s'il existe un morphisme f : N ... N 

vérifiant l'équation suivante: 

'" 

" 

,> 
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20. 

1T f (a , •.• , a. ) 1T f (a , ••. , ak) 1T f (a , ... , ak) 
n, l 1 le e n,2 1 e n,n 1 e> = < ••• «0 cr >,~ •• >,o 

Les catégories pré-récursives ont la propriété d'avoir des représenta-

tions de chaque fonction primitive récursive. 

THEOREME 2.4 Soit A, une catégorie pré-récursive. Toute fonction primitive 

récursive est re~résentable dans A. 
1 

,/ 

'l 1 

PREUVE par induction sur la longueur des descriptions associées aux fonctions 

primitives récursives. 

A) Montrons que toutes les fonctions primitives réc~rsive8 ~dmettant une des­

cription de longueur 1 sont représentables dans A. 

, 

Ces fonctions sont i) la fonction constante zéro 

ii) la fonction successeur 

iii) les fonctions projection 

i) la fonction constante zéro K est représentée par le morphisme 

eO(N) : N ... N car K(n) = 0, 'VnE:N et 

eO(N)One = eO(T) = 9I(T) = a = oK(n) e, 'Vnefol. 

ii) . la fonction successeur ~ est représentée par le morphisme 0 car 

crone = on+le = o~(n)e, Vn€N. 

iU) les fonctions projection 1T 
m,i 

'ri ;t.dl ,m]. 

1f1 -+- "N sont représentables, V mENt, 

" , 

'i 
,.' ", 
\ 
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21. 

\ Preuve par induction sur la valeur de m où le doma1ne de la projec­

tion est tfl. 

a) Si m = 1, il Y a une seule projection ~1 , ~ 
N ~ N 

nI 1. est représentée par I(N) : N ~ N car 
, nI 1 (n) 

I(N) ana = ana = cr' a, Vn~N 

b) Su~posons que toutes les projections dont le domaine est ~ pour 

.m~[l,n] sont représentables. 

Soit îf i" la représentation de 1Tm i' pour mé[1,il]; montrons que 
m, '" _ 

n 1 est représentée par n iP(Nn,N) pour 1 SiS n et n ntl, n, ntl,ntl 
n est représenté~ par q(N ,N). 

Pour il[l,nJ, n t 1(a
l
,···,a t') = ~i = n i(a1 ,···,a) ni" n 1 n, n 

V 8 1 ,a2 ' • •• ,an+1 dJ 

a dR~ a a 
I"'V n 1 r-2,) IL.. n+ 1 

Donc,1T iP(N ,N)< .•• «cr a,à ,6>, ••• >,0 ~>,o 6> n, 

a a a 
rv 1 2 Q = 1T i<" .<cr 6,a 6>, ••• >,0' a> n, 

n i (al ' ••• ,a -) 
0' n, ne, par hypoth~se 

~ 1 

1T 1(a
l

, ••• ,a,a ) 1 
0' ntl, n n+l e ( I~+l = ,'tI a , ... ,8 )lN 

l ' n+1 

,..., n 
Alors n 1P(N ,N) représente n i t pour !l[l,nJ. n, n+l', 

Pour i = n+l, n +1 + (al, ••• ,a ) = a n ,n 1 ntl ntl 

.. 

J 
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n • al 8 2 a n +1 ,Donc, q (N , N) < ••• <cr e , cr e> , ••• > , cr e > 

Alors' q(Nn ,N) représente TI 
n+J ,n+1 

22. 

n+1 1 

D'où toute projection de domaine N est représentable dans A. 

Par induction, toute projection est donc représentable dans A. 

Nous avons ai~si démontré que toutes les fonctions primitives récursives 

admettant u~e description de longueur 1 sont représentables dans A. " 

B) Supposons que toute' fonction primitive réçursive ayant une description de 

longueur inférieure ou égale h n est représentable dans A. 

\ 

Soit f ayant une descripti9n de longueur ntl, 

alors f a~et une description de la forme <8,~> et f est éQal h <8,h> 

où g (respectiveœent h) est la fonction décrite par 8 (respectiveœent 

h) 
\ 

ou f admet une description de la forme gb et f est égal h gh où 
1 

g (respectivement h) est la fonction déqrite par g (respectivement h) 

ou f admet une description de' la forme r(g,h) et f est égal a récurren-. 

,ce (8,h) où g (respectivement h) est ~a fonction décrite par g (respec-

,tivem.ent h). 

,i) f admet une description de la forme <8,h> et f = <g,h> où g,(respecti­

vement h) est la fonction décrite par g (respectivement h) 
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23. 

... À (i) ~ n et ~ Ch) sn. 

"J ,'" 

Par hypothlse, g et: h sont représentables dans A par a et h lear 
, 

tous deux admettent une description de longueu~ inférieure ou égalè h n. 

'" rv nt 1 Alors f est représentée par <g,h> : N .... N car 

'f 

rv a'l a 2 a 
h< ••• <cr a,a e>, .•• >,o ne>~ 

. if g(a , ••• ,a) 1T g(8
1

, ... ,a) : 'Jr g(a
1
,: •• ,4) 

__ a m,1 1 ne .... m,2 na 'rtm,m ne < ••• < ' ,u Co >, ••• >,v >, 

1T h(a~, ... ,a') 
cr 1,1 1 n a) 

, . 
if <g,h>(a , ... ,a ) 'Ii' <g~h>(a , •• "a ) 

,., mt 1 ,m 1 n e> a mt l ,Mt 1 1 n 6> ' 
v , , 

n V(a , ... ,a )dJ. 
1 n ( 

ii) f admet une description de la forme g iï _ et f èst égal à gh où g (rea­

,pectivement h) est la fonction décrite par g (respectivement 'h) 

Comme la longueur d'une desc'ription est toujours p1u~ grande ou ~gale 

à l, alors À(g) 's n et À(h) S n. 

"" N Par hypothlse, g et h sont représentables dans A par 8 et h car toua 
1 

1 1 l Il 
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24. 

1 

deux admettent une description de longueur inférieure ou égale ~ n • 

Alors f est représentée par gh : Nn ... us 
car 

a a a 
",rv " 1 2 n (gn) < ... <0' e,o e>, ••• >,a e> 

'Il' h(a , .... ,a) 'Il' h(a , ••• ,a) 'Il' h(a , •••• a) 
'" mol 0 1 n m,2 1 n m,m 1 n _ = 'g< ••• <o '" e,o e>, ..• • >,0' e> 

o 

'Il' g(n h(a P' .,a ), ••. ,n h{a , ••. ,a » 
= s,l tIl"l 1 P m,li! l ' n e < ••• <0 . , ••• > ••• > 

" 
'( 

iii) f' admet une description, r(g,h) et égal à ~écurrence (g,h) Où( 
par g (respectivement • 

or 

1 

(~espectivement ~) est 

g : Nn ... N 

).(r(g,li) = Mi) + À(h) + 1 

Donc, ).(8) S n et À(h} S n,. 

. , . 

Par hypoth~se, 
l'V l'V 

représentables dans A par g et h car tous 

deux admettent une longueur infé~1eure ou égale 1 n. 

, 
1· Construisons le' morphisme T susceptible de représenter f. 

\ a) Soit R, : Nn"N 2 
... ~+2, le morphisme canonique 

) «p(Nn,N2).p(N,N)q(Nn,N2»,q(N,N)q(Nn,N2» 

br Soit j: (Nn~~2)ANn~2 

= <ap(N,N)e(Nn,N2
). hR,<p(Nn,Nn~N2), e(Nn,N2»> 

<q(Nn~N2,Nn),' p(~~N2,Nn» 

, , 

D 



c) 
n 2 Soit W: N +N :>N 

._-------,- "_. 

n 2 n 2 t'V n ~ ( ) = e(N :>N ,N :>N )<[<eO(N),g>q(T,N )] 0 N , 

25. 

1 
e«Nn::>N 2) :>(Nn::>N2) ,(Nn:>N2) :>('Nn::lN 2» <[j*q CT ,Nn::lN~) ]*O(N) , 

R(N~N2)>> 

d) Soit t: Nn+1+N 

n 2' n n ,= q{~,N)e{N ,N )<~(N ,N),wq(N ,N» 

e) Soit \1: Nn+:t..,N 

~(N,N)e(~,N2)<p(Nn,N);Wq(Nn~N» 

(' 
Nous montrerons qu~ v représente Un~l,n+l 

t représente:f 

l , 

we = e{N~N2 ,N~N2)<[ <60 (Nn) ,g>q(T,Nn) ]*O(N) , ~ 

e«~:>N2)::>(Nn::lN2),(Nn:>N~):>(Nn:>N2»~[j*q{T,~:>N2»)*0(N), 

R(~N2)>>e 

= e(N~N2,N~N2)<[<eO(Nn),g>q(T~Nn)]*0(N)e, 
e«N~N2):l (N~:lN2) ,(N~N2)::!(Nn:>N2»<[j* q (T ,Nn::lN2) ] *O{N)O,-, , 

Par la condition b)i) de la définition d'une-catégorie pré-récur-

sive, 

n 2 n' 2- n '" n * = e(N :lN ,N :>N )<[<eO(N ),g>q(T,N ») OCT), ' 

e«Nn:>N2~:>{N~::lN2),(Nn:>N2):>(Nn:>N2;)<[j*q(T,~:>N2)]*0(T), 
[[q{TA{{Nn:>N2):>(Nn:>N2»,Nn:>N2)]*]*» 

1 
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26. 

Gomme OCT) = leT) 

n2n2 '" n* = e(N ~N ,N ~N )<[<80(N),g>q(T,N )] , 

n! n 2 n 2 n 2 * n 2) * e«N :;)N peN :lN ), (N :;)N ) ~(N :lN » <[j q (T,N:lN ], 

.~ 2 n 2 n 2 ."* [[q(TA«N ~N ):l(N :lN »,N :lN )] ] » 

n2n2 rv n* = e(N ~N ,N ~N )<[<80(N) ,g>q(T,N )'] , 
n 2 n 2 n 2, n 2 n 2 n 2 e«N :lN )~(N :lN ),(N :lN )~(N ~N »<q(T,(N :lN ):l(N :lN »), 

1 n 2 n 2 n 2 * * n 2 n 2 [[q(TA«N ~N ):l(N :;)N »,N :lN )] ] p(T,(N :lN ):l(N :lN »> 
1 

• n 2 * <I(T),[j (T,N:lN)]» 

Comme A est une catégorie cartésienne fermée, 

n2n2 #v n* = e(N :lN ,N:l )<[<eO(N) ,g>q(T,N )] , " 
"-

n2 n2 n2* "" n2* [q(TA«N ~N ):l(N :lN »,N :lN )] <I(T);[j q(T,N :lN )] » 

= e(Nn:lN2,Nn:lN2)<q(TA«Nn~N2):l(Nn~N2»,Nn:lN2), 

[q(TA«Nn~N2):l(Nn:lN2»,~:lN2)]*p(TA«Nn:lN2):l(Nn:lN2»,~:lN2 » 

"" n 2 * n * «l(T) ,[j q(T,N ~N )] >,[<60(N) ,~>q(T,N )] > 

. 
= q(TA«Nn~~2):l(Nn~N2»,~:lN2)«1(T),[j*q(T,~~N2)]*>, 

[<eO(N),l>q(T,~)]*> 

. = [<80(N) ,l>q (T ,Nn)] * 
" , 

* ' * 111- Vérifions que wa = e(Nn:lN2,~~N2)<w,[j q(T,Nn:lN2)] O(N» 
o 

WU = e(Nn:lN2,~:lN2)<[<eO(N),l>q(T,Nn)]*Q(N), 
e«Nn:lN2)~(Nn:lN2),(Nn:lN2):l(Nn~N2»<[j*q(T,Nn~N2)]*O(N), 

R(~:lN2»>a 

= e(Nn:lN2,Nf~N2)<[<eO(N),g>q(T,~)]*O(N)a, 
e( (ND:lN2) ~(Nn:lN2) • (Nn:lN2):l(Nn~N2» < [ j * q(T.~:lN2) J*O(N) a, 

n 2 1 R(N :lN )0» 

, 1 
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27. 

Par la condition b)ii) de la définition d'une catégorie pré-récur-

sive, 
1 

= e(N~~ ,~~N2)<[<60(N),g>q(~;Nn)]*O(N), 

e«N~N2)~(Nn~N2),(N~N2)~(Nn~N2»<[j*q(T,Nn~N2)]*D(N), 

[[~(Nn~N2)J*]*R(Nn~N2»> 
\ ; 

~ 

Comme Â est une catégorie cartésienne fermée, 

1 , 

= e(N~N2 ,N~N2)<[<eD(N) ,g>q(T,Nn)]*D(N) ,[ç(Nn~N2)],*<R(Nn;;)N2), 

[j*q(T,NnsN2)]*D(N»> 

= e(E,E)<e(E,E)<p(E,DAF),e(D,D)q(E,DAF»p(EA(DAF),D), 

q(EA(DAF),D»«q(FAD,E),<q(F,D),p(F,Q»p(FAD,E», 

* * n * q(F,D)p(F~D,E»«R(E),[j q(T,E)] D(N»,[<6D(N),g>q(T,N )] D(N» 

= e(E,E)<e(E,E)<P(E,DAF),e(D,D)q(E,DAF»P(EA(DAF)'i),q(EA(DAF),D» 

'" n* * * 1 «[<60(N) ,g>q(T,N )J D(N) ,<[j q(T,E)] O(N) ,R(E», ' 

* * [j q(T,E)] D(N» 

'" n* * * = e(E,E)<e(E,E)<[<60(N),g>q(T,N)J O(N),e(D,D)<[j q(T,E)] D(N), 

* * R(E»>,[j q(T,E)J D(N» 

* * = e(E,E)<W,[j q(T,E)] D(N» 

IV • \1 représente TT : ~+ 1 + N 
, ) n+l,n+l 

n+l PREUVE par induction sur la derni~re composante ~e N 

a) Soit (a,., ••• ,8n",Oh:Nn+ ~, montrons q1,1e 

'. 
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28. 

1T (al, •.. ,a ,0) 
= a n+l,n+l - ~ O. 

, : 

al a 2 an 0 
V< ••• <O e,o 6>, ••• >,0 6>,0 6> 

"', t 

n 2 n n al a 2 = p(N,N)e(N ,N )<p(N ,N),wq(N ,N»< .• . <0 9,0 e>, •.• ~,e> 

~ 2 n al a 2 = p(N,N)e(N ~N )<p(N ,N)< .•. <O e,a O>, ..• >,e>, 

n 2 al a 2 a 
= p(N,N)e(N ,N )< ••• <0 S,a 9>, ••• >,0 ne>,we> 

Il 

' . .n 2 al a 2 an n.... n .. = p(N,N)e(~ ,N )< ••• <0 S,a 9>, ••• >,0 S>,[<90(N ),g>q(T,N ~] > 

,. 

1T + +1(a
1

, ... ,a ,0) , 
=an1,n nO . 

\ 

Suppos~ns~!e résultat/vrai pour (a , ••• ,a ,y), c'est-l-dire 
1 n 

a a 'a 
12, n y 

V< .. <O S,A 9>, •• >,0 9>,0 > 

montrons qu'il est vrai pour (a1, ••• ,an,y+!). 

a a a 
r le 2 n y+l 

V< ••• <~, ,0 6> •••• >,0 6>_0 6> 

• .n 2 n . ..1\' a 1 a 2 an yt 1 
= p(N,N)e(N ,N )<p(N ,N) ,wq(N ,N»<.:co 9,0 9>, .>,0 9>,0 9> 

, . 
. " "i; 
~\?.~ ~ ... : 
~,~.,.t~'" \~, 

" , 
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29. 

a a a n 2 1 2 n y+l = p(N,N)e(N ,N )« ••• <0 0,0 8>, .•. >,0 O>,wa > 

a - a a 
n 2.~ n 1 2 ne YS = p(N,N)e(N ,N )<p(N ,N),WCJq(N tN»< •. <a, a,a 6>, •. >,0 >,0 > 

n 2 n' n 2. n 2 * n 2 'Ir = p(N,N)e(N ,N )<p(N ,N),e(N ~N ,N ~N )<W,[j q(T,N ~N )] O(N» 

. 
n 2 n n 2.~ 2 n 2 '" n 2 'Ir = p(N,N)e(N ,N )<p(N ,N),e(N ~N ,~ ~N )<q(T,N ~N ),[j q(T,N ~N )] 

a a a > 

n2 n 12 nOy 
p(T,N ~N »~O(N),w>q(N ,N»< •.• <o e,o 8>, .•• ,0 6>,0 6> 

n 2 .~ - 'Ir n 2 n = p(N,N)e(N ,N )<p(~ ,N),j q(T,N ~N )<O(N),w>q(N ,N):> ~ 

, 2 2 ''Ir l' 2 " '2 = p(N,N)e(~,N )<q(~~ ,~),j p(Nn~ ,Nn»<q(T,Nn~ )<O(N),w>. 

a a a 
n . .n 1 2 n y. q(N ,N),p(~ ,N»<: .• <o S,o 8>, ... ,0 8>,0 8> 

n n al a 2 Y = p(N,N)j<wq(N ,N),pfN ,N»< ••. <o 8,0 8>, ... ,0 8> 

• .n2~ nn 2 n 2 
= peN ,N)v<ap(N ,N)e(~ ,N ) ,n~<p(N ,N ~ ) ,e(N ,N )>> 

n 2 n n2n n n <q(N ::N ,N )',p(N ::N ,N ) ><I.ùq(N ,N) ;p(N ,N) > 

• .0 . 2 • ..0 2\ n • ..0 2 n n • .0 
= Op(N,N)e(~ ,N )<q(~::lN ,N ),p(~ ::fi ,N »<uq(N ,N),p(~ ,N» 

" 

a . a a 
1 2 n y 

< ••• <0 8,C 8>, ••• ,0 8>,0 0> 



() 
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30. 

'\ 
a a n2 n n 1,82 Y 

O'p(N,;N)e(N ,N )<p(N ,N),wq(N ,10>< ••. <0' 6,0' 6>~ •••• o 6> 

= 

= O'aY 6 par qypothèse. 

= 
+1 'lfn+l _v 9 cr =0' 

J 
+ (a l' •• •• a ,y+l) 

n 1 n 6. 

a a a 
1 2 <Il m Par induction, V< ••• <O 6,0' 6>, •.• ,0' 6>,0' 6~ 

TI (a , ••• a ,m) 
~+l n+l 1 n n+l = 0' ' 6, V (a 1 ' ••• , a , m) ~N 

et V représente ainsi 'If n+l,n+l. 

v - L représente f. 

- n 

f.Jn+l PREUVE par induction sur la dernière composante de 

a) • nt'l Soit (al, ••• ,a ,O)€N montrons que . n 

f{a , •••• 8 .0) 
1 n 

= cr - e • 

. 
al a 2 an 0 

L<"'<O' 6.0' 6>, •••• 0' 6>.0' 6> 

al a 2 an = t< ••• <a 6,a 6>, ... ,0 6>,6> 

.\ 

n 2 n n al a 2 , an' = q{N.N)e(N ,N )<p(N ,N),wq(N ,N»< •.• <O' 6,0' 6>, .•• ,0' 6>,6> 

n 2 :Il al a 2 lan n 
= q(N.N)e(N,N )<p(N ,N)«O' e,O' 6>, ••• ,0' 6>,6>,Wq(N ,N) 

1 

( ) ( • .n 2) al a 2 '" - q N,N e N,N « ••• <0' 6.0' 9>, ••• ,0' 6>,009> 

, n 2 al a 2 an '" n'" 
q(N,N)e(N ,N )< •.• <0' 6,0' 6>~ ••• ,0' 6>,[<60(N),g>q(T,N)] > , ' 

n.> 



31. 

( ) 

''1 ~j , 

ni n nlV n* n = q(N,N)e(N,N ).:q(T,N ),[<OO(N ),g>q(T,N)] p(T,N» 
rl 1 <;./t "' 

• " 
, a a a \ 

) a n"" n l' 2 n = q(N,N < O(N ) ,g>q(T,N )<I(T) ,< •.. <<1 e,a 6>, ... ,0 eS'~ 

g (a , ••• ,a y 
1 n 

= a a car g représente g 

~ 
Q) Supposons le résultat vrai ~our (a

1
, ••• ,an,y), c'est-h-d1re 

montrons qu'il'est vrai pour (a , ••• ,a ,y+1). 
1 n 

\ 
al a 2 a y+1' 

T«a 8,a e>, •.. ,a ~> ,a 6> ,-:- • d 

/ 

, a a a 
= ( ) (n 2) (n) (n 1 2. n y+1 q N,N e N,N <p N ,N ,IDq N ,N»<.· •• <a a,a 8>, ... ,a a>,a a> 

\ . 
a a a. = n 2 1 2 n.. yt1 

q(N,N)e(N ,N )« .. ,<a 8,a a>, ... >,a u> ,wo a> 

a a a 
= ( ) (n 2) (n - (n 1 2 n Y q N,N e N,N <p N ,N) ,waq N ,N»< ... <a e ,a 6>; .. • ,a a> ,a e> 

, n2 . .o n2'n2 = q(N,N)e(N ,N )<:p(l'j ,N) ,e(N::lN ,N ::IN )<11.1, 
, \ 

* 2
' oa °a 

[ n * n 12 Y j q(T,N ::IN )J,O(N»q(N ,N»< ••• <a a,a 6>, ••• ,0 6> 

\ 
:, • n2 n * . ..n2 n = q,(N,N)e(N ,~ )<p(N ,N),j q(T,~ ::lN )<O(N),w>q(N ,N)"> 

- a a 
. 1 2V 

< ••• <a e,a e>, .•. ,(J"'8> , 

{. 

.' ~ 

,:' , 
" 
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al a 2 y 
= q(N,N)j<Wq(Nn,N),p(Nn,N»< •.. <a e,a 6>, ..• ,0' 9> 

.. ~-_ n 2' '" ' n' n 2 n 2 = q(N,N)<ap(N,N)e(N ,N ),hR.<p(N ,N ~N ),e(N ,N »> 
, j 

n2n n 2 n n n <q(N ~N ,N ),p(N ~N ,N »<Wq(N ,N),p(N"N» 

..... , 

32". 

a a 
,.... .OU.OU 2 n 2 n n l 2a Ye hR.<p(N ,N ~N ),e(N ,N »<p(N ~N),wq(N ,N»< •• <a a,a >,.,0' > 

"" n2 n2 n 2 nn 2 n 2 = n«p(N ,~.),p(N,N)q(N ,N »,q(N,N)q(N -,N »<p(N ,N ~N ),e(N ,N » 

'" 'n n 2 d n 2 n 2 n n = 'h«p(N ,N ~ ) ,p(N,~)e(N ,N h,q(N,N)e(N ,N h<p(N ,N) ,Wq(N ,N» 
.\ \ . 

'a ' a 
< ••• <0' 1a,a 2S>, ••• ,c1e:. 

"" n . .ll 2 n 2 n n = n«p(N ,N ~N ),p(N,N)e(N ,N »<p(N ,N),wq(N ,N» 
• 

a A',' • ~ 
1"2 Y n 2 n n ' < ... <0' e,a 8>, ... ,0' a>,q(N,N)e(N ,N )<p(N ,N),Wq(N' ,N» 

a a 
l 2 Y e ,a a>, ••• ,a 6» < •• • <0' 

. a 
"" n n 2 n n ~ y = n«p(N ,N).p(N,N)e(N ,N )<p(N ,N),Wq(N ,N»>< ••• <O' S, ..• ,O' 6>, 

_ , . n n 2 n àl ' y; 
- ~«pÇN ,N),p(N,N)e(N ,N )<p(lfl,N),Wq(N ,N»>< ••• <o e, ... ,O' 6>. 

o 

"- f ( al ' ••• ,a , y) 
a n e> par hypothèèe. 
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33. 
, 

~-J f( \ ) , al a , ••• ,a ,y 
...... n 8 v '1 n e = h«p(N ,N),V>< ••• <O , ••• ,~e»,a > 

a a a a 
...... 'n 1 2 Y 1 2e Ya > = h«p(N ,N)< ••• <a 8,a 8>, .. ,0 e>,v< •. <o S.a >, •• ,a >, 

i 
'. f (a , •• '. , a ,y) 

1 n - e a ,> 

a a f(a , ... ,a ,y) 
r;"I l 2 yIn = n~< ••• <~ e,a e>, ... ,a ~,a 0> 

/ 
car V représente u et TI (a , .•• ,a .y) = y ntl,n+l n ... l.n+l 1 n 

h(a , .... a ,y.f(a , ... ,a ,y» 
1 n 1 n e rv = 0 car h représente h •. 

f(al, ••• ,a ,yt1) n . :; a .6. 

al a2 a f(a l J'" ,an,m) 
P it die e ne me' AI ar ,U u,ct on, 't< ••• <0 .a >, ••• ,a >,~ > = a ' , [", 

\ 
\ 
\ 

et T représente f = récurrènce (g,h). 

Donc, par i), ii) et iii), nous avons démontré que toute fonction primiti-

ve récursive ayant une description de longueur n+1 est représentable 
1 
/ 

dans A. 

Ainsi, par induction. toute fonction primitive récursive admettant une des­

criptiori est représ~ntable dans A. Et comme toute fonction primitive'récur-
!I).~--... ~ ~, \ ~ 0 

sive admet au moins une description, alors toute fonction primitive récursive 

est représentable dans A. 

, . 

" 
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34. 

REMARQUE 

a) Un autre morphisme représentant récurrence (g,h) pourrait être construit l 

partir de~ idées exposées dan\ le théorème de Freyd [5] affi~ant que tout 

topos muni d'un objet de nombres naturels est ~ermé sous une certaine géné-

ralisation de l'induction mathématique.de Peano. 

b) La preuve du théorème précédent nous montre que toute description associée 
/ 4. r " .... 

à une ~onction primitive récursive f : Nn ~ ~ détermine un morphisme 

'" f de A qui représente f. Or f admet plusieurs descriptions. En effet, 

si f est une description ass6ciée l f et si I(Nn) est tin~ description asso­

ciée à I(Nn) : Nn ~_Nn, f I(Nfi
) est une autre description associée} f. 

1 

Ainsi, toute fonction primitive récursive f est représentée par plusieurs 

morphismes de A, ces morphismes pouvant être égaux ou différents. 

2.3 CArtGORIES PRÉ-RÉCURSIVES LIBRES 

Nous venons de voir que toute fonction primitive récursive est reprêsen-
t, 

Itab1e dans chaque catégorie pré-récursive: Que pouvons-nous dire des fonc­

tions représentables dans une catégorie pré-récursive A? Nou~ pouvons répon-
,. 1 

dre dans le cas où AI= l, l étant la catégorie pré-récursive libre engendr'e 

par la catégorie vide~. Dans ce cas, toutes les fonctions représentables 

dans ~ sont récursives, ce que pous verrons dans la section 2.4. Pour le mo-

ment, nous allons vérifier l'existénce de,l. 

THEOREME 2.5 Soit A, une petite catégorie. Il existe une catégorie A, pré-
, 

récursive libre engendr~e par A. 

- , ~ \ 
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35. 

1 

PREUVE Nous nous inspirons des techniques développées par L81J!bek [15]. \ 

Il 
1- Soit V(A), le système déductif suivant: 

A) les symboles primitifs sont 

T N A ~ * ( ) OI6apqeR<> 

B)\les termes-de V(A) sont définis de façon inductive 

1) to~t obJet de A est un terme de V(A) , 

2) T et N sont des termes de V(A) (T et N , lAI) 

3) Si A et B sont des termes, (A)~(B) et (A)A(B) sont des termes. 

4) Ce sont les seuls termes. 
"t-,-, 

C) les preuves de V(A) sont définies de façon inductive 

1) les expressions suivantes sont des preuves 

i) AIA 

11) AOT 

Hi) TaN 

iV) NaN 

v) (A) A(B)pA 

vi) (A)A(B)qB 

vii) (A) A( (A) ~(B»eB 

1tU) NR( (A) :l(A) ):l( (A) :lCA) ) 

où A et B sont des termes de V(A) . 

2) les morphisme~ f : X ~ Y de A sont des preuves XfY. 
~ \ ' 

3) si ApB e~C sont des preuves, Ap~C est une preuve, où A,B,e sont 
r 

des termes de VCA). 

4) si ApB et AlpC sont des preuves, A<ApB,A(jlC>(8)A(C) est une preuve où 
1 <, 

, 
A,8,e sont des termes de V(A). 

• 
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36. 

* 5) Si (A)A(B)p~ est Jne preuve, A«A)A(B)pC) (B)~(C) est une preuvè où 

A,B,C sont des, termes de D~A). 

6) Ce sont les seules preuves. , 

D) Si g est/une preuve, g est de la forme AfB où A et B sont des termes de 

D(A) . 
,. 

Alors A est dit le domaine de g et B est dit le codomaine de g. 

" ... 
( ) 

REMARQUE Dans l'écriture des termes, nous omettrons des parenthèses lorsque 
1 

ceci n'entraIne aucune ambiguité. 

S 

II - A) Construi~ons l~ catégorie A 

a) les objets de A sont les termes de D(A) 

b) les morphismes de A sont les clas8e8 d'équivalence des preuves de 

V(A) , par rapport à la relation d'équivalence _ d~crite ci-aprls. 

c'est-à-dire un morphisme [P] : A + B qe domaine' A et de codomaine B 
, . 

est la classe d'équivalence '[P] de la preu.ve P dont le domaine e'st A 

et le codomaine est B. 
" 

c) la loi de compos~tion est définie comme suit: , . 

s1 [p] A + B, la preuve p a la forme AfB 

s1 [cp] B + C, la preuve q> a la forme BgC 
\ J 
\ 

alors [cp](p] : A + C est (AfBgC] 
-1~ 

Cette loi ~~~~Pos1tion est associative, car si [w] " C + D, la 

preuve West de la forme ChD et 

[wJ([CPJ[pJ), = [W][AfBgCJ = (AfBgChD] ;: [BgChD]Cp] = ([w](q>])[p]' 

... [RJ([CPJ[P]) = ([R][qI])[P) , 

d) les morphismes CAIAJ 
, 

101 de composition. 

A + A sout ~eslmorph1smes-identité sous cette 
/ 

\ 
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- 1 

[p][AIA] ;:; [AIAfB] = [AfB] = Cp] (condition 7 de =) 

[BIB][P] ;:; [AfBIB] = [AfB] ;:; Cp] (condition 8 de 3) 
1 

Ainsi, A est une catégorie. 

e) la relation d'équivalence;: entre les preuves de même domaine et de 

même codomaine est la/plus petite relation satisfaisant les condi-

tions suivantes: 

1. Q .. a 

2. si Cl ;:; 6-, alors S .. a 

3 • si Cl ;:; a et S ;: y, alors a ;:, y 

4. si (A)A(B)aC ;: (A)A(B)yC, 

• 
'Ir ' 'Ir 

alors A«A)A(B)aC) (B)~(C) ;:; A«A)A(B)yC) (B)~(C) 

5. si AaS ;: ASB et, AYC, il Ac5C. 

alors A<AaB.AYC>(B)~(~) ;: A<ASB,Ac5C>(B)A(C) 

6. si AaB il AyB et BaC E iôc, alors AaBaC ;: AyBôC 

7 • BClAIA ii BelA 

9. XIX;: KlxX. pour tout lX X ~ X f A 

10. Xg.fZ;: XfYgZ pour tous les morphismes f : X ~ Y et 

g : Y .... Z de A,. où 0 les-t: la composition dans A. 

11. Aol;:; AOT 

12. A<AaB,AI3C>(B) A(C)pB = AaB 
" 

13. A<AaB,Aac>(B)A(C)qC;: ABC 

14. 

15. 

C<Ca(A) A(B)pA,Ca(A) A(B)qB>(A) A(B) ;:; CaCA) A(B) 

'Ir 
(A) A(B) «A) A(B) qB, (A) A(B)pA( (A) A(B)QC) (B) ;:,(c) >(B) A( (B) ~(C»eC 

• (~Aœ)~ \ 

16. A( (A) A(B) «A) A(B)qB, (A) A(B)pAa(B) ~(C) >(B) A( (B) ~(C» eC) "'(B)?(C) 

!I ACl(B);:,(C) 

\ 

, 
, , 
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17. TeNR«A)~(A»~«A)~(A» = T«T)A«A)~(A» 

«(T)A«A)~(A»)A(A)qA)*(A)~(A»*«A)~(A»~«A)j(A» 

18. NaNRB. NRB(C(D<D<DqA,DpC<CqE,CpB>F>G,DpCqE>H 

1 ~ '* <HpG<GpA,GqFeE>JeA,HqE>JeA) E) B 

où E = (A) j (A) B = (E)~(E) C = (B)~(E) D = (C~A) 
F = (E)A(D) G = (A)A(F) H = (G)A(E) J = (A)A(E) 

38. 

Ici, A,B,e sont des termes de V(A) • . Dans chacune des conditions t 

~, S, Y et 6 représentent des suites finies de sYmboles primitifs 

et de' symboles de A telles que l'expression de chaque c~té du sym-

bole = soit une preuve. 

B) A est une catégorie cartésienne fermée. 

La condition 3 de la définition des termes de V(A) nous assure l'exis-
1 

tence du produit et de l\'exponenti~tion ~e tout couple d'objets de A , 
T étant l'objet terminal: Les morphismes déterminant,la structure car­

'tésienne fermée sont les classes d'équivalence des preuves données par 
-

les conditions l ii), l v), 1 vi), 1 vii) de la définition des preuves 

et les conditions Il, 12, 13, 14, 15, 16 de la définition de la relation 

d'équivalence =, ~ous donnent les légalités désirées. 

C) A est une catégorie pré-ré~ursive. 

: T + N • (NaN] k ft En effet, N est l'obje;_naturel, [TON] 
,.-----....... t l' 

" • " 1 
t~R«A)~(A»~«A)~(A»] : N ~ «A)~(A})~«A)~(A» sont les morphismes 

cZaçt:ri.tiQue. et 1 •• condl~1on. 17 et 18 de la définition de la rela-
" / \ 

t on ~téquivalence =, no~r. assurent les égalités requises. 

III. Vérifions que A est la catégorie pré-récursivé,libre engendrée par A. ' 

A) Le foncteur nO') A + A est défini en envoyant tout objet de A sui 

" 
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lui-même dans A et 

dans A. 

39. 

tout morphisme de (sur sa class. d' êqu1valence 

n (A) A -+- A. 

f X -+- Y -+- [Xfy] X -+- Y. 

, . : n (A)(x) -+- n (A)(Y) 

_n (A), ainsi défini, est un foncteur • 
.... 

i) Soit XE lA 1, n(A) (~) d~f [xy] ; [XIX] X -+- X, identité de X dans 

A. 
ii) Soient f : ,A -+- B, g : B -+- CeA, 

n(A)(gof) 
10 = [AgofC] = .-[AfBgC] 

= [BgC][AfB] par définition de comPosition dans A. 

= n(A)g 0 n(A)f 

" 
B) ~~j(A» satisfait la propriété universelle suivante: 

• 1 

",,, Pour tout foncteur F : A -+- X où X est une catégorie pré-récursive, il 
" 1 

~\ ::1ste un et un seul foncteur Pré-rê~ursi{ 1 d'; 'Ii: dans X tel que 

Fn(A) = F 

'~ 
) 

, !' 

"" 

~f 
,) 

"'J 
,.... 

A 1 3tF Fn(A) = F 

-~~ 
Soi;' F : A -+- X, X étant une catégorie pré-:.::écursive. 

1 

.... , 

a) Définissons i : V CA) -+- X, une fonction sur les termes et su"r les 

preuves de V(A). 

Définissons F sur les termes de V(A) de façon inductive: 

pour tou_t ob'jet A de A, F(A) = F(A) 

pour les objets T et N, F(T) = T
X

' F(N) = N
X 

pour tout objet de la forme (A)~(B). F«A)~(B» = F(A)~i(B) 

pour tout obiet de la forme (A)~<B), F«A)A(B» = F(A)AF(B) 



" .<lI , 
,1' 

"" r 
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Définissons F sur les preuves de V(A) de façon inductive. 

1. i) F(AIA) = IX(F(A» : F(A) ...,:' F(A) 

ii) F(AOT) = 0X(F(A» : F(A) .. T
X

' TX étant F(T) 

iii) F(TaN) = eX : T
X 

... N
X 

iv) F(NéfN) = O'x :'N
X 

... N
X 

v) F(AABpA) = Px'F(A) ,F(B» : F(A) AF(B) ... F(A) 

vi) F(AABqB) = qX(F(A) ,F(B» : F(A) AF(B) .. F(B) 

40. 

vii) F(AA(A~B)eB) = rx(F(A) ,F(B» : F(A)A(F(A):,iF(B» -+ F(B) 
_ _ 1 ___ _ 

viii) F(NR(A:)A)=>(A:)A» = RX(F(A» : N-+(F(A),=>F(A)h(F(A)=>F(A» 

(Noua avons omis ici quelques parenthèses pour faciliter la com-

préhension. ) 

2. Pour tout morphisme f : X -+ Y de Â. 

F(XfY) = F(f) : F(X) -+ F(Y) 

: F(X) -+ F(Y) 

3. F(ApB<pC) = F(B<pC)F(ApB) si ApB et BepC sont des preuves 
1 

, ~ - ,- - - (' - -
4. F(A<ApB,A~C>(B)"(C» = <F(APB),F(~C» : F(A) -+ F(B)"F(C) si 

ApB et AtpC sont des preuves. 

5. F(A«A)"(B)pC)*(B):)(C» = (F«A)A(B) ~»* : F(A) -+ F(B)::lF(C) si 

'(A)"(B) pC est une preuve. 

b) Montrons que deux preuves équivalentes par rapport A & ont la mime 

image sous F c' es.t-à-dire ApB :: AcpB ... F(ApB) = F(A~B) ce qui nous 

permettra de défiqir 1 : j + X par F(A) = F(A) et F([APBJ) =' F(ApB), 

Définissons une relation binaire 1 sur les preuves de V(A): 

Les preuves ApB et A~ de V(Â) sont en relation 1 sl leurs images 

sous F sont identiques. ApB' A<m .. F(APB) = F(AtpB) 
( 

Vérifions que Î'sa~isfait les conditions l, ••• , 18 de la définition 

de la r~lation d'équivalence liI. 

, .'" 

" 

,,'\ 

, . 
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41. 

1. F(a) = F(a) ~ a # a 
1 \ 

.. 
2. a # a ... F(a) = F(a) = F(a) = F(a) - a 1 a 

3'" a /1 a et S , y "'* Fea) = Fea) et FeS) = F(y) >0 F(a) = F(y) - a , y 

4. si AABaC Il AAByC, 

alOrs FÜA)l\(B)OC) = F«A)l\(B)yC) : F(A)l\F(B)-+F(C) 
- -

.<:1$ (F«A)l\(B)aC»* = (i«A)A(B)yC»* : F(A)+F(B);)FeC) 

:1$ 'F(A«A)l\(B)aC)*(B)~(C» = F(A«A)l\(B)yC)*(B)~(C» 
< 

=t A«A)A(B)QC)*(B):J(C) Il A«A)A(B)yC)*(B):J(C) 

S. si Aas # AaB et AyC # AôC, 

alors F(AaB) b F(ASB) : F(A) .... F(B) et F(AyC) = F(AÔC) : F(A)-+F(C) 

~ <F(AaB) ,F(A)'C)> = <F(A6B) ,F(MC)> : F(A)+F(B)I\F(C) 

:$ F(A<AaB,AyC>(B)I\(C) = F(A<AyB,AÔC»(B)A(C) 

~ A<AaB,Ayc>(B)A(C) n A<AyB,AÔC>(B)A(C) 

6. si AaR # AyB et BSC" BôC 

alors F(AaB) = F(AyB) et F(Bec> = F(BÔC) 

... F(AaBac) = F(BBC)F(AoB) = F(BôC)F(AyB) = F(AyBÔC) 

... AaBac fi AyBôC 

7. F(BaAlA) :: F(AIA)F(BaA) = IX(F(A»F(BaA) = F(BaA) 

"'* BaAIA # Ba! 

8. F(AIABB) = F('2\SB)F(AIA) = F(AaB)IX(F(A» = F(ABD) 

=- AIAfSB # ABD 

9. F(XlxX> = F(lX) ou 'F(IA (X»' 

= IX(F(X» car F est un foncteur 
1 

= IXCFdt» = FCXIX) 

... XlxX 'XIX,.. XIX #.xy , VX€IAI 

10. ~our f : X-+Y et g : Y+ Z dans A, 

F(XfYgZ) = F(YgZ)FCXfY) = F(g)F(f) = F(gof), F étant un foncteur 

:: F(XgofZ) , ) 

l' 



() 
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42. 

j, 

=0 XfY.gZ , XgofZ ,.. Xg.fZ' fi XfYgZ 

De la même façon, 1,s co~ditions Il, 12, 13, 14, 15, 16 se vé!if1ent 

car X est une catégorie, cartésienne fermé~. Les cond~tions 17 et 18 

découlent du fait que X est pré-récursive • ... 
Donc, # satisfait les conditions l 1 18. 

Comme e est la plus petite relation satisfaisant ces conditions, 

a sa,.. a', a D F(a) = ,Fon 
l 

c'est-A-dire F envoie tous les éléments d'une classe d'équiv~lence 
. 

par 'rapport 1 = sur le même éliment. 

c) Nous pouvons ainsi définir F : A -+ X de la façon suivante,: 

F(A) = FCA) , V A€ lAI 

F([AoB]) = F(AaB), pour tout morphisme [AaS] de A 

F est un f'oncteur 

r([AIA]) = \j(AIA) = IX(F(A» = IX(F(A» 

F«(B~C][ApB]) = F([AP~C]) = .F(Ap~C) = F(~C)F(ApB) 

= F([B<pC])F([ApB]) 

'" ~ F preserve la structure cartésienne fermée 

F(T) = TX 

F( (A) /1 (B) ) = F«A)A(B» = F(A)"F(B) 
t'V '" = F(A)"F(B) 

, 

F«A)~(B» = F«A)~(B» = F(A);:,F(B) 
~ ,..., 

, VA,BdAI = F(A)~F(B) 

Pour la préserVation des morphismes impliqués, les conditions 

a 1 i1), a 1 v), a 1 vi), a 1 Vii), a 4 et a 5 nous l'assurent. 

F préserve la structure pré-récursive 

F(N) = F(N) = N
X 

F([T6N]) = j(T6N) = eX 

F([Na'N]) ='F'(NoN) = 0x 
F«(NR(bA) ~(A.::>A)]) .= F{NR(.bA) ;:,(A.::>A» = Rx<r(A» 

Donc, F : A -+ x est un foncteur pd-récursif. 

; ," "', 
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43. 

'd) Fr, (A) = F 

'" ..... Par la dêfinition de F. Fn(A) = F sur les objets et sur les morphis-

mes de A car 

'" "1-
Fn(A) (X)'l(X) = F(X) = F(X) • V XE lA 1 

Fn(A)(f) = F([XfY]) = F(XfY) = F(f). pour tout morphisme f : X-+ y de A. 
, , 

D'où. il existe un foncteur 'pr-é-récursif F : A-t-X tel que Fn(A) = F. 

e) Montrons que F : A -t-X est unique. 

Soit un foncteur pré-récu1:s1f G : A -t- X satis.faisant l'égalité 

Gn(A) = F 

Alors, VXf lA 1-. F(X) = Gn(A~ (X) = G(X) et comme G est pré-récursif. 

G(T) = TX' G(N) = NX' G(~B) = G(A)~G(B), G(AAB) = G(A)AG(B), VA,B€IAI 

Par conséquent, G satisfait les conditions de définition de F sur les 

objets de A. donc les conditions de définition de F sur les objets de 

A. Alors G =' F Bur les objets de A. ' \' 

Pour les morphismes de A. montrons qu G satis it. par rapport aux 

de il. 

aux mêmes conditions que F sur les preuves 

1. Comme G est pré-récursif, G satisfait la 1 de la dêti-

nitiofi de F sur les preuves de V(A) où nous remplaçons dans les 

expressions situées à gauche des équations F par G et ApB par 

[ApB]. Du cSté droit des équations, F n'apparaît qu'avec des 

objets ~t alors G = F. 

2. Par hypothèse,' Gn(A) = F et alors pour tout morphisme 

f : X + Y de A, F(XfY) = F(f) = Gn(A)(f) = G[XfY] 

D'où G vérifie~la condition 2. 

3. Pour la troisi~e condition, G([ApB~C]) = G([B~C][ApB]) = 

G«(B~C])G«(ApB]) car G est un foncteur. 

4. 5. 
/ " 

Pour les conditions 4 et 5, , 
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G([A<ApB,hpC>BI\C]), = G«[ApBJ,[AtpC]» = <G(LApBJ) ,G(IAtpC])> 

et G([A(AABpC)*BJC]) ; G([AABPCJ*) = (G([AABpC]»* car G, comme 

foncteur récursif, préserve la structure cartésienne fermée. 

Vérifiant par rapport aux classes d'équivalence les conditions 

de définition de F sur les preuves, G envole une classe d'équivalence 

de = sur l'image par F d'un représentant de cette classe. Donc, 

G([ApBJ) = F(ApB) = F([ApBJ) pour tout morphisme de A et alors 

G = F sur les morphismes de A, 
..... "J 

D'où G = F, c'est-à-dire F est l'unique foncteur pré-récursif de A 
J. 

dans X tel que Fn (A) = F. 

A est'donc la catégorie pré-récursive libre engendrée par A, 

'2,4 RtCURSIVlTÉ VES FONCTIONS REPRÉSENTABLES VANS f 

THEOREME 2.6 Si f,est la catégori~.pré-récursive libre engendrée par la ~atê­

gorie vide 41, toute fonction Nk 
-+ N représentable dans f est récursive. ' 

PREUVE 
, , 

l - Enumérons une suite de fonctions et 'de rel~tions primitives récursives que 

nous utiliserons dans la suite du raisonnement. Cette suite est tirée par­

tiellement des listes de GOdel [6] et de K1eene [9], (10)., 

1) x/y = (3z)(z s x 1\ ~ = y.z] 
• 

, , 
2) prem(x) ex> l Il (]z)[z S x A-z ~ X A X/Z] 

3) OPJtX = 0 
, ' 

l (n+1) PILx = JJy[ y S X Il prem(y) ,II x/y Il y > nPIUtJ 

" , 

- .~. \ --, 

" \ .~ .. 

., 
: , 

, .. '">~ 

j "~', ~ 
'\1" 

-, . 

----------_ .• llIi 
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4) O! = 0 

(n+l)! "= (n+l).n! 

5) Pr(O) = 0 

Pr(n+l) = ~y[y ~ l+(Pr(n»! A Prem(y) A y > Pr(n)] 

6) nEx = llyty ~ X A x/(Pr(n»Y 1\ -x/(Pr(n) )y+1] 

, " 
7) R.(x) = ~y(y S X 1\ yPkx > 0 1\ (y+l)Pnx = 0] , >1 

8) x*y = llZ[z S [Pr(l.(x)+R,(y»]x+
y 

1\ (Vn)[n S R,(x) = 
nEz = ne,,] A (Vn)[O < n 5 My) ". (n-tHx»Ez = nEy JJ 

9) R(x) 

10) F(x) ~= R(13) irx*R(17) 

11) x'='y = ~z[z s X 1\ X = y+z] 
, 

,12) [~] = llz[z S X 1\ (z+l)·y > x] 

Ù) Res(x,y) = x .=. ([Y]·Y) 
l4) Y(O) 

" 
y'(n+l) 

1 
1 

15) Zen) 

16) Nom(x) 

17) Z-l(x) 

18) G(s, t) 

= R(3l) 

= Y(n)*R(5)*R(37) 

= R( 3) *y (~) *R( 5) 

= (]n)[n S x 1\ X = Zen)] 

= ]lIJ[:n S x A x ="Z(n)] 

= R(61)*lJ*R(1$)*t*R(67~ 

119) H(s,t) = R( 3) *G(s, t) *F(~(s) Es) *Ù 7) *F(t( t) Et), . _. 

20) Zéro(x) ;s'x = Z(O). 

45. 

II- Définissons une é~uméraÙon de GOdel pour les 'symhe.~e8 primitifs de V(4)) t 

c'est-~-dire assignons un nombre premier à chaque symbole primitif de V(4)). 

T N A ::J, ( ) Ole (1 p .'q ~ e _ * R < > 

3 5 7 11 13 17 19' 23 29 )1 37 41 43 47 53 59 61 67 

• v 

" -, 
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46. 

Les relattons suivantes sont primitives récursives. 

TP(x) _,E X = 3 A X = 5 

(x e.6t un teJrme pIWnili6) 
, 

ST(x) .. ('Vn)[O<n~(x) => {(3v)[vSx A TP(v) A nEx = R(v») v (3p)(3q)[O<p<p. " 

O<q<n A {nEx = t(pEx)*R(7)*F(qEx) v nÉx = F(pEx)*R(ll)*F(qEx)}J}J 

(x e.6t une .6/LUe. de teJlme.6) 

, 

(Pair. exemple, ST(x) ,6,{. 

T(x) 

, Q 2 
o 2 x·(t(x» 

fi (3n) ,n S Pr([R,(x») ) A STen) A x = t(n)En] 
. , 

(x e.6t un teltme) 

(PaA exemple, T(x) ~~ x = 213335177711131351717 

~ 2(3T5)7"11(13N17» 

MP(x) E Ex = R(3)wR(31)*R(5)] v ~x = R(5)*R(37)1rR(5)] v , 
(c.oncUti.on6 l11i et liv de ~ dé6hU;t.i.on de plLeLLve.6 de '0($» 

(3v)[O<vsx A T(v) Ao{[X = v*R('23)*R(3)] v [x = v*R(29)*v]}] v 

(c.otu:LLtio n6 lU et li) 

(3v)(3w)[O<vsx " O<WSX A T(v) Il T(w) Il {[x = F(v)*R(7)*F(w)* 

R(41)*V] v tx = F(v)*R(7)*F(w)*R(43)*W] v [x = F(v)*R(7)*F(F(v)* 

R(11)*J(W»*R(47)*W]}] v 

(c.ond.U,hHt6 lv, lvi el; lvii) 

t. 

? " 

• 1:. 

l " 
r· 
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1 
1 
1 

() 

l' "-r 

/ 

./ , 

i) 

, 
, (3v)[O<vSx " T(v) 1\ X = R(5)*R(59)*F(F(v)*R(11)*F(v) )*R(l1) 

*F(F(v)*R(11)*F(v» J '1) 

(c.oru:LUWn lv111) 

(x e.6t un moltphUme. p1tA.Jn.Ùi6) 

SM(x) = (Vn)[O<n$1(~ => {(3v)[O<vSx" MP(v) 1\ nex = v] v 

(v ut un moltph-Ume. ~6) 

47. 

(3pr(3q) (3s) (3t) (3v)[o<p<n 1\ O<q<n 1\ O<s<x 1\ O<t<x 1\ O<v<x 1\ 

T( t) 1\ pEx :: s*t " qEx = t*v 1\ nEx ;: s*t*v] v 

"'-
(c.o/'l!Ü.tilJn 3 de la dé6hz.U<.on de plLeuVe6 de V(</>)) 

(3p) (3q) (3s) (3t) (3v) (ln) (3w) [O<p<n 1\ o<q<~ 1\ o<s<x 1\ O<t;::x 1\ O<v<x " 

nEx :: s:/rR(61)*s~t*V*R(19)*s*ID.W*R.(67)*F(v)*R(7)*F(w)] v 

( c.o nd.i..tio n 4) 

(3p) (3s) (3t) (3m) (3w) [o<p<n " o<s<x 1\ o<t<x 1\ o<m<x 1\ o<w<x " 

T(s) 1\ T(t) " T(w) 1\ pEx ~ F(s)*R(7)*F(t)*ID.*w " nCx :: 

s*F(pEx):/rR(53).F(t)*R(11)*F(w)]}] 

(c.o YIlÜ..U.O n 5) 

(x e6t ,une lJuUe de moltph..i6m~,) .. 
(PaIL exemple, SM(x) M. 

x :: 2R(3) *R(31) *R(5) 3R(5) *R(37) *R(5) sR(3)*R(31) *R(5 )*R(37) *R(5) 

2333155 2533755 2333155737115 
:: 2" 3 5·' 

2T36~N 2N30sN 2T36sN7011N 
0: -2 3 5 , en déc.odan.t) 

" '1 



, , , 

\ 
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M(x) 

-------- -, 

= (3n)[n ~ pr([t(x)]!)(~{x»!.t{x).Pr{l~(x)Jx) Il • 

SM(n) Il x = t(n)En] 

(~(e.6.t un moltph-Ume), 
, 

(P~ ex~pte, M(x) 4~ x = 2333155737115 

~ 2T3-e5N7al~N) 

xWy ;: M{x) /\ 

{ x = y v 

(c.oncU,ti..cm 1 de la. Jt.el..a.t,ion d"€qu.i.valenc.é =) 

48. 

C3p) (3q) (3u)[ {o~p~x 1\ q = O} v {OSq~x '/\ p = O} 1\ O<u<x Il ,T(u) /\ 

(3u) (3p) [O<p<x Il O<u<x Il T{u) 1\ 

x = u1rp*R(3) 1\ y = u*R(23)*R(3)] v 

(c.oncUticn 11) 

"(3p) (3q) (3a) (3b) (3d) [d<p<x A O<q<x 1\ O<a<x 1\ O<b<x 1\ O<d<x 

1\ T(a) 1\ T(b) 1\ T(d) 1\ 

[{x = a*R(61)*P*R(19)*q*R(~7)1rb*R(41)1rd 1\ y = p} v 

{x = a1rR(61)*p*R(19)*q1rR(67)*b1rR(43)'*d 1\ y = q}]] v' 

(c.oncU:ti.on4 12 et 13) 

(]P)(3a)(3>)(3d)(3uHO'<p<x 1\ O<a<x 1\ O<b<J: 1\ O<d<x 1\ O<u<x 

1\ T(a) 1\ T(b) /\ T(d) 1\ T(u) 1\ 

x = a*R(61)1rp1rR(41)1rb1rR(19)1rp*R(43}1rd*R(67)1ru 1\ y = p] v 

(c.ond.UWn 14) 

• 

, , 

\ 

"";" 

, ' 
\.1, 



·1. 
- --.. ,- _._-...:......_--

-"'--- .. ~- -

49. 

l , 

(3p) (3a) (3b) (3c) (3d)(3e) (3u) (O<p<x A O<a<x ft. O<b<x A O<C<X A O<d<x A 

O<e<x ~ O<U<x A T(a) A T(b) A T(e) A T(d) A T(e) A T(u) A 

" '" 
{X = a*R(13)*b*R(61) *b*R(43) *c*R(19) *b*R(4i) *p*R(67) *d*R(47) * 

e*R(17)*R(53)*u A y = pl] V 

(c.oru:Li;Uo~ 15 è:t 16) 
, '1 

(3a)(3b)(3c)(3d)[O<a<x'ft. O<b<x ft. O<c<x ft. O<d<x ft. T(a) ft. T(b) ft. T(c) 

" . 
X = R(3) "'R(13) *aieR(13) *blllR(43) *c*R(l 7) *R(53) *d*R{17 ),~R(53) * 

F(d)*R(li)*F(d) A Y = R(3)*R(31)*R(5)*R(59)*F(d)*R(11)*F(d)] V 

( c.o ncU..tio n 17) 
\ 
\ 

(3a) (3 b)(3c)(3a)(3e)(3f)(3g)(3h)(3j)[O<a<x A O<b<X'A O<c<x A O<d<x 

A O<e<x A O<f<x A O<g<x 1\. O<h<x 1\. O<j<x 1\. T(a) ft. T(h) A T(~) A T(d) 
l "", -, 

j'" "J 1 
A T(e) A T(f) A T~g) ft. T(h) ft. T(j) A 

X = R(S)1I'RX.s9) *b*R(13) *!!*R(13) *d*R(61) *d*R(61) iedtrR(43) *a*R(19) 

*d*R(4~)*c*R(61)*c*R(43)*e*R(i9)*C*R(41)*b*R(67)*f*R(67)*g*R(19) 

*d*R(41)*c*R(43)*e*R(67)*h*R(61)*h*R(41)*g*R(61).g*R(41)*a*R(19) 
\ 

*g*R(43) *hR(47) *e*R(67) *j*R(47)*aieR(19) *h*R(4~.)*é\trR(67) iej*R(47) 
--~. 

~---
*a*R(17) *R(53) *e*R(17) *R(53) *b~y;' R(S) *R(37)*R(5) *R(59hbJ} 

~~ 

(c.on.dU.ion 18)------------
___ ,,-- 0 

'1 

J 

REMARQUE: La relation W tient compte des conditions l, 7, .8, 11, 12, 13, 14 t é; 

" 1 
1 l5~ 16, 17 et 18 de la relation, d'équivalence ':i) 

~I 

i...f'!J': . 
'.' 
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50. 

xVy ;: M(x)'" {xWy v 

(3v) (]w) (3p) (3q) (3s) (3t)[O<v<x " O<W<x ~ O<s<x " O<t<x " O<p<y " 

O<q<y " T(s) " T(t) " vVp " wVq " 

----- x -= s1cR(61)1cnR(19)NW*R(67)*t " 

y = s1cR(61)*p*R(19)1cq*R(67)*t] v 

(c.oncU.ti..on 5 de ta. /te.fa;U.on d'équ..i.val.ence =) , 

(3v) (3p) (3s) (3t)[O<v<x " O<s<x " O<t<x " O<p<y " T(s) " T(t) " vVp " 

x = s*R(13)W,ttR(17)*R(53)*t " 

y = s1cR(13)*p1cR(17)*R(53)*t] v 

( ca ncLU:i.o n 4 ) 

(3v)(3q) (3p) (3q) (3s) [O<v<x "O<w<x " O<s<x " O<p<y " O<q<y " 

T(s) " v*bVp*b A. b*wVb*q 

x = v1cb*W " y = p*b1cq]} 

(ca ru:LUW n 6) 

xSy :: xVy v yVx 

( co ttdUi.o n 2) 

REMARQUE 
1 

La relation V tient compté des conditions·l, 4,5,6, 7, 8, 11, 12, 

13, 14, 15, 16, 17 et 18 de la relation d'équivalence':. La relation S consi-

d~re en plus la condition 2. Les conditions 9 et 10 étant vides dans le cas 

de V(~), il ne nous manque que la condition 3, c'est-à-dire la transitivité. 

" Pour ~erner la cond~ tion de transitivité, nous nous inspirerons de 18;' mé thode 

utilisée par.GOdel [6) et reprise par Kleene [9]., 

" 
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51. 

III - Dans cette troisième étape, nouS utiliserons des fonctions inapirées par 

Kleene mais adaptées au cas présent, 

~lent A, une relation binaire et XA, sa fonction caractêr~stiqUe. 
Toutes les fonctions suivantes sont primitives récursives en XA, 

a 

<PA (n,x) = ~z[z~+x A [[xAn A z = n] v [-(~n) A Z = x]]] 

IjJA (O,x) 

IjJA(n+l,x) = <PA(n,x) 

À(k, z) = k! ·t(z) 

= z 

où a exp b = ab 

t ) 
w(n,z) = l.It[t~n A n < 1: À{i,z)] 

1=0 

w(n,z) , 
v(n, z) = [ L 

i=O 
À(i,z) ].!.n 

= v(m,z)EtA(w(m,z),z) 

a) Les fonctions À, w et v ne dép\ndent pas de A. 

cursives. 

Elles sont prtmitlvès r'-
" \ , 

b) 51 A est une ,relation primitive récursive (re~pectlvement récursive), 

J 
/ 

/' 
J/ 
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toutes les fonctions précédentes sont primitives récursives (respective-

ment récursives). 

c) QS est primitive récursive et OSez, ) én~ère avec répétition tous les 

nombres équivalents par rapport à = à z. 

IV -Montrons que toute fonction Nk 
-+ N représentable dans ~ est récursive. 

(t) 

Soit f: Nk -+ N représentée dans ~ pa~ le morphisme f, alors 

k 
V(alt ... ,~)éN , 

Soit g(a1~'" ,~) = R(3)ilG(H[ ... H[H(Z(a
1

) ,Z(a
2
» ,Z(a~)], ••• ],Z(~».f 

1 

Alors, f(al"'~'~) = z-l(ns(g(al,···,~),~Y(Nom QS(g(al""'~)'Y)])] 

Donc, f est récursif. 

REMARQUE 

a) 
, a a a. 
~ 1 2 k 

g(al""'~) est le morphisme f< ••• <a ,0 >, ••• >,0 > codé A l'aide de 

l'énumération de GOdel. 

b) 
-1 

Z ns(g(al, .•. ,~).~y[Nom 0S(g(a1' •..• ak),y)])] est le nom~re qui a pour 

code le plus petit nombre z satisfaisant les aeux conditions suivantes: 

z est le code d'un nombre et z est équivalent par rapport à = à 

g(al""~)' l'équation (t) assurant l'existence d'un tel nombre. 

COROLLAIRE 2.7 Toute fonction Nk 
-+ Nn , neW+, représentable dans ~ est r~cur-

sive •. 
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53. 

o PREUVE 
k n + "" k n Soit f : N + N , neN , représentée par f : N + N • 

k "" '" ~n,if : N + N est représentée par ~,if par la preuve du théorème 2.4. Donc, 

par le théorème précédent, n if est -r.écursif, ViEC1,n]. n, 

Comme f = < ••• <n· f,n f>,~ f> ••• ,n f> et comme la classe des fonctions n,l n,2 n,3 n,n . 

récursives est fermée sous le "produit par Nil. f est récursive\. 

01\ 

Nous avons ainsi démontré que si $ est la catégori~ pré-récursive 

libre engendrée par $, 

a) toute fonctiôfi primitive récursive est représentable dans ~, 

b) toute fonction Nk + Nn , keN+, neN+, représentable dans ~ est récursive. 
$ 

( 

"" 
2.5 FONCTION REPR~ENTABLE VANS ~ MAIS NON PRIMITIVE RÉCURSIVE 

Si nous examinons bien l~ preuve du théorème "Toute fonction ~ +/ N, 

représentable dans ~, est récursive", nous nou,s apercevons que nous utilisons 
, \ 

j , 
toujours des fonctions primitives récursives sauf à la derni~re ligni' où nous 

utilisons un minimum non borné. ~ ! 
Noàs perdons donc la récursivité primitive à 1\ 

la derni~re étape. Serait-il possible d'utiliser un minimum borné et alors 
~ 

nous aurions: 

"toute fonction If -+ N représentable dans ~ est primitive récursive" 
.. 

ou avonS-DOUS le résultat maximal, c'est-à-dire existe-t-il une fonction ré-

cursive mais non primitive récursive, .représentable dans $1 
\ 
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N
2 

'" ~ b t .. Soit la fonction a ~ définie par la double recursion em 0 tee 

suivante: 

a(O,n) = ntl 

~(mtl,n+l) = a(m,a(mtl,n» 

Cette fonction n'est pas primitive récursive (Péter [21]) mais nous allons 

montrer que cette fonction est représentable dans ~, donc, en particulier, 

est rééursive. 

, 
Nous aurons ainsi démontré que la classe des fonctions primitives rêcur-

s~ves est non seulement une sous-classe de la classe des fonctions représenta­

bles dans ~, mais en est une sous-classe propre. 

REMARQUE' Dans ~ , nous noterons 

ICA) = [AIA] A ~ A 

o (A) = [AOT] A+T 

e = [TeN] T + N 

Jo. [NaN] N+N CJ = 

p(A,B) = [AABpA] MB ~ A 

q(A,B) = [AABqB] MB~B 

e(A,B) = [AA (,bB) eH] : M (k>B) +B 

THEOREME 2.8 La fonction (l- .: ",2 + N définie ci-après est représentable dans ~ 

a(Q,n) = ntl 

a(m"\l,O) = a(m,l) 

a(mtl,n+l) = a(m,a(m+l,n}) , Vm,ndJ 

.'" \ 

n' 

, 
~. ", 

\ 
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55. 

PREUVE par étapes. 

l - Const~uction du morphisme W : N2 
+ N susceptible de représenter a dans ~ 

II - W<00(N),I(N» ='8 

A A ' 

III '- W<a, eo (N) > = 1/J<1{N) ,,000 (N) > 

/'or. A,.. A 

IV - w<ap(N,N),aq(N,N» = W<p(N,N),~<crp(N,N),q(N,N}» 
1 

V - ~<ameO(N),l(N»: N + N représente a(m,_) N + N , Vm~N 

1 
VI - W: N2 

+ N représente Cl U
2 

+ N 

l - Construisons le morphisme W susceptible de-représenter a ~an8 ~ 

a) Soit r (A) : (N" (A:lA»I\A + A 

= ~,A)<q(NI\(A:lA),A),e(~A,A~A)<q(N,A~A), 

R(A)p(N,A:lA»p(NI\(~A),A)~ 

b) Soit A(A) «bA)AA)I\N + A 

c) Soit T 

= r(A)«q«~A)I\A,N) .p(A~A,A)p«~A)I\A,N», 

q(bA,A) p( (A:>A)I\A.N) > 

: TI\ (~~N) + N::>N 

, , 
~ 

= [~(N) ]*<q (T .N::>N) • e(N ,N)"<âep(T,N:!N) ,q(T ,N::>N)>> 

d) Soit W : N"N + N 

= e(N,N)<q(N,N),r(N::>N)«I(N).T*O(N»,[âq(T,N)]*O(N»p(N,~» 

. , 
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56. 

= e.(N ,N)< q(N ,N) ,r (~N)« 1 (N), T*O(N», [ôq(T ,N) J*O(N» peN ,N) ><eO(N) ,1(N» 

= e.{N,N)<q(N,N)<eo(N),I(N»,r(N~N)«l(N),T*O(N».[&q(T.N)]*O(N»p{N,N) 

<@O(N) ,1 (N) », 

= e.{N,N}<l(N),r(N~N)«l(N),T*O(N»,[&q(T,N)]*O(N»eo(N» 

Mais F(N~N)«I(N).T*O(N».[âq(T.N)]*O(N»00(N) 

= r(N~N)«00(N),T*O(N»,[âq(T,N)]*O{N» 

= e.(N:>~,N:>N)<q(NA«NJN)J(NJ~»,N~N),e«N~)::J(N:>N),(N::JN):>(N::JN» 

<'l(N, (N:>N) :>(N::>N» ,R(N~N) p(N, (N:>N) ::J(N:::>N» >p(NA( (N::JN) :l(N:JN» ,N:>N) > 

«00(N) ,T*O(N»,[âq(T,N) J*O(N) > 

= e{N::lN ,N:lN) < [ÔQ(T ,N) J*O(N) , e( (N=N) ::J(NJN) , (N::td ::J(N:JN» 

<T*O(N),R(N::lN)00{N»> 

= e(N::IN ,N::JN) <[aq(T ,N) J*O(N) , e( (N;:,N) ::J(N::>N) , (N~}:>(N::JN) '> <T*O(N) , 

[[ 'l( TA «N:>N) :>(N~) ) ,NJN) ]* ]*O(N) > > 

= e(N=N,N::>N)<[aq(T,N)]*,e«N:::>N):>(N:::>N),(N:::>N)n(N:>N»<q(T,(N::JN):>(N:::>N», 

[[q(TA«N:>N):>(N::>N»,N:>N)]*J*p(T,(N::JN)::>(N:>N»><I(T),T*>>O(N) 

p ''\... ,-/..J--

= e(N:>N,N::>N)<[ôq(T,N)]*,[q(TA«N::>N):>(N::>N»,N:::>N)]*<I(T),T*»O(N) 

" 
P(TA«N::>N)::>(N::>N»,N::>N»«I(T),T*>,[âq(T,N)]*>O(N) 

= q(TA«N~N)::>(N::>N»,NJN)«I(T),T*>,[aq(T,N)]*>O(N) 

= [ôq(T,N)]*O(N) 

, 0' 
f 
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Dloù 1j><00(N), 1(N» = e(N ,N)<1(N) , Œq (T ,N) J*O-(N» 

= e(N,N)<q(T,N),[8q(T,N)J*p(T,N»<O(N),l(N» 

= ôq(T,N)<O(N),I(N» 
,.. 

= cr 

Donc ~<00(N),r(N» = 8 

1jJ<8,00(N) > 

, 
7 

57. 

• = e(N ,N) <q(N ,N) ,r(N;:,N)« l(N) , T*O(N) >, [âq(T ,N) J*O(N) > peN ,N) ><,â ,eO(N) > 

~ e(N,N)<00(N),r(N~N)«I(N),T*O(N»,[8q(T,N)J*O(N»a> 

Regardons r(N~N)«I(N),T~O(N»,(âq(T,N)]*O(N»ô 

= r(N~j«â,T*O(N»,[âq(T,N)]*O(N» 

= e(A,A)<q(NA(A~A),A),e(A~A,A~A)<q(N,A~A),R(A)p(N,A~A»p(NA(A~A).A» 

«â,T*O(N»,[âq(T,N)]*O(N» 

où A = N~N 

= e(A,A) <[âq(T,N) J*O(N) , e(A;:,A,A;;,A) <T*O(N) , R(A)ô» 

~ , 

= e(A,A) <[8q(T ,N) J*O(N) ,e(A:>A,A:>A) <T*O(N) , [(~(A) lit l*R(A»> 
1 • 

= e.(A,A) <[âq(T,N) J*O(N) , [~(A) J*<R(A) ,'r*O<N)>> 

= ;(A)«R(A),T*O(N»,[ôq(T,N)]*O(N» 

, 
'. 
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~ e(A,A)<e(A,A)<p(A,BACl,e(B,B)q(A,BAC»p(AA(BAC),B),q(AA(BAC),B» 

«q(CAB,A),<q(C,B),p(C,B»P(CAB,A»,q(C,B)P(CAB,A»«R (A).T*O(N», 

[âq(T,N)J*O(N» 

où B = A:JA. etC = B:JB • 

. 1 = e.(A,A)<e(A,A) <[âq(T,N)]*O(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A)>>,T*O(N)> 

= T<O(N),e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(À»» 

= [~(N)J*<q(T,A),e(N,Nj<âep(T,A),q(T,A»><O(N),e(A,A)<[âq(T,N)J*O(N), 

e(B,B)<T*O(N),R(A»» 

, ' 
= [6(N)]*<e(A,A)<[âq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»>,e(N,N)<Û00(N), 

e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»»> 

\ 

= e(N ,N) <eO(N) , [MN) J~~e(A,A) <[Ôq(T ,N) J*O(N) , e(B ,B) <T*O(N)! R(A) », 

e.(N ,N) <Ô00(N) , e(A,A) <[ôq(T ,N) J*O(N) , e(B ,B) <T*O(N) , R(A) »» > 

;:: lI(N) «e,(A,A) <[ôq(T ,N) J*O(N) , e(B ,B) <T*O(N) ,R(A) >~, e(N ,N) <âeO(N) , 

e(A,A)<[âq(T,N)JwO(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»»>,eO(N» 

= r(N) «q(AAN ,N), p(A,N) p(AAN ,N) >, q(A,N) p('AAN ,N) >«e,(A,A) <[ôq(T ,N) J*O(N) , 
\ , 

e(B ,B) <T*O(N) ,R(A) », e.(N ,N) <Ô00(N) ,e(A,A) <[ôq(T, N) J*O(N) , 

-- e(B',B) \<T*O(N) • R(A) »»,90(N) > 

. 
= r(N) <<00(N),e(A,A) <[âq(T,N) J*O(N) ,e,(B,B) <T*O(N) ,R(A»»,e,(N,N)<Ô90(N), 

/ 

e(A ,A) <[âq(T,N) J*O(N) , e.(B;B) <r*O(N) , R(A) »» 

= e(N,N) <q(NM,N) ,e(A,A) <q(N,A) ,R(N) p(N",A»,p(NAA,N»«90(N), 

e(A,Â) <[ ôq(T ,N) J*O(N) , e.(B ,B) <T*O(N) , R(A) »>, elN ,N) <Ô90(N)" 

e(A,A) <[ôq(T,N) J*O(N) ,e(B ,B) <·T*O(N), R(A)»>> 

'. 

" 
,~ 

,Pi 
1 
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59. 

= e(N,N)<e.(N,N)<GeO(N) ,e.(A,A)<[Ôq(T,N)]*O(N) ,e.(B,B)<T*On,J) ,R(A)»>, 1 

~,A)<e(A,A)<[âq(T,N)J*O(N),e(B,B)<T.*0(N),R(A»>,R(N)00(N»> 

= e(N,N)<e(N,N)<Ô00(N),e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»», 

'e(A,A)<e(A,A)<[âq(T,N)]*O(N),ecp,B)<T*O(N),R(A»>,rlq(TAA,N)]~]*O(N»> 

= e(N ,N)< e(N ,N)<Ô00{N) ,-e(A,A)<[ôq (T ,N) ] *O(N) ,eCB ,B)<T*O (N) ,R(A)>>~ , 

[q(TAA,N)J*<OCN),e(A,A)<[âq(T,N)J*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»»> 

= q(TAA,N)«O(N) ,e(A,A)<[Ôq(T,N)J,*O(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A)»> " 

e(N ,N).<creO(N) ,e(A,A)<[Ôq(T ,N) J .. *O(N) ,e(B ,B)<T*O(N) ,R(A);»». 

= e(~N)<Ô00(N) ,e(A ,A)<[Ôq(T ,N)] *O(N) ,.e(B-,B)<T*O(N) ,R(A) >>> 

\. . 
= e(N ,N)<Ô'00(N) ,e(k,A)< q(NAD ,A) ,e(B ,B)< q(N ,BhR.cA) peN ,B» p(NAB ,A» 

«I(N) ,T*O(N»',[âq(T,N)J*O(N)>> -

= e(N,N)<Ô00(N),r(NPN)~<I(N),T*O(N»,[ôq(T,N)]*O(N»> 
r 

" ; 

= e(N,N)<q(N,N),r(NP~)«I(N),T*O(N»,[&q(T,N)]*O(N»p(N;N»<I(N) ,âeO(N) > 

= ~ IGN) ,Ô00(N)> 

Donc 1/1<& ,00(N) > = 1/1< HN) ,ôeO(N);. , 

IV "" Vérifions que ,NAN<âp(N,N) ,ôq(N,'!)NI\N! N 

[J 

" 

a) 1/J<.8p(N ,N) ,âq(N ,N» 

= e(N,N)<q(N,N) ,r(N::>N)«l(N) .T*O(N» ,(Ôq(T,N) ]*O(N»p(N,N» 

<âp(N ,N) , ôq(N ,N) > 
, . ~ 

1 

.. 

..... ,. 

, " 

". 



,,, 
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" 

= t(N,N)~8q(N,N),r(N~N)«1(N),T*O(N»,[âq(T,N)]*O(N»âp(N,N» 
\ 

Dans la section III, nous avons constaté que J 

r(N~N)«I(N),T*O(N»,[âq(T,N)]*O(N»â = 
. l ' 

60. 

~ , 

[8(N)]*<t(A,A)<[âq(T,N)]*O(N),e(B,B)~T*O(N),R(A»>,e(N,N)<ô00(~)~ 

e(A,A)<[âq(T ,N) ]*O(N) ,e.(B ,B),<T*O(N) ,R(A) »» 

où A = N~N et B = A:ll". 

Alors tp<âp(N,N) ,âq(N~N» 

= e.(N,N)<crq(N,N),[8(N)]*<e.(A,A)<~âq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»>, 

e(N,N)<âeO(N),e(A,A)<[crq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A)»»p(N,N» 

= 8(N)«e(A,A)<[âq(T,N)]*O(N),~(B,B)<T*O(N)t~(A»>,e(N,N)<cr00(N), 

'e(A,A)<[âq(T,N)]*O(N)~e(B,B)<T*O(N),R(A»»>p(N,N),âq(N,N» 

= r(N)«q(AAN,N),p(A,N)p(AAN,Ni>,q(A,N)p(AAN,N» 

«e(A,A) < [ôq(T ,N) ]*O(N) ,e(B ,B) <T*P(N)', R(A)>>, e(N, N) <âeO(N) , 

e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N) ,R(A»»>p(N,N) ,âq( N,N» 
1 

= r(N)«âq(N,N),e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N),e(~,B)<T*O(N),R(A)»p(N,N», 

e(N,N)<â00(N),e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A»»p(N,N» , 

= e(N ,N) <q(NAA,N), e(A,A) <q(N ,A) ,R(N).p(N ,A) > p(NAA,N) > 

«âq(N,N),e(A,A)<[âq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»>p(N,N», 

t(N,N) <&eo(N) ,e(A,A)<[Ôq(T,N)]*O(N) ,e(B,B)<T*O(N) ,R(A»> >p(N,N» 
~ 

= e.(N ,N) <e.(N ,N) <ôOO(N) ,e(.) <[crq(T ,N) ],*O(N) ,e(B '~) <T*O(N) ,R(A) »> 

p(N,N) ,e(A,A)<e.(A,A)<[âq(T,N)]*O(N) ,e(B,B) <T*O(N) ,R(A) »p(N,N), 

R(N)ôq(N,N)>> 

, , 

, 
'", 

',/ 

" 
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61. 

= e.(N,N) <e.(N,N) <&eO(N) ,e.(A,A)<[ô'l(T,N)]*O(N) ,e.(B,B) <T*O( N),R(A»?> 

p(N,N) ,e.(A,A)<e.(A,A)<[Ô'l(T,N)J*O(N),e(B,B)<T*O(N) ,R(A) »p(N,N), 

[[~(N)]*J*R(N)q(N,N»> 

• 
= e.(N,N)<e.(N,N)<âeO(N),e(A,A)<[Ô'l(T,N)J*O(N),e.(B,B)<T*O(N),R(A»» 

p(N,N),[~(N)J*<R(N)'l(N,N),e.(A,A)<[a'l(T,N)]*O(N),e.(B,B)<T*O(N), 

R(A) »p(N ,N)>> 

= ~(N)«R(N)q(N,N),e.(A,A)<[Ô'l(T,N)J*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»>p(N.N)~, 

e.(N,N)<&eo(N),e.(A,A)<[ô'l(T,N)J~(N),e(B,B)<T*O(~),R(A»>>p(N~N)~ 

--f: e.(N,N) <e.(N ,N) <p(N,AAB) ,e(A,A)q(N,MB»P(NA(AAB) ,A) ,'l(NA(AAB) ,A» 

«q(BAA,N),<q(B,A),p(B,A»P(BAA,N»,q(B,A)P(BAA,N»«R(N)q(N,N), 

e.(A,A)<[ô'l(T,N)]*O(N),e.(B,B)<T*O(N),R(A»>p(N,N»,e.(N,N)<Ôeo(~),' 

e.(A',A) <[âq (T ,N) ]*O(N) ,e.(B ,B) <T*O(N) ,R(A) »>p(N ,N) > 

= e.(N,N) <e.(N,N) <e(N,N) <&eo(N) ,e.(A,A) <[ôq(T,N) J*O(N) ,e.(B,B) <T*O(N) , 

R(A»»P(N,N),e.(A,A)<e.(A~A)<[âq(T,N)]*O(N)~e.(B,B)<T*O(N),R(A»> 

p(N.N) ,R(N)'l(N,N»>,e(A,A)<[â'l(T,N)]*O(N) ,e.(B,B) <T*O(N ),R(A»>p(N,N» 
l , ' 

b) ~<p(N,N),$<âp(N,N),q(N,N»> 

= e.(N,N)<q(N,N),r(N~N)«l(N),T*O(N»,[âq(T,N)]*O(N»p(N,N}><p(N,N), 

~<âp(N,N),q(N,N»> 

l ' , 1 1 

= ~N,N)<$<âp(N,N),q(N,N»,r(N~)«I(N),T*O(N»,[â'l(T,N) ]*O(N) >p(N,N) > 

= e.CN,N)<e(N,N)<'l(N,N),r(N~)«I(N),T*O(N»,tâ'l(T,N)]*O(N»p(N~N» 

<Ôp(N ,N) ,q(N ,N) >, r(N~) «1(N) ,T*O(N) >, [â'l(T ,N) ]*O(N) >p(N ,N) :> 

= t(N ,N) <e(N ,N) <q(N ,~) ,r(N~)« l (N) ,T*O(Nh ,[ â'l(T ,N)] *O(N» âp(tt,N)> , 
, ' 

r(lPN)~< 1 (N) ,T*O(N» ,[ Bq(T ,N) ] *O(N» peN ,N» 
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62. 
f 

\ 

Dans la section III, nous avons cOnstaté '. r(N~N)<~I(N),T*O(N»,[crq(T,N)]*O(N»ô 

= [6.(N) ]*<e(A,A)<[ôq (T,N) ]*0 (N) ,e(B ,B; <T'*O(N) ,R(A)>> ,e~N ,N)<â00(N) , 

e(A,A)<[crq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»»> 
, l 

où A = NPN et ,B = A~A 

= e(N,N)<e(N,N)<q(N,N),[~(N)]*<e(A,A)<[âq(T,N)]*O(N), 

e(B,B)<T*O(N),R(A»>,e(N,N)<Ô00(N),e(A,A)<[ôq(T,N)]*O(N), 
; \ 

e(B,B)<T*O(N),R(A»»>p(N,N»,r(N~N)«I(N),T*O(N», 

[ôq(T,N)]*O(N»p(N,N» 

, \ 

= e(N ,N)<Il(N)«e.(A,A)<[crq (T ,N) ]*O(N) ,e(~ ,B)<T*O(N) ,R(A) >~, , 

e(N,N)<&eo(N),e(A,A)<[&q(T,~)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»>»p(N,N), 

q(N,N»,r(N~N)«I(N),T*O(N»,[&q(T,N)]*O(N»p(N,N» 

= e(N,N)<r(N)«q(AAN,N),p(A~N)p(AAN,N»,q(A,N)p(AAN,N» 
Q 

«e(A,A)<[aq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»>,e(N,N)~Ô00(N), 

e(A,A)<[crq(T,N) ]*O(N) ~e(B,B)<T*O(N) ,R(A)»>>p(N,N) ,q(N,N», 

r(N~N)«l(N),T*OQN»,[âq(T,N)]*O(N»p(N,N» 
\, 

= e(N ,N)<r (N) «q(N ,N) ,e(A,A) <[ôq(T ,N) J*O(N) ,e(B ,B)<T*O(N) , R(A)>> 

P(N,N»,e(N,N)<ÔeO(N),e(A,A)«ûq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»»o 

" p(N,N»,r(N~N)«l(N),T*O(N»,[âq(T,N)J*O(N»p(N,N» 
) 

= e(N,N)<e(N,N)<q(NAA,N),e(A,A)<q(N,A),R(N)p(N,A»p(NAA,N»«q(N,N)~-
'" . 

e(A,A) <[ôq(T ,N) ]*O(N) ,e(B ,B) <T*O(N) ,R(A) »p(N ,N) >, e(N ,N)'<Ô00(N) , 
1 

e(A,A)<[aq(T,N)]*O(N),e(B,B)<T*O(N),R(A»»p(N,N»~e(A,A)<q(NAB,A), 

e.(B,B)<q(N,B),R(A)p(N,B»p(NAB,A»«l(N),T*O(N», 

[âq(T,N)]*O(N»p(N,N» 

-,. .' , 
'; 

',. 

'\ ::~ 
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= e(N.N)<e(N.N)<e(N.N)<â00(N).e(A.A)<[ôq(T,N)]~(N), 

e(B ,B)<T*O CN) ,R (A»~>p(N .N) .e(A.A)<e.(A,A)<[âq CT,~)] *0 eN) • 

e(B ,B)<T*O (N) ,R (A) »p (N .N) .R (N)q (N ,N»:>, 

e(A,A)<[Ôq (T ,N) ]*0 (N) ,e(B ,B) .<T*O CN) ,R (A) »p(N ,N) > 

63. 

n'où, par a et b, 

W<Ôp(N,N),âq(N,N):> = W<p(N,N),$<Ôp(N.N),q(N,N»:> 

v _ Montrons que $<ameO(N).1(N» N -+- N représente a(m • ..J f.J -+- N, 'tJmeN 

PREUVE par induction sur m. 
\ 
\ 

1 a) Si m = 0, montrons que $<ôoeo(N).!(N» représente a(O,-). 
• 

Par II, nous savons que $<00(N),!(N» = â c'est-à-dire°$<90(N),!(N» 

représente l'a fonct~on successeur.&. Donc $<OO(N),I(N» représente 

0.(0,-) car a(O,...) = .6. 

...nI ' 
b) Supposons le résultat vrai pour m, c'est-à-dire ~<a 0O(N),I(N» 

'u 1 

représente a(m,-), 

montrons qu'alors le résultat est vrai pour m+l, c'est-à-dire ' 

W<~+l00(N),!(N» représente a(m+l,-J et ceci n'est vérifié que si 

'W<em+ lOO(N) ,1 (N) >ôn0 = ôa(m+l ,n) e, V neN. 

Preuve par.induction sur n. 

i) Si n = 0 

, ~am+leO(N),!(N»e = w<&,eO(N»~e 

= $<I(N),ôeO(N»ame, par III 

= $<Cf1e,Ô0> 

", 

" ,'t. 
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64. 

= ~<emeO(N),I(N»âe 
= &a(m,l)e car ~<SmeO(N),I(N» représente 

a(m,-) par hypothèse 

"a (mtl o)e "'f = 0 ' - par de inition. 

~m+l ~ .... n Aa(m+l,n)e 
Sup~oSon8 q .<~' eUtN),I(N»O 8 = 0 -

montrons que ~<s +leO(N),!(N»Ôn+1e = âa(m+l,n+l)e 

~am+180(N), !(N)>en+le = ~<am+18,en+l8? 
',' 

" 1'\ Am AD = ~ap(N,N),oq(N,N»<a 8,a 8> 

.... Amn "n = ~p(N,N) ,1j!<op(N,N) ,q(N,N)>><a 0',0 8> 

"m ..-II1tl .... n = ~<a e,~<a 0,0 0» 

.....m .....m+'1 .... n = ~<a 0,~<a 0O(N),~(N»a 8> 
A~ .... a(mt1 n) , = ~<a ~,a ' 0> par hypothese 11) 

= 1p<é?oo (N) ,1 (N) >ôa(mt l ,n) 0-

= Sa(m,a(m+l,n»e c~r ~<é?eo(N),r(N)~ 
représente a(m,_) "par hypothèse b) 

= aa(mt 1 ,ntl)8 

D'où ~amtleO(N),I(N»an+18 = ôa (m+l,n+l)e. 

j 

Donc, 'Vn€N, 1f/<amt180{N) ,l(N»SOe = Sa(mtl,n)8, par induction, 

. ~+l 
c'e8t-~-dire 1j!<a 80(N),I(N» représente a(mtl,-J , , 

Ainsi 1j!<ôOeO(N)~l(N» rep~êsente a(q',_) et si ,<ÔlneO(N),I(N» 

représente a(m,~, alors 1j!<~tleO(N),I(N» représente u(mtl,_) , , 
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65. 

D'où, par induction, ~<ameO(N),1(N» re~!ésente a(m,_), Vm€N. 
J 

4 
"s At f "s At... 

VI - Vs, teN, ~<a e,O' 0> =- ~<a 00 (N) , l(N) >0' \j 

= ,ôa(s,...J \) car ~<âs00(N), I(N» représente a(s,_) 
1 

/ 
= ~ représente a 

= a est représentable dans $ 

COROLLAIRE 2.9 La classe des fonctions représ~ntables dans ~ contient stric­

tement la classe des fonctions primitives récursives. 

PREUVE Le théorême 2.4 nous dit que toute fonction'primitive récursive appar-

tient à la classe des fonctions représentables dans ~ et le théor~me 2.8 nous 

donne une fonction représentable dans ~ qui n'est pas primitive récursive. 

2.6 MORPHISMES CALCULABLES 

Si A = l'ensemble des fonctions primitives récursives 

B = l'ensemble des fonctions représentables dans cf> 

C = l'ensemble des fonctions récursives 
1 

le théorème 2.6 et le corollaire 2.9 nous disent que A ~ B c C -
Pouvons-DOUS préciser la relation B = C, c'est-à-dire pouvonS-DOUS déci-

der s~ B = C ou si B est, strictement contenu dans C? 

Avant de répondre à cette question, nous allons démontrer que tout mot­

phisme f : N + N de ~ représente une fonction. 

A' 

\. 

. . .' 
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66. 

'\ , 
DEFINITION 2.10 Nous pouvons définir de façon inductive ce qu'est un mor-

phisme calculable f : T + A dans ~. / ' 

Si A = T, T ... T est calculable 

Si A = N, f : T ... N est calculable s'il existe un élément n de N tel que 

f = ane 
\ 

Si A = BAC, f : T + BAC est calculable si p(B,C)f T + B et q(B,C)f T + C 

sont calculables 

Si A = B.:lC, f : T. + B.:lC est calculable si pour tout morphisme calculable 
o 

() 

b : T ... B, le morphi~me e(B,C)<l(B), fO(B) > b : T + C est calcula-

ble. 

DEFINITION 2.11 Un morphisme f : A + B est calculable si pour tout "'orphisme 
, ' 

calculable a : T ... A, fa : T +B est calculable. 

THEOREME 2.12 Un morphisme f : A + B est calcuiable sl et seulèment sl 

(fq(T,A)J* : T + ~B est calculable. 

• 
PREUVE [fq~T,A)]*: T + ~B est palculable si et seulement si 

Va : T + A calc~able, e(A,B)<Z(A),[fq(T,A)]*O(A»a est calculable. 

Mais e(A,D)< I<À) ,[ f q(T ,A)] *O(A) >a:: e(A'~B)< q(T ,A) ,[ f q(T ,A) J*p(T ,A»< O(A) , I(A) >a 

= f q(T ,A)< O(A) , HA) >a 

= fI(A)a 

= a 

Donc, [fq(T,A)]* est calculable" Va : T -+ A calculable, fa T + B est , 1 
calculable r,:\ 

.. f : A -+ B e~t calculable 

. ~, 
,,," 1. 

,­

" 

.' . , ' 
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67. 

REMARQUE Qué' signifie la notion de nmor~hlsme calculable"? 

a) Un morphisme a : T ~ N est calculable si et seulement si a représente un 

nombre natur~l, c'est-h-dire si et seulement s'il existe un élément n de N 

tél que a = â~ 

b) Un morphisme f : N ~ N est calculable si et se~lement si f représente une 

,1 
fonction. En effet 

f : N ~ N est calculable 

~ '!/ neN , fa~ : T + N es t calculable 

~ 'ri neN 3Dl€N... fâ~ = â~ 

~ 3 une fonction Cl : N ~ N telle que fâne = aCl(n)e 
,1 

~ 3 une fonction Cl : N ~ N représentée par f : N + N 

c) Un morphisre a N~N ~ N~N associe h tout morphisme f 

morphisme de N dans N de la façon suivante: 

N + N, un autre 

f : N -+ N,::O [fq(T,N)]* : T ~ N=>N ::0 l3[fq(T,N)]* T + N=>N 

::0 e(N,N)<l(N), B[fq(T,N)]*> : N ~ N 

Le morphisme 13 : N~N + N~N est calculable si cette ,association préserve la 
i 
l---calculabilité, c'est-h-dire si pour tout morphisme calculable f : N + N, 

e(N,N)<I(N), 13[fq(T,N)]*> : N -+ N est calculable. 

THEOREME 2.13 ~es morphismes e,a,I(A) ,O(A) ,p(A,B),q(A,B) et e(A,B) de $ sont 

calcul~les, VA,1k 1 411 

a) e T -+ N est calculable par définition. 

l' 

b) a'est calculable car pour tout ~e T. + N, arfie = "n+1 a e est calculable. 

c) I(A) : A'" A est calculable car si a T : A est calculable, alors 

I(A)a = a est calculable. 

" 

" 
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68. 

d) OtA} : A + T est calculable car si a T + A est calculable, alors 

O(A)a : T + T eat calculable. 

e) p(A,B) : AAB.+ A est calculable car si, f : T + AAB est calculable, alors 

p(A,B}f est calculable par définition. 
'\ 

f) q(A,B) AAB + B est calculable car si f T + ~B est calculable, alors 

q(A,B)f est1calculable par définition. 

1 

g) ~(A,B) : AA{A:>B) + B est calculable car si g : T + AA(A:>B) est calculable, 
" 

alors P(A,AJ~g : ~ + A et q(A,AJB)g : T + AJB sont calculabfes 

= e(A,B)<I(A),q(A,AJB)gO(A»p(A,A:>B)g est calculable par définition d'un 

morphisme calculable T + AJB 
i 

~ e(A,B)<p(A,A:>B)g,q(A,AJB)gO(A)p(A,A:>B)g> est calculable 

= ~(A,B)<p(A,AJB)g,q(A,AJB)g> est calc~lable 

,.. eCA,B)'<p(A,AJB) ,q(A,A:>B) >,8 est calculable 

... e(A,B)g est calculable 

Donc, e(A,B) est calculable. 

y L 
THEOREME 2.14 Si ~(A,B) représente l'ensemble des morphismes de ~ ayant A 

pour domaine et B pour codomaine, les opérateurs 
\ 

a) compOSiti'bn~ ~(A,B) x ~(~,c) + $(A,C) 

( f g ) + gf 

b) produit ;P(A,B) x ;pCA,C) + ~(A,BAC) 

( f g ) + <f,g> 

c) étoile ~(MB,C) + cf>(A,lPC) 

f + f* 

,," l 

~ ... 

"r, 
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préservent la calculabilité, c'eat-~-dire l'image par ces opérateurs de 

,morphismès calculables est calculable et ceci, pour tous les objets 
\ 

A, B, -C de f 

PREUVE 

a) Soient f : A+ B et g : B +,C calculables 
(. 

alors a : T + A ealculable ~ fa calculable car f est calculable 

~ g(fa) = (gf)a calculable car g e~t calculable 

donc, gf est calculable. 

b) Soient f : A + B et g : A + C calculables 

alors par définition <f,g> est calculable car p(B,C)<!,g> = f et 

q (B,C)<f ,g> = g. 

c) Soit f : AAB + C calculable 

alors a : T + A et b : T -+ B calculables 

~ <a,b> calculable par b) 

~ f<a,b> ,calculable car f est calculable 

~ e(B,C)<q(A,B),f~p(A,B»<a,b> est calcula~le 

~ e(B,C}<b,f*a> est calculable 

* ' ~ e(B,C)<l(B),f aO(B» b est'calculable 

donc, e.(B,C) <l(B) ,f*aO(B»b est calculable, Vb : T + B calculable 

VaT + ,. ca1culab le 

~ f*a est calculable, VaT 4- A calculable 

~' f* e~t calculable. 

COROLLAIRl 2.15 (des deux théorèmes précédents) 

Le morphisme ~(A) «(~~)j(AjA»A(AjA»AA + ~ est calculable. 

, 
J- ' 

" 
" 

" 

. 
f, 
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PREUVE ~(A) est par définition le morphisme suivant: 

~(A,A)<~(A,A)<p(A,BAC),e(B,B)q(A,BAC»p(AA(BAC),B)q(AA(BAC~,B»«q(CAB,A), 
',,-

<q(Q,B) ,p(C,B»p(CAB,A»,q(CtB)p(CAB;A) > où B = A~A et C = B~B. 

~(A) n'est' donc formé qu'~ l'aide de morphismes projection pet q, de morphis-

mes évaluation ~, tous calculables par le théorème 2.13, et des opérateurs 
\ 

composition et produit qui préservent la calculabilité. 

final ~(A) est calculable. 

Donc le morPïi ... 

\ 

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant: 

THEOREME 2.16 Tout morphisme de ~ est calculable. 

PREUVE par induction sur la longueur des preuves appartenant ~ un morphisme, 

un morphisme étant une classe d'équivalence de VA(~) par rapport ~ 5. 

a) Définition' inductive de la longueur d'une preuve de VA (~) • 

Si a est une preuve de VA(~)' a est définie par une des conditions l, 3, 4 

5 de la section lC de la preuve du théorème 2.5, "- 2 étant ou la condition 

inutile dans le cas de la catégorie vide ~. 

1.' Si a est une des preuves énumérées dans la condition l, À(a) +1 

3. Si a est de la forme ApB~C, À(a) = À(ApB) + À(B~C) 

4. Si a est de la forme A<ApB,A~C>(B)A(C). À(a) = À(ApB) + À(~C) + 1 

5. Si a est de la forme A«A)A(B)pC)*(B)~(C), alors À(u) = À«A)A(B)pC) + l 

" b) Montrons que tout morphisme contenant une preuve de longueur lest ca1cu-

1ab1e. 

" 
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Ces morphismes sont 1(A), o (A) , e, a, p(A,B), q(A,B), e(A,B) et R(A). 

VA,Be Ill. Le théorème 2.13 nous l!}.outre que tous ces morphismes, sauf R(A) 

sont calculables. 

Soit A, un objet de 41. MontrOI!-s que R(A) 

c'est-à-dire R(A)ône est calculable, Yn€N. 

Preuve par induction sur la valeur de n. 

i) Pour n = 0, R(A)e = [[q(TA(~),A)J*J* , 

N ~ (~A)~(~A) est calculable, 

Par le théorème 2.13, q(TA(A~),A~'est calculable et par le théorème 

2.14, [q(TA(A~A),A)]* et [[q(TA(!;:IA),A')]*]* sont calculables. Par con­

séquent: R(A)e est calculable". 

11) Supposons que R(A)Ône est calculable et m~trons qu'alors R(A)ônt1e , . 
est calculable 

R(A)ôn+le = R(A)ââ~ = [[~(A)J*J*R(A.)ô~ 

",' 
Pat le corollaire 2.15, ~(A) est calculable et comme l'opérateur 

étoile preserve la calculabilité,.[[~(A)]*]* est ca1cu~able. Comme 

R(A)ôDe est calculable par hypothèse, [[~(A)]*]*R(A)Ône est calculable, 

la composition préservant la calculabilité. D'où R(A)Ônt1e est calcu-

1able. 

Par induction, nous avons R(A)â~ est calculable',VœN, c'est-l1-dire 

R(A) °est calculable; V AE.liVl • 

~ 

Donc, tous les morphismes contenant une preuve de longueur 1 sont calcqla-

bles. 

c) Supposons que tous les morphismes contenant une_preuve de longueur infé-
" 

rieure ou égale à m sont calculables. , 

j 

/~ --
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Soit f : A+ B, un morphisme con&enant une preuvè ApB de longueurom+l, 

la forme i) ~"'CWB où A,,,C et CWB sont des preuves alors la preuve ApBc~st de ~ ~ 
1 

ou ii) A<~C. AWD>CÀD où B = CAD, 

~C et AwD sont des preuves 

ou iii) A(AAC~D)*C~D où B =, C~D et AAC~D est 

une preuve. 

i) Si ApB = AtpCC&1B 

m+l = À(ApB) = À(~~) = À(~C) + À(CwB) 

= À(~C) ~ m et À(OWB) ~ m car la longueur de toute preuve est plus 

Il grande ou égale à /1. 

Par hypothèse, les morphismes g = [A~C] A + C et h = rC~] C+B 

sont calculables. 

D'où f = [Apa] ~ [CI.I.I8][A~J = hg est la composition de deux morphismes 

calculables, donc est calculable par le théorème 2.14. 

ii) Si B = CAD et APCAD = A<A~.C, AWD>CAD ; 

m+l = À(ApCAD)·= À(A<A~C,AwD>CAD) = À(A~C) + À(AWD) + 1 

= À(A~C) ~ m et À(AWD) ~ m. 

~ Par hypothèse, les morphismes g = [A~C]\ : A -+- C et h = [A.wD] : A -~ D 

sont calculables et alors, f = <g,h> est calculable, par définition. 
1 

" 

ii1) Si B = C~D et ApC~D = A(AAC~D)*C~D, 
m+1 = À (ApC~D) = À (A(AACqlD) *C:lD) 

\ 

=' À (AAC~D) + 1. 

Alots À (AAC~l» = m. 

Par hypothèse, le morphisme g = [AAC~D] : AAC + D est calculable et 

comme l'opérateur étoile préserve If ~alculab111té. d'apr~s le théorème 

2.14, f = g* est calculable. 

\ 
\0 

/ 

\ .' 

/' 

\ ' 
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73. 
1 

Donc, le morphisme f A ..... B contenant une preuve de longueur mtl est calcu-

lable. 

',Par induction, nous avons donc démontre que tout morphisme contenant une preuve 

est ca1cu~able et comme tout mo~hisme de ~ est une classe d'équivalenèe de 

preuves, tout morphisme de ~ est calculable. 

COROLLAIRE 2.17 Tous les morphismes T ..... N de f sont de la forme âne : T ..... N 

·et tous les morphismes f N
n + . ..ID Nt . 

N ,~ , sont des représentations de fonc-

tions récursives •. 

PREUVE 

a) Soit T ..... N dsns~. T"'" N est calculable, ~ est de la forme âne T .~ N. 

b) Soit f 

a a a 
, 3mf:N 1 f le 2e ne = ome te que < ••• <0' ,0 >, ••• >,~ > 

car tout morphisme T r N d~ ~ est de la forme one. 

Définissons une fonction g de Nn d3ns N p~r g(3
1

, ••• ,3
n

) = m, m étant -" l'entier introduit dans la phrase précédente et ceci pour tout élément 

(a
1

, ••• ,an) de Nn • Alors, 

al a 2 a g(a1 ' .•• ,a ) 
f< ••• <o S,O' 6>, ••• >,0' na> = ome = 0' " net l/(a

1
, ••• ,a

n
)."'" 

f ~ + N est donc une représentation de fonction. 

'" 
c) Soit f N

n 
..... ~, ~Nt, un morphisme de ~. 

Si n(m,l) -

Il(m,2) = 

p(N,N)p(N2,N) ... p(~-1 ,N) , 

q(N,N)p(N2,N) •.. p(~-1 ,N) 

J:f1 + N 

lfl + N 

/1 

,1 
'1 



'N 

\ 

1 
1 
~ , 
1 
f 

1 .1. 

• 

-~ 

,) 

... ~. - ... _-----~---'---~- . 

'nCm,3) : 
V 

1 2 • .Dl-l 
q (N ,N) •. • p(~ ,N) 

nCm~m) : 

? 
Alors les morphismes n(m',l)f, .•• , n(m, 

tions par b). 
l ' 

74. 

, 
~ ~ N représentent des fonc-

, ' 1 
Soit fi' la fonction représentée par n(m,iH'., Vidl,mJ, alors, comme le 

produit de deux représ~ntations de morphismes est la repré~}ntation du pro-
1 

duit des d~ morphismes, quand un tel produit existe, 

f ; " f ': < ... <n(m,l)f,n(m,2)f>, ... >,IT(m,m)f> est la representation de 

<'ru.<f ,f >, ... >,f > : Nn ~ Nm• 
,1 2 m 

1 f Nn ~ ~, mEN+, est donc une. représentation de fonction. 

<.. \ 

d) Comme toute fonction Nn ~ Nm, mEN+, représen~able dans ~ est récursive, un . ,~ 
n . .Dl - 1 morphisme N ~ N de ~ ne peut représenter 'qu'une fonction récursive. 

~'où tout morphisme Nn ~ ~, mEN+, de ~ est une représentation de fonction 
i 

J 
récursive'. ../ 

'. / 

2.7 ,fONCTION RÉCURSIVE NON REPR5sENTABLE VANS l 
1 

,.' 
i 

II 

~Nous sommes madntenant en me~ure de ré~ondre à la question précédemment 

posée: La classe Ides foncttons rep~ésentables dans ~ est-ell~ égale à la 
\ 

classe des fopctionè récursives Ou est-elle strictement contenue ~ans cette ,.J , l 

derni~re?, / .. , . 
.' \ 

,) 
1 

".. ,. 
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, 
THEOREME 2.18 Il existe une fonction récursive qui n'est pas représentable " 

" 

1 

PREUVE Nous allons construire, par la méthod~ de diagonalisation, une fonc-

f --
tion récursive K : N + N ,qui 1 ne peut être représentée dans $ que si 0 = l,dans 

Ens. 

1 - Conàidérons les fonctions et relations récursives suivantes: 

• 

(, , 
1. D(x) = ~yrT(y) A ()z)[z S X A'x = y*z]] 

, 0 

(D(x) Mt le. ,doma...ine. de. x .6,( x ut un mOll.ph-Ume.) 

= ~y[T(y) A ()z)[Z S X A X = z*y]] 

(C (x) Mt le. c.odomain~ de. li: ~,( JI! e..6t u.n mo.ILph-Ume.) 
\, 
_l 

3. MN,N(x) = M(x) A D{x) = S{S) A CCx) = R(S) 
, / 

(~' N(x) .6.(..\X ut u.n mo.ILph-U~e. ayant li pouJ!. dq11llLine. 'e;t N , \, 

pok. codoT"fltUn~) , 
, , 

4. ~,N(x) = M(X)'A D(x) = R(3) /1' CCx) = R(S) 

,,5. L(O) 

L(nt1) 

(M.r N{x)' .6'.i x Mt un mOlf..phMme. ayant T poUIL doma..<.ne. e;t, N , , 

~OUIL codomcu.ne.) 

= ~y[y ~ L(n) A ~,N(Y)] 

, (L(n) (!At te. ndme. nomMe. x poUIL lequel. noU.6 avo~ ~,N(x)~ 

II - a) La fonction suivante est partiellement t~è~rsive. 

b) J(n,L(n» est définie, Vn€N. 
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Preuve. Soit u€N. Par défi~ition de L(n) et de Zen), nous avons 
.. 

~ N(L(n» et M.r N(Z(n», c' est-à-dir~ L(o), est un nombre' de Gbde1 
, ' .. 

d'une preuve NpN ou du morphisme [NpNJ et Zen) est le nombre de Godel 

d'une preuve ~N 'ou dù morphisme [T~NJ. Alors R(3)*Y(n)*L(n) est le 
, 1'1 

nombre de Godei de 1~ preuv~ T~NPN ou du morphisme [T~NpN]. Le co-
t 

... m 
ro1laire 2.17 affirmant que ce morphisme ~st de la forme a e, il 

existe un élément m de N tel que R(3)*Y(0)*L(n) et Z(m) sont les nom­

bres de GOdel de deux preuves équivalentes ou du même morphisme. Par 

définition de QS (théorème 2.6), cela signifie que Z(m) appartient à 

l' :fmage de QS (R(3)*Y (n)*L(n) ._) : N + N. Ainsi, ' 
1 \ 

(3w)[nS(R(3)*Y(n)*L(n),w) = Z(m) J. 

Comme Nom(Z(n» , 8,(3w)[Nom(QS(R(3)*Y(n)H(n) ,w»]. 

Par conséquent, j.lt[Nom("S(R(3)'lcY{n)'lcL(n) ,w»] est définie. V nEN. 

Mais cette expression est ,J(n,L(n». y 

Donci. J(n,L{n» est définie, Vn€N. 

, \ 

c) La fonction suivante étant partiellement récursive et définie partout 

·est récursive 

J(n,L{n» = j.lt[Nom(n
S

(R(3)'lcY(n)'lcL{n),t»J. 

III - Les fonctions suivantes ,sont récursives 

-1 \ 
6. Q(n) = Z ("S(R(3)~Y(n)*L(n), J(n,L(n»») 

7. K(n) = Q(n) + 1. 

Que .représente la fonction K : N + N? Nous pouvons faire la liste or­

donnée des n~~ x qui sont ~es nombres de GOdel de morphismes de la 
, \ 

forme [NfN]~ c'est-à-dire des nombres x pour lésquels nous avons 

Si f est la fonction représentée par le morphisme décrit par 
n 

(f 

-JI' " , , 

\ 

. , 
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le nième nombre de la liste ci~essus, ,. 
K(n) = fn(n) + 1 

IV - La fdnction récursive K : N ~ N n'est pas représentable dans ~. 

En effet, si K,est représentable par un morphisme [NaN] de $, le nombre 

de dodel de NaN appar~lt dans la liste ord~nnée {x 1 ~ N(x)} décrite , 
ci-dessus et y a un certain rang m. 

nombre de Godef de NON, 
<.,.......----

Alors L(m) = 

et q>(m) -1 
= z (nS(R(3)*Y(m)*L(m),J(m,L(m»» 

= f (m) m 

K(m) = f (m) + l m 

Mais fm = K, d'où K(m) = K(m~ + 1 

Comme K est récursive, K{m) (N et alors 0 ="1. Ceci est faux dans 
, -

Ens et par conséquent, K n'est pas représentable dans ~. 

COROLLAIRE 2.19 La c1asse des fonctions représentables dans $ est stricte-

ment contenue dans la classe des fonctions récursives. 

," 
~ 

Dans notre définition de catégorie pré-récursive, nous avons omis l'u­
( . 

nicité de,l'axiome de peano-Lawvere. Nous l'avons om:8 c~~ l,'priicité ne sau-

rait se traduire au niveau des "nombres de GOde 1 , par une relation récursive. 

Mais nous pouvons maintenant l'introduire en définissant une catégorie pré-

récursive avec unicité comme étant une catégorie pré-récursive satisfaisant la 

condition suivante: 
\ .,""\ 

Pour tout morphisme g : A ~ A et tout morphisme h : N ~ A de la catégo-

rie, si ho': gh/calors h = e(A,A)<h80(N),e(A;:)A,A:::>A)"<[gq(N,A)J"',R(A)>>. 

\ 

" 
",~ 
, 

.. ; ! 
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Examinons quelques propriétés des 

1 
\,--J 

,- 18. 

...... - ........ ~ .. _-

catégories 'pré-récursives avec unicité. 
1 

\ 
1. Comme toute .catégorie pré-récursive avec unicité est pré-récursive, toute 

\ 
fonction primitive récursive est représentable dans chaque catégorie pré-

récursive avec unicité. 

2. Si nous ajoutons une dix-neuvième condition à la relation d'équivalence -

3. 

introdyite dans la preuve du théorème 2.5, soit 

19. si NcrNaA ;: NaAj3A, alors 

NaA ;: N<NOTeNaA,N«N)A(A)qASA)*B,NRC>(B)A(C)eB~(A)A(B)eA 

où B = (A)~(A) et C = (B)~(B) 

nous obtenons la construction de la catégorie pré-récursive avec unicité 

libre engendrée par une petite catégorie A, et ceci pour toute petite 

catégorie A ........... 

1 

Notons ~ , la catégorie pré-récursive avec unicité libre engendrée par la. P . 
. \ 

En adaptant la preuve du théorème 4.49 que nous verrons 

n t +' \ plus loin, nous pouvpns démontrer que tout morphisme f : N + N , t€N , de . 

catégorie vide $. 

~~ représente une fonction récursive. 

4. Tout comme pour~, tout morphi~e de $~ est calculable. Par conséquent, 

n + -tout morphisme a : T + N , neN , de ~~ est de l~ forme 

al a 2 an 
< .•• <0 6,0 6>, ••• >,0 6> pour (a' , ... ,a) ENn . Si l'on dit qu'un tel 

l n 

morphisme représente un produit de nombres naturels, tout morphisme 

n + -T + N , neN , de $~ ~eprésente un produit de nombres naturels et tout 

produit de nombres naturels ou tout élément de ~, n€N+~ est représenté 
\ 

dans $J.l' ' 
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Si S(~) et S(~~) représentent les sous-catégories pleines de ~ et de $~ 

respectiv~ent où IS(~) 1 = \S(~~) 1 = {Ni\i€N}, ces deux catégories possèdent 

les propriétés suivantes: 

a) Toute fonction primitive récursive et tout produit de nombres naturels sont 
1 

représentables dans chacune de ces catégories. 

b) Tout morphisme de chacune de ces c~tégories représente un produit de nom-

" 

bres naturels, une fonction récursive ou est un morphisme ayant pour codo-

maine 'objet terminal de la catégorie. 

c) non primitive récursive représentable 
,.i~ t 

d) Il existe une qui n'e~t représentable dans aucunf dè ces 

catégories. 

1 

Une derni~re remarque avant de tetjniner ce chapitre. Dan's la défini-

tion de catégorie pré-récursive, nous poprrions remplacer la condition d'exis-

tence d'une familie de morphismes {R(A) :,N + (A~A)~(A~A)IA~IAI} par la condi­
\ 

tion suivante: 

A est fermée sous le schéma suivant: 

/ 
1 

tjJ b : T + A 
, tjJ(b,f) 

Of : A -+ A 

N-+A 

tjJ vérifiant les équations suivantes pour tout morphisme b 

morphisme f : A + A de A: 

tjJ(~,f) = e et tjJ(b,f)a = ftjJ(b,f). 

\ 

T + A et pour tout 

Cette structure engendrerait aussi une catégorie S(~) partagea~t les' ... 

propriétés de S(~) et S(~~) énumérées ci-haut. 

. . 
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, 
Nous avons vu que dans~, la catégorie pré-récursive libre engendrée 

par la catégorie vide $, la classe des fonctions représentables dans $ con­

tient strictement~la classe des fonctions primitives récursives et est stric-

tement contenue dans celle des fonctions récursives. 
\, 

y aurait-il moyen de trouver uné structure que nous appellerions 

"catégorie récursive" telle que dans la catégorie récursive libre engendrée 

par ~, la classe des fonctions représentables coincide avec la classe des 

fonctions récursives? 

Nous verro~~_ ,qu'au moins deux structures possèdent cette propriété et 

même plus. Ils présentent une solution 'au cas des fonctions partiellement ré-
" 

cursives. 

\", 

3.1 MORPHISMES VE CATÉGORIES PRÉ-RÉCURSIVES 

Auant' de proposer une solution au problème soulevé, nous allons étudier 

un certain nombre de morphismes qui se retrouvent dans toute catégorie pré-

récursive. Ces morphismes nOU8 seront utiles pour fO,rmuler de nouvelles 

structures. 

, " 

catégorie pré-récursive, A possède les morphismes sui~an~8: 

\ 

l, 

. , 
'1 

\ 
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i 
~ 

1 J f 1 
, a) ~ N2 + N 

1 ( 

""" 
/' \" 

= e(N,N) <peN ,N) ,~(~,M) <p(M, (M:lM) A«M:lM):>(M::IM» ,e(M:lM,M:>M), 
J 

q(M,(M:>M)A«M:>M):>(M:lM»><[q(T,N)]*O(N),<[[oe(N,N)<q(N:>N,N), 
\ 

p(N:>N,N»]*q(T,N:>N)]*O(N),R(M»>q(N,N» où M = N:>N 

= e(N,N)<P(N,N),e(M,M}<[q(T,N)]*O(N),~(roM,M:>M)<[[oe(N,N) 
<q(N::>N ,N), p(N~N'tN) > ]*q(T',N::>N) ]*O(N) ,R(M) »q(N ,N) ~ où M = N:lN. 

$ satisfait les êquations suivantes: 

œKI(N),eO(N» = e(N,N)<l(N),[q(T,N)]*O(N)eO(N» 
,\ 

= q(T,~)<O(N),I(N» 

= l(N) 

iKp(N,N),oq(N,N)~ 

. \ 
1 

) 

= O'e(N ,N) <q(N:>N ,N) ,1?(N::>N ,N) ;<e(M,M) <'[ q(T ,N) J*O<ti) ,e(!bM,M:>K) <[[oe(N ,N) 
( 

<q(N::>N,N),p(N::>N,N»]*q(T,N::>N)]*O(N),R(~)~>q(N,N),p(N,N» 

=< oe(N ,N) <peN ,N~ ,e(M,M) <[ q(T,N) ]*O(N) ,e(M:>M,M:lM) <[[ o~(N ,N) <q(N:>N ,N)" 

p(N:>N,N»]*q(T,N:>N)]*,R(M»>q(~,N» 

=0$ 

\ 

Donc $ représente la fonction addition. 

b) ®: N
2 

+ N
2 

= e(N,N2)<p(N,N),e(~,S)<p(S,(S;S)"«S::>S):>(S::>S»,e(SjS.S::>S) 
q(S,(SjS)"«SjS);(SjS»><[~q(T,N),ep(T,N»]*O(N),««p(N,N),~ ( 

/ , , \ 

e(~,N"}cq (N::>N
2 

,N) ,p(N::>N2 ,N» J1t('X,N::>N
2

) ]*O(N) ,R(S) »q(N,N)~_ 
-t 2 

OÙ°8 = N::IN 

... 



f' 

1 

() 
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83. 

= e(N,N 2) <p (N ,N) ,e (S ,~) <[ <q (T ,N) , e~(T ,N) ;; J*O(N) ,e(S;,S ,S;,S) <Il <peN ,N) ,ffi> 
1 

e(N ,l) <q (N;,N
2 
,N) ,p(N:>N 2 ,N) > J*q (T ,N;:)N

2
) J*O(N) , R(S) »q (N ,N) > où S = N:>N.

2 

® satisfait les équations suivantes: 

®<I(N) ,eO(~) > 

= e(N~N2)~I(N),[<q(T,N),ep(T,N»]*0(N)eO(N» 

= <q(T,N),9p(T,N»<O(N),I(N» 

, <1 (N) ,eo (N) > 

®<p(N,N),aq(N,N» 

'" o 2 2, 1 2 J* = <p(N,N),~>e(N,N )<q(~~N ,N),p(N:>N ,N»<e(S,S)<[q(T,N),ep(T,N» O(N), 

2 \ 2 i >' 2 2 
e(S::JS,S::JS) <[[ <peN ,N) ,EB>e(N ,N ) <q(N;,N ,N), p(N,?N ,N) > ]*q(T ,N:>N )'J*Onf> , 

..... 
R(S»>q(N,N),p(N,N». 

" -r o' 1 J 

= <peN ,N) ,$>e(N ,N
2

) <peN ,N) ,e(S, S) <[ <q (T ,N) ,ep(T ,N) ~ ]*O(N) ,e(S:>S ,8;'8) 

2 . 2 2 2 
<[[<p(N,N),~>e(N,N )<q(N=?N ~N),p(N;,N ,N»J*q(T,N;,N )]*O(N),R(S)>> 

q(N,N» 

= <p (N, N) ,EB>® 

Alors p(N,N)®<I(N) ,eO(N) > = p(N,N) <1(N) ,eO(N) > = I(N) 

p(N,N)®<p(N,N) ,aq(N,N) > = peN ,N) <p(N,N) ,tD>® = p(N,N)~ 

:~ 
/, 

q(N,N)®<I(N),OO(N» = q(N,.N) <I.(N),eO(N»A= OO(N} 

q(N,N}®<p(N,N) ,aq(N,N) > = q(N,N)<p(N,N},~>® = e~ 

= $<p(N,N)®,q(N,N)~ 

Donc p(N,N)® représente n et q(N,N)® représent~' la, multiplication." 
. 2,1 " 

f _ ,,1 

.. 

( 
. , 

'. 
,j. 
~ .~~ 
.~ .. 

" . .1 ~ ... 4-

• .)...~, r! J 

, 
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Considérons 
~ -1 ...... 

o : tpN -+- N
3 

= «aO(N~N)te(N,N)<aO(N~N),I(N~N»>,OeO(N::IN» 

3 3 
€ : (N::IN)AN -+- N 

2 3 2 s 3 = «crp(N,N)p(N ,N)q(N~N,N ),e(N,N)<Op(N,N)p(N ,N)q(N~N,N ),p(N::IN,N »>, 

, 2 2 3 
'q(N ,N)®<q(N"N)p(N ,N) ,q(N ,N»q(N::lN ,N» " 

3 
,'( : (N::IN)AN -+- l~ 

1, 

= e(N 3 ,N 3)<6p(N::lN;N),e(V,V)<e*p(N::lN,N),R(N
3
)Q(N::IN,N»> 

~ 

, ' 

= e{N 3 ,N 3)<6p(N::lN,N) ,e(V,V)<€*p(N::IN,N) ,R(N3)q(N~N,N)>><I(N::IN) , 90 (N::IN) > 

3 3 3' = e(N ,H )<t5,e(V,V)<e:*,R(N )60(N::IN)>> 
, 

3 3 < 3 * = e{N ,N )< 15,[ q(ti\V ,N ) Jtr<O(N::IN) ,e: »' 

= ô 

'y<p(N::I~ ,N) ,aq(~::l,N ,N) > 
f 

= e(N 3 ,N 3) < ôp(N:>N ,N) ,eCV, V) < e;*p(N::lN ,N) ,R(N 3) q (N::lN ,N) »<p(N:>N ,tO , 

(jq(N::IN~» 

= e(N 3 ,N 1 <\(lp(N:JN,N) ,e(V" V) < e;*p(N::lN ,N) ,R(N
3
)Oq(N::lN,N)>> 

3 3 " 3' , 
= e(N ,N )<5p(N~,N),e(V,V)<E:*p(N~,N)-,[[~(N )]*,]*R(N')q(N::IN,N)>>, 

,1 

, 1 . ' 

-." 

" 

.~ \. .... 

;ft' • 
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3 3 1/ ) = t(N )«R.(F )q(N;:)N,N),e: p(N=>N,N»,Ôp(N;:)N,N > ' 

= 

= e(N3,N3)<e(N3,N3)<Ôp(N~N,N),e(V,V)<E*p(N=>N,N)tR(N3)q(N:lN,N»>, 

e:*p(N::IN,N)> 

, t' 3 3 * 3 = e:<p(N::IN,N),e\N ,N )<ôp(N::>N,N),e(V,V)<e: p(N::>N,N),R(N )q(N~N,N»» 

:;: E<p(N::IN,N) ,y> 

85. 

<~ 

" 

2 3 '2' 3 . -) 3 
= «Op(N,N)p(N ,N)q(N=>N,N ),e(N,N)<ap(N,N)p(N ,N)q(N~N,N ),p(N::>N,N »>, , ' 

2 2 3 . 
q(N,N)®<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»q(N::IN,N »<p(N::>N,N) ,y> 

1 

~ 2 = «ap(N,N)p(N ',N)yte(N,N)<ap(N,N)p(N ,N)y,p(N::>N,N)>>,q(N,N)® 

<q(N,N)p(N2,~)y,~(N2,N)Y> 

1 

Si Yl = p(N',N)'p(N
2

,N)y, Yz~, q(N,N)p(N
2

,N)Y et Ya = q(N 2,N)Y, 
- 1 

alors Yl<I(N=>N),eO(N~N» = eO(N=>N) 

yl<p(N::>N,N),aq(N;:)N,N» = cryl 

Y2<I(N~N),eO(N~N» = e(N,N)<eO(N,N),I(N::>N» 

~ - Y2<p(N;:)N,N),aq(N::>N,N» = e(N,N)<cryl,P(N::IN,N» 

Y3~I(N::>N),eO(N=>N» = OeO(N~N) 

Ya<P(N=>N,N),aq(N=>N,N),> = .q(N,N)®<Y2'Ya> 

.... 
Soit y = y 1/ : N::>N -+ N::>N. a 

Alors, 's1 g : N -+ N est une fonction rep-résentée par g N -Jo N dans A, 
~ Il 

e(N,N)<I(N),y[gq(T,N)]*O(N» : N -+ N représente,la fonction P(g) : N -Jo N. 

définie cOIIDIle suit: 

,'j 

)~ .. , , 
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\ / 

( ,) 

d) 

e) 
\ 

/ 
- .. ~---~ ___ ~_..!!-I~_' ____________ ~_( 

n 
P(g)O = 1, P(g) (n+1) = g(n) x P(g) (n) = il g(i), 'Vu€N. 

i=O 

sg : N -+ N 
~ 

= e(N,N)<aeO(N).e(N~N,N~N)<[eO(TAN)]*O(N),R(N»> 

sge = e(N,N)<ae,e(N~N,NJN)<[aO(TAN)]*,R(N)e» 

! 

= e(N,N)<aa,e(N~N.N~N)<[eO(TAN)]*,[q(TA(N~N) .N)J* 1*» 

= e(N,N)<ae,[q(TA(N~N),N)]*<I(T),[eO(TAN)]*» 

= q(TA(N~N),N)«I(T),[eO(TAN)]*>,ae> 

= ae 
\ 

sga = e(N,N)<aeO(N),e(NJN,N~N)<[eO(TAN)]*O(N),R(N»> 

= e(N,N)<aeO(N),e(N~N,N~N)<[eO(TAN)]*O(N),[[~(N)]*]*R(N»> 

= e(N,N)<aeO(N),[;(N)]*<R(N),[80(TAN)]*O(N»> 

= ~(N)«R(N).[eO(TAN)J*O(N);~aeO(N», 

= 

86. 

= e(N ,N) <e'(N ,N) <aeO(N) ,e(N~N ,N:JN)<[ eO(TI\N) ]*O(N) ,R(N) >,>.[ eO(TAN) ]*O(N) > 

= eO{T"N)<O(N),e(N,N)<aeO(N),e(N~N,N:JN)<[eO(TAN)]*O(N),R(N»» 

= eO(N) / 
Donc, sg représente la fonction .6g .: -N- -+ N qu. envoie 0 sur l,,:~t tout é1é:-

( 
ment différent oe, zéro sur zéro. 

, 

sg :\N ,+', N 
\~L_ 
= sg sg 

~g6 = sg age = s~e ,= aO-(N)e = e 
Il "-

aga = sg sfP = ag60(N) = aeO(N) 

\ . ' 

Donc, ag représente la fonction.69 : N -+ N qui envoie 0 sur 0 et tout élé- , 

me~ différent de zé~o ~ur 1. 

... . 

- , " , ' 

- j 

, , 

- . . . 

. , 
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87. 

f) 
- 2 
A:N .... N 

() 1 
22 2222 2* = e(N ,N )«6,6>O(N),e(N ~N ,N ~N )<[<Op(N,N),p(N,N»q(T,N )J O(N)~ 

R(N
2

)>> 0 

, ' 
22' 2222' 2' = e(N ,N )«8,8>,e(N :IN ,N ::lN )<[<Op(N,N),p(N,N»q(T,N )J*, , ~ 

[[q(TA(N2~N2),N2)J*]*» 

, 
= q (TA(N~:::JN2) ,N2

) «l('P , [<Op(N ,N) ,p(N ,N) >q CT ,N
2

) J*> ,<8,0>.> 

= <8,8> 

.22 2222[ 2* 
e(N-,N )«e,e,~O(N),e(N ~N,N ~N ~< <Op(N,N),p(N,N»q(T,N)J OeN), 

[[~(N2)J*J*R(N2»> 

= e(N2 ,N 2) «9 ,6>O(N) ,[ t; (N2
) J*<R(N

2
) ,[ <OpeN ,N) , p(W.,N) >q(T ,N

2
) ] *O(N)>> 

= ~(N2)«R(N2) ,[ <OpeN ,N) , peN ,N) >q(T ,N
2

) J*>O(N) ,<8, e>O(N» ct p 
• • 0 

= 

<.,. 
::; 
'22 22" 2222 ,', 2*" 
e(N ,N )<e(N ,N )«e,6>O(N),e(N ~N ,N ::lN )<[<Op(N,N),p(N,N»q(T,N )1." 

, 2 " 2 
O(N),R(N »>.[<op(N.N),p(N,N»q(T,N )J*O(N» 

::; ,e(N2 ,N 2)<A., [~op(N,N) ,p(N ,N) >q(T ,N
2

) ]*O('~) > 

2 -= <op(N.N),p(N,N»q(T,N, )<O(N) ,A> 

-= <ap(N,N),p(N,N»A 

-Alors, p(N,N)AB = p(N,N)<e,8> =: e 
" 

_ 1 --

~.N)Ao ::: ,p(N,N)<op(N.N) ,p(N"N»A = Op(N,N)A 

q(N,N)Â6::: q(N,N)< e, e:. ::; e 

q(N,N)Aa '::;" q(N,N)<op(N,N) ,p(N,N»A = p(N,N)A 



1 

1 
( ) 

1 

. f 

r 

0: , ' 

. , 

1 • 

/ Il 

88. 

Donc. p(N,N)A représente I(N) et q(N,N)A reprêsente la fonction antécédent 

A. Par conséquent, notons A, le morphisme q(N,N)A. 

LEMME 3.1 Le morphisme AU N ~ N représente l'identité I(N) : N ~ N. 

PREUVE Acr = q(N,N)AU = q(N,N)<crp(N,N),p(N,N»A = p(N,N)A. 

Montrons maintenant par induction que Aacrne :: crne, 'dn€.N. 

o -a) Aaa-e ~ Aae = p(N,N)Ae :: p(N,N)<e,a> = e. 

, n n ' b) Si1Acra a :: cr a, alors 

n+1 - n+ 1 - n Acra e:: p(N,N)Aa e:: p(N,N)Aaa a 

:: p(N,N)<ap(N,N),p(N,N»Aone :: ap(N,N)Aane :: 

:: aAaane 4aane :: antle. 

Donc; par i~duc tion, Acrcrne :: ane = al (n) e, 'd n~N et Acr représente 1 (N) • 

3.2 CATÉGORIES RÉCURSIVES 

DEFINITION 3.2 Une catégorie A est dite récursive si 
\;) 

a) elle est pré-récursive, 

b) elle possède un morphisme p : N::>N' -+ N tel que 

i) q(N,N)®<e(N,N)<Ap,I(N~N»,sg p> :: 60 (N::>N) 

., 

i' 

... . 
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l 1-

- ( 
iii) q(N,N)~sge(N,N),sgpq(N,N~N» = ~O(NA(N~N» 

Q 1 

1v) \ Pour tout morphiBllle CL, : T -+-' N~N et tout morPh~~e anO T .~ N de A, . 
" , .' n ntl 

si e (N ,N) <one ,CL> ,= e et I;'!ge(N ,N) <ohe. Yu> = e, alors pa ~ 00 e = cr a., \. 

REMARQUE Regardons ce que s~gnifie le morphisme p ~, N~N -+- ~. 

.' \, 

À. 1!'~ur tout morphisme g T" N~N de A, les conditions 1)" li) 'et i11) <fe7 .: 

, \ 

, ) 

viennent: 
" , 

i) q(N .N)~e(N ,N)<APg,g>, ag .pg> = a ,,' 

ii) sge(N,N)<APg,yg~ = e 
- . ) -

q(N,N)~sge(N,N)<I(N),gO(N»,sg pgO(N» = GoiN) . " 
" 

11i) 

a) Si pg = e, les conditions .1) et 11) ne nous app~en~ent rien car- le, cô- .' 

té gauche des équations devient alors a. Mais la condition ii1)~ s.< 

b) 

transforme car 

q(N,N)~8g.(N,N)<I(N),gO(N»,sg pgO(N» 

= q{N ,~e(N,N)<I(N) ,gO(N»,Si eO(N». 

= q(N,N)~Sge(N,N)<I~N),gO(N»,aaO(N» 

= q(N,N)~p(N,N),aq(N,N»<sge(N,N)<I(N),gO(N»,eO(N» 

= ~sge(N,N)<I(N).gO(N»,eO(N» 

.= ~I(N) ,eO(N»sge(N,N)<I(N) ,gO(N» 

= ~I(N),eO(N»sge(N.N)<I(N).gO(N» 

= ~e(N.N)<I(N),gO(N». 
1 \ 

A1~1. 111) devient .ge(N.N)<I~N).gO(N)~ 80("). , 

Si P8 est de la forme ab, pour un morphisme b T ~e A, la condi-

tien ii1) devient eO(N) = SO(N). Par contre, 
, , 

'. 

, ' 
f 

-
',:.7 
;J,~ 
',' 

• 4 
\ ,'/;' 



, , 

( ) 1. 

'? 

" 

! 

q(N,N)~<e(N,N)<Apg,g>,sg pg> . ' 

= q(N,N)@<e(N,~)<Apg,g>,8g ab> 

= q(N,N)@<e(N,N)<Apg,g>,aa> 

= q(N,N)@<p(N,N),aq(N,N»<e(N,N)<Apg,g>,e> 

= 'q(N 'IN) ~p(N ,N) ,œ>®<e(N ,N) <Apg, g> ,a > 

= 6)®<e (N ,N) <Apg ,g~,a;>l " 

= $@<l(N),eO(N»e(N,N)<Apg,g> 

=.œKI(N),eO(~»e(N,N)<Apg,g> 

,= e(N',N)<Apg,g> 

,i) devient e(N,N)<Apg,g> = 'a 
, ' 
_ N 

sge(N,N)<Apg,y~> = e. et 11) est 

. 
\ B. Pour tout morphisme f N -+ N de A, 

a) * \-Si [fq(T,N)] = e, alors sgf = eO(N) 

90. 

b) Si P[fq(T,N)J* est de la forme ab pour un morphisme b T -+ N de A, 
1 i' 

.: 
.~ ~ 

fAab = fAP[ fq(T,N)]* = fq(T,N)<I(T) ,AP[ fq(T,N)]*> 

= e(N,N)<AP[fq(T,N)]*,[fq(T,N)]*> = e 

sge(N,N)<I(N)\y[fq(T,N)]*O(N»AP[fq(T,N)]* 

= sge(N,N)<AP[fq(T,N)]\Ycfq(T,N)]* = a. 

et 

"" C. Pour toute fonction h N -+ N représentée par : N -+ N de A, 

a) Si p[hq(T,N)]* = a, alors 4gh = OO(N) = K, ction constante zéro. 

b) - * n Si p[hq(T,N)] est de la forme oa a, alors 
'.?f' 

h(n) = hA(ntl) = 0 et .49P(h)(n) = i9P(h)A~ntl) = 0 

car P(h) est représentée par ~(N,N)<I(N),y[hq(T,N)]*O(N». 

~ f\ '. , 
J , .. , , 



( ) 
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Mais h(n) = 0 et ~gP(h)(n) = 0 

• h(n) = 0 et P(h)(n) ~ 0 

o et 

)...... , 

91. 
iÎ 

_ {Si n::0, h(n) = 

si n;t0, h(n) = 
n-1 

o et n h(i) ~ 0, donc h(i) ~ 0, ViéL1,n-1J. 
i=O 

- n = ~y[h(y)=OJ 

Donc, si p[hq(T,N)J* ~st de la forme aana, alors ~yrh(y)=OI ' 

est défini et n = ~y[h(y)=O]. 

c) Si ~y[h(y)=O] est défini, alors h(~y[h(y)=O])' ~ 0 et 

~(h)(~y[h(y)=O]) ~ 0, c'est-l-dire ~gP(h)(~y[h(y)~O]) = O. 

sge(N ,N)<a\-1Y( h(y)=OJa ,y[hq(T',N) J*> 

= sge(N,N)<I(N),Y[hq(T.N)J*O(N»a~y[h(y)=O]a 

= a~9P(h)(~y(h(Y)=0J)a = 8 

, , 

et la condition iv) nous dit que dans ces conditions, 

En résumé, 

si ~y[h(y)=OJ est défini, P[hq(T,N)]* = cra~y[h(y)=O]a; 

si ~y[h.(y)=OJ n'est p'as défini, pchq(T,N)]* ne peut être de la 'forme 

aana, Vn€N; 

si p[hq(1',N)]* =,i a, alors 6gh = K, la fonction constante zéro. 

Donc p ne représente pas le" 'uinimum" mais le successeur du minimum. Ain-
. , 2 

si, si la fonction ~h : N ~ N est définie pour la fonction h : N -+ N. re-

- 2 ,.. 2 * . présentée par le morphisme h : N ~ N, p[hq(T,N)] représente ~.~h, où ~ 

est la fonction successeur. \" 
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Dans cette définition, nous avons précisé le raIe du morphisme 

p : N~N ~ N par les cond~tions i), ii) et iii). Mais nous~'avons besoin que 

de la condition d'unicité iv) pour obtenir les résultats suivants: "Toute 
. 
fonctlon récursive est représentable dans une catégorie récursive. Toute 

n Nk H+ t fonction f : N + , kt .1 nEN représentable dans L (~), la catégorie récur-p 

sive libre engendrée par cp, est récursive." Psr conséquent, la définition 

suivante serait suffisante. 

/ 
DEFINITION 3.3 Une catégorie est dite récursive (~) ai 

1 

a) elle est pré-récursive, 

b) elle poss~de un morphisme ~ : N~N + N satisfaisant la propriété suivante: 
\ -

Pour tout morphisme a : T + N::>N et tout morphisme one : T + N de A, 

si e(N,N)<ane,a> = e et sge(N,N)<ane,ya> = e, alors~a = one. 

Dans le cas d'une catégorie récursive (~). 

~g = ~y(e(N,N)<I(N),gO(N)>crY9=e]. pour tout morphisme g : T + N::>N pour lequel 

~y[e(N,N)<I(N) "gO(N»crYS=9] existe. Pour les autres morphismes g : T + N::>N, 

Ilg peut -~tre défini de n'importe quelle façon. 

THEOREME 3.4 Toute catégorie récursive est récursive (~). 

PREUVE Soit A, une catégorie récursive. Montrons que le morphisme 
1 

Ap : N::>N + N munit A d'une structÙIe 'de catégorie récursive (~). Soient 
, '1 

a : T+ N::>N et atta : T + N, deux morphismes de A tels que e(NtN)<a~ ,ri.> = e 
- ~- \ 

et sge(N,N)<a~,~> = e. Pat l'unicité dans une catégOrie. récursive. 1 
pa = 00 ne. Et AfXJ. = Aaana = one, par' le lemme 3.1. Donc, Ap satlsfa:L.t la 1 

.', 
-, . 

" . , i 

,~ ~:'1 

", 
,;. -r 

. , 
" 

! 

'./ 

',' 



1 
1 

1 , 
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\ 

.' ,-

---~ - ------~~----------------

condition de la définition 3.3 et A est primitive récursive (~). 
~ 

, 

93. 

a) Soient A et S, deux catégories récursives. Un foncteur ., DEFINITION 3.5 

'F : A ~ B est dit récursif s'il est pré-récursif et si F(PA) = PS' 

b) Dans le cas de deux catégories'récursives (~) A et S, un foncteur 

F : A ~ 8 sera récursif (~) s'il est pré-récursif et si F(~A) = ~8' 

DEFINITION 3.6 Soit A, une catégorie récursive ou récursive (~). Une 

Nk n Nt Nt - A fonction partielle f: + N ,k€ ,ne ,est representab1e dans s'il 

,.. k n k 
existe un morphisme f : N + N tel ,~ue pour tout (a1, •.• ,ak) EN pour lequel 

f(a
l

, ... ,ak) est défini, 

/ 
1T f(a, ... ,a. ) 1T f(a, .... a. ) " 1T f(a p '" ,~) 

< < n,l 1 K e "n,2 1 IC e> ont n 6> . .. a ,v , ... , 

THEOREME 3.7 Soit A, une catégorie récursive (Il). Toute fonction récutsive 

est repré~entable dans A. 

\ 

PREUVE par induction sur la longueur des descriptions associées aux fonctions 

récursives. 

1 
Nous reprenons la preuve du théor~e 2.4: "Toute fonction primitive 

récursive est représentable dans chaque ca,tégorie pré-récursive" dans laquel-

le nous remplaçons "fonction primitive récursive" par "fonction récursive". 

Nous n'avons qu'un seul cas l ajouter l cette preuve. C'est sous l'hypoth~8e 
',,-

B: '~oute fonction récursive ayant,une description de longueur inférieure 

ou égale il n est représentable dans A. /1 

-

1"'1 f 

1: 
' .. ~ 
i;, 
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t 
t 
! 
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iv) f admet une description de la forme lJ8 et f t: lJp' 0- \\ R el'1l \.1. f(I\~:c.t 1 Il''1 dé-

/ 

. 
- . .n+l 

crite par ga: N ~ ~ N. 

Les égalités À(f) = À (lJ8). = À(g) t 1 nous montrent que À(g) = n. Par hy-
l, -<t> 

poth~se, g est donc représentable dans A ar un morph;lsme g car g ',admet 

une description de longueur n. ,Nous ~8VO s aussi que, lJg est définie. 
_ r 

Pour tout élément (a
1

, ••• ,8
n

) de ~, il ex ste donc un élément 'y de N tel 
/. 

que g(a , ••. ,a ,y) = O. Monttons que f es représentée par " 
1 n 

jl[g]* : Nn ... N:;)N ... N. (! 
l, 

1 - Soit (al, ••. ,an)e~ et soit b 0). Essayons de 

caractériser 'b • 

.. g(a
1
,.,.;,a

n
,b)' = 8(a

1
, ... ,8n ,_)(b) = 0 

et si b;J: 0,/&(8
1

, ... ,a ,c) = 8(a , ... ,a ,_)(c) -;. 0, 'Wc<b 
1/ n l, n " 

b-l , 
.. g(a , ••• ,a • __ )(b) = 0 et si b'-;' 0, 

1 n 
( 

n ~ (a 1 ' ... , a ,_)( 1) ;J: 0 
i=O n 

.. g(a
1

, .. 4',a ,_)(b), = 0 et 'P(g(a
l

, ... ,a ,_» (b) t. 0 
, ' n ,n 

.. g(a , ... ',a ,_)(b) = 0 et .6gP(g(a , ... ,a , _» (b) = 0 
1 ~ n .1 n 

= 0 et .6gP(g(a , ••• ,a ,_» (b) = ,0 
1 n 

! 
II - qpmme g repr~sente g, le 'morp'hisme h N + N,' d'éfini par 

al a a 
1 h = 8« ••• <a a,a 2e>, ••• >,a ne>O(N) ,I(N) > .représente la fonction 

8(a 1 ,···,a ,-) . n N ... N. 

1/ 

\ 



( 

1 
\ 
i 

r ,. 

. .., 
.... _~4~ .... _ .. ~)_._r _______ "' ______ . ___ __ wr _____ ~ __ -4 ~. 

\ 

, 
d En effet, hO' e 

al a 2 an d = g< ••. <a e,o e>, ... >,a e>OXN),I(N»a e 

g(a
l

, .•• ,a ",d) 
= a % e, V dEN car g représente g 

, . 

~ et k = e(N,N)<I(N),y[hq(T,N)]'lrO(N) représente P(s(a1, ••• ,a
n

,--» 

(cas c de la section 3.1).' 
\ 

". '" 'Ir al' a a 
III - Démontrons que ~[g] < ••• <a e,o ~e>, ••• >,o·ne> = 

Pour ceci, il faut vérifier que 

b .... 'Ir al a 2 an 
e(N,N)<a 9~[g] < ••• <0 8,0 9>, ••• >,0 a> = a et 

- b . ~ ~ '" al a 2 an 
sge(N,N)<O e,y[g] < ••• <a a,a 9>, ••• >,~ e» = 9 

. b "" '" al a 2 :'ln 
a) e(N,N)<o e,[g] < ••• <a e,a 8>, ... >,,0 8> 

a . a a 
ni '" 'Ir n 1 2 n b = e(N~N)<q(N ,N) ,Cg] peN ,N»« •• • <0 8,a 8>, ••• ',0 9>,0' 6> 

al a2 a~ b 
= g« ••• <O 6,a 6> ..... >,o 6>,0 e> 

g(a
1

, ... ,a ,b) ,.../ 
= 0' n 8 car g représente g 

o 
::'0' 8 = e 

.... 'Ir al 8 2 an 
b) Const"atons que [g] <" •• <0' e,a e>, ••• >,0 e> 

_ al 8 2 ' an 'Ir 
=[g< ••• <o 8,0 8>, ••• >,0 O>O(N),I(N»q(T,N)] • 

.... '" al' a 2 8n En,effet, [g] ,c • •• <a 0,0' 8>, .... >,0 8> 

. , 

95. 



r 
1 
l , 

o 

\ 
a a a \ 

'''''''Ir 1 2 n 'Ir = [e(N,N)<q(T,N),[S] < ••• <0 a,o 6>, ••• >,0 6> p(T.N»J 

à cause de la structure cartésienne fe~ée 

..., 'Ir al 8 2 an \ 'Ir 
= ~e(N,N)<I(N),[S] < ... <0 6,0 6>, ... ,0 6>O(N»q(T,N)] 

n ..., 'Ir n al a2 · ~n 
= [e(N,N)<q(N ,N) ,[s] 'p(N ,N»< •.• <0' S,a e~, ... ta 8>O(N), 

I(N»q(T,N) ]* 

'a a a " ..., 1 2 n 'Ir = [g< ••• <~ a,a 6> ••.• ,o e>O(N),I(N»q(T,N)] 

= [hq(T,N)]* j 

a a a - b ""',..,'Ir 1 2 n 
c) sse(N,N)<o B,y[S] < ... <0 6,0 6>, ... >',0 6» 

- b ..., 'Ir = sse(N,N)<cr e.y[hq(T,N)] > 

- b ::: sSko" e 

96. 

COlIIDe k représente P(s(a l , ... ,an,_», 8S la fonction ~g et la. compo­

sée de deux morphismes ,représentant des fonctions représente la 
, '-

composée de ces fonctions, 'alors 

sgk représente ~gP(g(a , ••• ,a , __ » N ~ N 
. 1 n , 

- b et sg1ca e 
\~ , 

~gP(s(al •••• ,a , __ »(b) 
= cr n 6 

~gP(s(al""ta ,b» 
= cr 1 n e 

" 

l, 



, \ 
_ --_._---, "_._-_._----- ... ' -

, . 

a ' a à 
- be ""[ .... J* la 2e, ne'» a D'où sge(N,N)<a ,y g < •• ,<0 ,a >" ... >,0 = 

abe satisfait les équations de la condition b de la définition d'une 

catégorie récursive '(~) et par conséquent 

"" * al a 2 an 
ll[g] < ••• <0 a,a 8>, ... >,0 ,8> 

l \ \ 

Donc llCS]* représente f. 

COROLLAIRE 3.8 Soit A, une catégorie récursive', Toute fonction récursive, 

est représentable dans A. 

COROLLAIRE 3.9 (de la preuve du théor~me 3.7) Soit A, une catégorie récur-

sive (ll) (respectivement récursive): Toute' 'fonction partiellement récursive 

est représentable dans A. 

PREUVE La preuve du théorème 3.7 n'a qu'~ être modifiée i l'avant-dernière 

ligne. " 

a a a 
"'" 'If l 2 n 

ll[g] <"'<0 6,0 6>, •.. >,0 a> 
f(a , ••• ,a ) ,j 

l net 1 "1"- t = a , pour ous es t: t:IIIen s 

t-

(al"" , an) e:N
n 

pour lesquels f(a l , ••• ~an) est défini. 

"" 'If 
D~nc, ll[g] représente f. 

THEOREME 3.10 Soit A, 'Une 1>etite catégorie. Il 'existe une catégorie récur-

sive l(lJ) libre engendrée par A, node Lll (A) • 
, 1 

j' 

, 
" 

, : 

'. 
" , 

...... ~~ , 



1 • 

o 
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98. 

PREUVE Nous reprenons.la preuve du théorème 2.5 affirmant le résultat pour 

A, pré-r,écursive. Nous n'indiquerons ici que les modifications majeures il , 

apporter. 

l ~ Soit V~(A), le syst~e déductif suivant: 

A) ajouter ~ comme symbole primitif 

D) la définition de "termes" est identique 

C) dans ,la définition des preuves, ajouter: 

1) ix) (N):J(N)~N 

II - Dans la définition de ~a relation d'équivalence E, ajouter 

19. Pour toute preuve Ta(N):J(N) et toute preuve de la forme TanON, si 

T<TOneN,Ta(N):>(N»(N)A«N):>(N»eN E taN et 

n ',.., -
T<Ta eN,T~(N):>(N)y(N):J(N»(N)A«N):J(N»eNsgN = T6N, 

n "" -alors ~(N):>(N)~N = Ta eN où (N):>(N)y(N):>(N),NsgN,NsgN.(N)A(N)0(N)A(N) 

sont les preuves correspondant aux morphi-smes définis dans la sec- ,.~ 
, 

tion ~.1 (par exemple'TaN est la preuve correspondant au morphisme 

e : T + N) et où les preuves de la forme TÇneN son~ définies par in-

duction par les deux équations suivantes: 

li. Ta6 eN = TaN 

2. Tan+1eN = TanONoN. 

III - B) Dans la définition de F sur les preuves; ajouter 

.\ 

nmOREME 3.11 So~t A, une petite catégorie. Il existe une catégorie dcur-
, , 

sive libre engendrée- par A" notée Lp{A}. 

, 
.. ' 

.~' 

~' 1 
;: 
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PREUVE R~renons la pre~ve du'théor~e p~écédent. Remplaçons ~ par p. 
, ' J 

Dans la condition 19 de la définition de la relation d'équivalence, remplaçons 
, f . ' 

la conclusion par: "alors Ta.(N)::l(N)pN S! T~NC1N" et ajoutons-y trois conditions: 
l. ' 

20. (N)::l(N)«N)~(N)«N)::l(N)pN A (N)AÇN)qN,(N)::l(N)l(~)::l(N» 

(N)A«N)~(N»eN,(N)::l(N)pN8gN>(N)A(N)~(N)A(N)qN e (N)?(N)OTeN 

21. (N)::l(~)«N)::l(N)pN Â (N)A(N)qN,(N)::l(N)y(N)'~(N»(N)A«N):J(N»eNsgN il 

(N):>(N)OT8N 

22. (N)A«N)~(N»«N)A«N)::l(N»eNBgN,(N)A«N):J!N»q(N)::l(N)~NsgN> 
. 

(N)A(N)~(N)A(N)qN fi (N)~«N)::l(N»OT8N 

• 
Le reste de la preuve est identique, 

THEOREME 3.12 \ Toute fonction f' Nk ~ Nt kEN+, représentable dans L~(~) -est 

récursive. 

PREUVE 'Reprenons la preuve du théorble 2.6. Nous n' indiquons ici que les 
/,', 

~odification8 h apporter. 

Il - Ajouter le nombre 71 pour l.I dans' la ,liste des nombres de GOdel. 
v 

, . 
~Le~relationB suivantes sont primitives récursives. 

TP~(x) = TP(x) 

ST)J(x) ::r ST(x) 

TlJ (x) = T(x) 

,MPlJ(x) il MP(x) 1\ x = F(5)*R(11)*F(5)*R(71)*R(5) 

SM (x) = SM(x) (où nous remplaçons MP(v) par MF (v» _lJ lJ 

M (x) 
}.I 

xW y 
lJ 

= M(x) (~ù nous r~plaç01ls SM(n) rar S\ (n~) 

= xWy (où nous remplaçons M(x) pa! ~(x» .. 

f 

,,', 

l '. 



~ .',' 
- " 

, . , 

(} 
xV y 

II 

xS y 
II 

, , 
---~ ..... ----- -_. -----

100 • 

. 
= xVy. (où nous remplaçons M{x) ?a,r ~(x)· et xWy par xW l1Y) 

, 1 

(La relation ~tient c~pte des cond~t1~s 1,2,4,5,6,7,8,11,12.13(14,15, 

16,17 ,et 18 de la définition de la relation Id 1 équivalence e). ' 

IV - Les fonctions et relat,ions suivantes sont partiellement récursives. 

J(n,f) = llt(Nom( Qg (R{3)*Y(n)*f,t») 
II 

U{f) ;; Z(J,ln[Zéro( Os (R(3)*Y(n)*f,J(n,r»)]) 
j.l 

. xRl ;: xWl,V[Mll(X)I\(3f)[O<f<x 1\ x ;; R(3)*R(13)*F(R(3»* 

R( 7) *F(R(S» *R(43) *f*R~17) ~(53) *F(R(S» *R( 11,) *F(R(5» , 

R(71) *R(S) 1\ U(f) est déf1ni 1\ y :; U(.f)] 
o 

. "(c.onc:.Uü~n 19) (voir la remarque qui suit ce théorème) 

1 

xB
ll

Y ;; xVll~ (où nous r~p1açons'xWllY par x~y) 

xN Y :; xR y v yR x 
II ll' II , " 

V - Si f Nk + N est représentable ,dans Ll.I(~) par 1: morphisme f, consi~ê~ , 

rons 

g(a l' ... ,~) = R( 3) *G[H[ ••• [H[H[' Z(a.) , Z(a
2
? J ,Z(a,)], ••• ]z(ak~l) ]z(atc)J*l 

" 

, . ,. 

Alors f(a
l
" ••• ,~) 

Par conséquent, f est récursive. 

.' 

" 

, , 

p • 

• Q 

, 
, . 

l' 
,d 

.. 
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101. 
""' ... '. 

REMARQUE Regardons sous quelles conditions" U(f) est défini. 

1. Considérons la ~e1ation xQy ;: M(x) ~ M(y) A (C(x) = C(y» ~ (D(x) = D(y», 

.' où les fonctions C(x) et D(x) sont celles définies dans la section 2.7. 

Cette relation entre deux nombres représentant des morphismes satisfait 

les cond'ltions l à 18 de la dHinition de la relation d'équivalence ;: 

dans le sens suivant: si deux morphismes satisfont une de ces conditions, 

leurs nombres de_Godel sont en relation Q. •. Et comme S\1 est la plus petite 

relation entre deux nombres représentant des morphiS1Iles qui satisfait les 
q 

conditions 1,2,4,5,6,7,8,11,12,13,14,15,16,17,18, alors xS~y ~ xQy. 

2. I\(f) .st défini 

=j (3n)[ J(n,f) est défini] , , 

/ ~ C3n)(3t)[Nom (ns).! (R(3)*Y(n)*f,t»~ 
\ / 

... (3n)(3t)(3m)[ns (R(3)*~(n)*f.t) =.Z(m)]; 
lJ 

... (3n) (3m)[R(3)*Y(n)*fS
ll

Z(m)]. 

... (3n)(3m)[R(3)*Y(n)*fQZ(m)] 

... (3n)(3m)[C(R(3)*Y(n)*f) = C(Z(m» = R(5) A 

D(R(3)*Y(n)*f) = D(Z(m» = R(3)] 

... (3n)MT N(R(3)*Y(n)*f) , . 

... ~,N(f) 

• Donc, si U(f) est défini, f est le nombre de GOde1 d'une preuve de la for-

me NgN. 

3. U(f) est défini 

o 

J' 

.-' . 
" 

'~ 



1 
f 

1 ( ) 

\ , 

" 

._-----"---. 

.. (3n) (Zéro (Os (R(3)*Y(n)*f,J(n,f») " 
J.l 

(V'm<n)["'Zéro[ Os (R(3)*Y(m)*f,J(m,f»]JJ 
\.1 

.. (3n)[Zéro (Qs (R(3)*Y(n)*f,J(n,f») " (Vm<n)[J(m,f) est défini A 
i J.l 
1 

"'Zéro [ l'lS (R(3)*Y(m)*f,J(m,f»]]] 
II 

102. 

co (3n)[Zéro EnS (R(3)*Y(n)*f,J(n,f»]" (\im<n)[Nom[ Qs (R(3)*Y(m)*f, 
1 \.1 "~ 

J(m,f»'] A ..... Zéro [Qs (R(3)*Y(m)*f,J(m,f»]]] 
lJ 

... (3n), [l'lS (R(3)*Y(n)*f,J(n,f» = Z(O) A 
\.1 

(Vm<n)(3s(m» [OS (R(3)*Y(m)*f,J(m,f» = Z(s(m» " sem) ;t 0]] 

, II 
\ 

4. Si nous nous rappelons la définition de TOteN (preuve du Jhéorème 3.10), 

TatSN est la preuve dont le nombre de GOdel est Z(t)." Si nous notons 

(N)~(N)y(N)~(N) (resp~ctivement NsgN) la preuve qui correspond au morphis­

me y : N~N - N:>N (respectivement si : N + N) de la section 3.1 et 81 NgN 
\ 

est la preuve dont le nombre de godel est f, preuve dont l'e~1stence est 
1 

assurée par la section 2 de cette remarque, alors 

1 " 
U(f) est défini 

.. (3n)[TOnSNgN = TaN A (Vm<n)(3s(m»[TOmeNgN = Tas(m)eN A's(m) ~ O]J 

.. (3n)(3t(n»[TonSNgN ~ Te~" t(n) ~ 0 A 
\ 

t<TaneN,T«T)"(N)qNgN)*(N):>(~)Y(N):>(N»(N)"«N)j(N»eN ~ ~t(n)eN] 

(par les propriétés de (N)j(N)y(N)j(N» • 

.. (3n)[T~eNgN, ;;; TeN "T< n T[(T)A(N)qNgN]*(N):>(N)y(N)::I(N)> 

(N),,«N)~(N»eNs = TeN] 

1 
n Comme Ta eN 

!.. ' 
a T<TaneN.T[(T)A(N)qNgN]*(N)::I(N»(N)A«N)~(N»eN, 



() 

! 

~ (3n)[T<TaneN,T[(T)A(N)qNgNJ*(N)~(N»(N)A«N)~(N»eNI = rON A 

T<TOneN,T[(T)A(N)qNgNJ*(N)~(N)y(N)~(N»tN)A«N)~(N»eNsgN - TaN 1 

• 11 existe un élément n de N tel que les preuves TaneN et 

103. 

* T[ (T)A(N)qNgNJ (N)~(N) satisfont les deux équationsvde la condition 19" 

de la définition de la relation d'équivalence :. 
n 

• il existe un élément n de N tel que les preuves Ta eN et 

T[(T)A(N)qNgNJ*(N)~(N) ~N et roneN sont équivalentes par rapport h -. 

Donc, U(f) est défini si et seulement si il existe un élément n de N tel- que 1 

les nombres Zen) et R(3)*R(13)*F(R(3»*R(7)*F(R(5»*R(43)*f*R(53)*F(R(5)* 

R(11)*F(R(5»*R(71)*R(5) sont les nombres de Godel de deux preuve~ équivalen~ 

tes par rapport à = et alors, U(f) = Zen). 

k.~ + + COROLLAIRE 3.13 Toute fonction N ~ N , o€N , kEN, représentable dans L~(,), 

es t récurs ive. 

THEOREME 3.14 Tout~ fonction partielle f Nk ~ N, kEW+, représentable dans 

L~(~), est partiellement récursive. 

PREUVE En repren~nt la preuve du théorème prêcédent, nous n'avons qu'à 

modifier l'avant-derni~re' ligne. 

Alors f(al""'~) = z-l[nN {g(al •• ··'~),~y[Nom(~ (g(a l ,··· J~),y»)]}J, 
~ k Il 

pour tous les éléments (al""'~) de N pour lesquels f(al.···'~) est 

défini. Par cons~q\tent, f est partiellement récursive. 

COROLLAlgE 3.15 Toute fonction partielle ~~ ND, neN+, kEN+, représentable 
"' r 

dans L~(,),e8t partiellement récursive. 

" 

~ 



r 

1 • 

, 
" 1 

1 
,1 

( ) 
THEOREME 3.16 Toute' fonction f 

récursive. 

/ 
, l 

104. 

Nk ~ N, k€N+,représentab1e dans L (~), est p 

PREUVE Nous reprenons la preuve du théorème 3.12 où nous remplaçons partout 
<;;, 'I! t} 

~ par p sauf pour les expressions ~WpY et xRpY dont les définitions suivent. 

1 

Si # A = nombre de GOde1 de la preuve N A (N),,(N) qui correspond au motphisme 

-, A : N + NAN de la section 3.1, (\ 

/1 ag = nombre de GOde! de la preuve N sg N, 

# ag = nombre de GOde1 de la preuve N sg N, 

~ /1 ® = nOmbre de Gode1! de la ,preuve (N)" (N) ~ (N)" (N) , 

/1 Y = nombre de Gode! de la preuve (N),,(N) y (N)~(N), 

XWpY .. xW\lY v 

(3a) (3b) [O<a<x A O<b<x A T(a) A T(b) A 

, ) 

Il 
/ 

\ 
,/ 

... \ 

X = a*R(61) *a*R(61) *a*R(71) *A*R(43)*R(5)*R(19) *a*R(29)*a*R (67)*b*a(4f} 

*R(5)*R(19)*a*R(71)*#sg*R(67)*/~R(43)*R(5) " 

y = a*R(23)*R(3)*R(31)*R(5)J v 

(CO ncü:tùm 20) 

(3a)[O<a<x A T(a) A x = a*R~61)*a*R(71)*#A*a(43)*R(5)*R(19)*#Y.R(67) 

*F(R(5»*R(7)*F(a)*R(47)*Usg] A y = 8*R(23)*R(3)*R(31)*R(5)J v 

(conc:U.ti.on 2!) 

(3a) (3b) [O<a<x A O<b<x A T(a) " T(b) A 

'", 

x = a*R(61)*a*R(47)*#sg*R(19)*a*R(43)*b*R(71)*#sg*R(67)*#~R(43)*R(5) " 

y = a*R(23)*R(3)*R(31)*R(5)] 
\ 

(CO nc:U.ti.o n 22) 

l' 

; 

, ' 

'" 
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XRpY = xWpY v [Mp(x) A (3f)[0<f<x A X = R(3)*R(13)*F(R(3»*R(7)*F(R(~»*R(43) 

*f~R(17)*R(53)*F(R(5»*R(11)*F(R(5»*R(71)*R(5) A U(f) est défini A 

y =.U(f)*R(37)*R(S)J. 

COROLLAIRE 3.17 Toute fonction f : Nk ~~, neN+, kcN+, représentable dans 

L ($), est récursive. Toute fonction partielle f Nk ~ Nn , n€N+, k€N+, repré­
p 

sentable dans Lp($).est partiellement récursive. 

1 

Donc, l'ensemble des fonctions représentabl~s dans L~($) (respectivement 

Lp($» est l'ensemble des fonction's récursives. L'ensemble des fonc,tions 

partielles représentables dans L~($) (respectivement Lp(~» es~ l'ensemble 

des fonctions partiellement récursives. 

" __ k 
THEOREME 3.18 Tout mc)rphisme f : N'- ~ N, k€N+, de LlJ(CP> (respectivement 

Lp(CP» représente une fonction partielle. , 

PREUVE 

a) 
.. k 1 + 

Soit f : N" ~ N, keN, un morphisme de L~(CP). 
k Notons par D(N ), le nombre 

.. \, k k 
'de Godel du terme, N et par U(N ) *fI~{-5), le non\.bre de Godel d'une preuve 

de V~(cp) doqt la classe d'équivalence par rapport A =~ est le morphisme f • 
. 

Définissons #(a , ..• ,a) comme étant le nombre de Godel de la pr~ve 
, 1 l , k • 

al a 2 2 ak k 
T<~Tcr eN, Ta ON>N, ••• , Ter eN>N c' est-A-dire 

1 \ 

#(a1, ••. ,a
k
) = R(3);R(61)* ••. *R(3)*R(61)*Z(a

1
)*R{19)*Z(a

2
)*R(67)* 

#(N2)* ••• *R(19)*Z(~)*R(67)*U(Nk) et ceci,pour tout élément (a1, •• :,ak) 

k de N • 

Considérons la fonctjfn p~rt1elle 'Vf Nk 
+ Nt définie par 

t , 
" 



r , 

. '. 

b) 

'- _ ............. - -1"'.-''''--- ... -------............. ----.-. --
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Vf(al, •.• ,ak) = ~n[(3t) Os (#(a l , .•• ,8k)*U(f)*R(5),t) = Zen) et montrons 
~ 

que Vf est représentée par f. Soit (al, ..• ,ak) €Nk pour lequel 

Vf(al""'~) est définie. Il existe donc un élément n et un élément t 

dé N tels que GS (#(al, ••• ,~)*#(f)*R(5) ,t) = Zen). Ceci signifie que la 
11 

preuve dont le nombre de Godel est #(a , ••• ,ak)*#(f)*R(S) est équivalente 
"-, l 

A la preuve dont le nombre de Godel est Zen), c'est-A-dire la preuve 
\ 

a a 8
k .,.,.,.n6N • . l 2 

.Lv Comme le morphisme f< .•• <cr 6,0' 6>, ... >,0' 6> est la classe d'é-

quivalence de la preuve dont le nombre d~ Godel est #(a1, ••• ,ak)*#(f)*R(S), 

al a2 8k_ n 
alors f< ... <cr 6,0' 6>, ... >,0' -11> = a e 

\ 

Donc le morphisme f représente la fonction partiel~e Vf' Ainsi tout mor­

phisme t : Nk 
+ N de L ($), uN+, représente une fonction partielle. 

j.l 

Pour les morphismes f : Nk 
+ N de L (cp), ~Nt, nous reprenons la preuve 

p 

de, a) et nous n'y ~odifions que l'indice ~ par p. 

CQROLLAIRE 3.19 Tout morphisme f Nk 
+ Nn , kEN+, DENt, de L~ (</» ou de L p (cp) 

représente une fonction partielle. 

1 \'\ 

COROLLAIRE .3.20 Tout morphisme f : Nk 
+ Nn , kENt, DENt, de L~ (</» ou de Lp {cp) , 

représente une fonction partiellement récursive • 

Considéro?ls la sous-catégorie S~(CP) de LlJ{cp) où IS~(cp)1 = {Nilid/+},' 
, . + 

alors "toute fonction partiellement récursive est représentable dans SlJ (,) e.t 

+ tout morp~i~~ de SlJ(CP) représente une fonction partiellement récursive." 

, 

" ,"/, 

, 
i 
" 
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Si nous définissons S~(~) comme étant la sous-catégorie pleine de L~(~) 

où IS (~)I = {Nill~N}, nous obtenon~ en ~lus des morphismes de S~($), tous 
,~ , 

les morphismes de L~(~) dont le domaine est de la forme ~ et dont le codomai-

ne est T, l'objet terminal de S~(~) et tous les morphismes de L~($) de la 

forme T ~ Nn , Ces derniers se divisent en deux groupes. Un premier groupe 
al a 2 a 

est formé des morphismes ayant la forme < ••• <0 S,a 6>, •.• >,0 na> pour 

(a
1

, •••• an) €Nn ; nous dirons alors que ces morphismes rep~ésentent un produit 

de nombre$ naturels ou un élément de Nn , Le deuxiême groupe est celui des 

morphismes admettant dans leur écriture des interventions de la forme ~f pour , 

un certain nombre de morphismes)f : T ~ N~N, ces morphismes f étant tels qU'il 

n'existe aucun élément n de N pour lequel one : T ~ N et f : T -~ N::lN satisfont 

n - n ,.., 
les équations e(N,N)<a e,f> = e et sge(N,N)<a a,yf> = e. Nous appellerons les 

,morphismes de ce deuxi~me groupé des indéterminés. Ainsi, tout morphisme de 

S~(~) est, soit un morphisme de codomaine T. soit un indéterminé ou représente 

une fonction partiellement réc~rsive ou un produit de nombres naturels. Réci-

proquement, tout produit de nombres naturels et toute fonctio~'partiellement 

récursive sont représentables dans S~(~). 

Nous obtenons les mêmes résultats pour les catégories S~(~) et Sp(~)' 

, 
,Comme dans le cas des catégories pré-récursives,' nous pourrions modi-

fier quelque peu les structures de catégorie ,récursive sans toutefois modifier '~ 

-les résultats obtenus, soit en travaillant à partir d'une catégorie pré-récur-
, 

1 

sive avec unicité au lieu d'une catégorté pré-récursive, soit en remplaçant 

dans la définition d'une catégorie p~é-récursive la condition d'existence 
Q< 

d'une famille de morphismes {R(A)~IA~A} par le schéma 'IJ. introduit l. la fin du 
l ' ! 

chapitre 2. 
/ 

/ 

;' 

/ 
.' 
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Revenons au problème original, celui de trouver une catégorie dont la 

classe des fonctions représentables est la classe des fonctions primitives 

récursives. ' 

Comme l'axiome de Peano-~,~ere nous a fourni une structure trop riche, 

prenons le schéma de Godel et appliquons-le h une catégorie cartésienne munië 

d'un objet N et de morphismes cr et e, l'aspe~t cartésien de la catégorie étant' . 
nécessaire afin d'assurer la présence des puissances de N. Cette structure 

.::;, Il -
,~. )1 

nous permettra de constrù~re une categorie dont chaque morphisme représente 

une fonction primitive récursive ou un produit de nombres naturels, ~ moins 
1 

que son codomairle ne soit l'objet terminal de la catégorie, et où toute fonc-
, 

tion primitive récursive et tout produit de nombres naturels y sont représen-
\ 

tés. Mais cette catégorie n'est pas la seule à posséder cette propriété et 

ceci fera l'objet de la seconde partie de ce chapitre. 

l - CATÉGORIES PRIMITIVES RÉCURSIVES (A) 

4.1 CATÉGORIES PRIMITIVES RÉCURSIVES (A) 

DEFIN~TION 4.1 Une catégorie A est dite primitive récursive (A) si 

a') elle est ~ cartesienne, 
J 

., 
b) elle poss~de un objet NA' muni d'un morphisme crA : NA + NA et d'un morphis-

me eA : T + ~A' Qù T est l'objet terminal de A, 

1 \ 

} . 
. ~ 

t 
1 

,," , 
" 

1 
<L, 

l " 

, 
1 ~ 
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)" 

c) elle eit fermée sous un'opérateur 
L' , 

Cl n A n+2 n+l N+ (r;}'A : A(NA ,NA) x (NA '~A) + A(NA ,NA)' Vne , 

où A(A,B) représente l'ensemble des morphismes de A ayant A pour domaine 
\~l 

et B pour codomaine, l'opérateur possédant les proprié'tés suivantesJ 

Pour tout morphisme g : NAn ... NA e~ tout morphisme h NA nt2 + NA "de A, 

n n n 
(rA) (g,h)<I(NA ) ,eAO(NA< » = g : NA + NA 

A 
N n+l + N 
A A 

REMARQUE 

a) Lorsqu'il n'y a aucun.danger de confusion, nous éviterong les ind1~es A-des 

termes et des morphismes de A. 

b) L'opérateur rA défini ci-dessus représente l' opérate~r "récurrence" intro­

duit dans la définition de l'ensemble des fonctions primitives récursives. 

Les deux propriétés 

r A(g,h)<I(N),80(N» = g 

r A (g.~)<P(N~ ~N) ,aq(~ ,N~ > = h<I(Nn+
l
) ,rA (g,h) > 

traduisent les égalités suivantes: 
\ 

Nn N Nn+2 N -_ Pour g: + et h : ..., si f récurrence (8,h) 

f(a1, .. ·,an,O) == g(al,···,an), 
( 

EXEMPLE La catégorie des ensembles, étant fermée sous la récurrence, est 

une catégorie prim1tiv~ récursive (A). 



~, 
\ 

1 
1 

t 
t 

1 
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DEFINIT~ON 4.2 Soient C et 0, deux catégories primitives récursives (A). 

Un foncteur F : e + 0 est dit primitif récursif (A) s'il préserve strictement 
\ 

la structure primitive récursive (A), c' est .. il-dire il préserve strictement la 

structure cartesienne et si 

n n+2 
pour chaque g : Ne + NC et chaque h : Ne + Ne de C. 

'-SI 

1 

.' , 

4.2 
... \. 

MORPHISMES VESCRIPTIFS ET REPRESENTATIONS OES FONCTIONS PRIMITIVES 

RÉCURSIVES. 

/ 

Toute catégorie primitive récursive (A) poss~de des morphismes dits 

,descriptifs, induits par les descriptions des fonçtions primitives récursives 

et ces morphismes représentent des fonctions primitives récursives. 

DEFINITION 4.3 Soit A, une catégorie primitive récursive (A). Une fonction 
ry 

f : Nk + ~ est représentable dans A s'il existe un morphisme f : Nk 
+ Nn tel 

que \ 1 

\f(al'~2" • .,~) e1f-, 

1 al a 2 ~ 
f< ~ •• <(1 e ,(1 6> , ••• > ,0' 6> = 
(;1 

1T lf(a1, ... ,a.) 1T f(a , ... ,a.) 'JI' f(a , ••• ,a.) 
< <(1 m, I.e e (1 m,2 l k 6> > m,m 1 lt 6> 

•• • t , • •• ,0 . 
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DEFINITION 4~4 Dans toute catégorie primitive récursive (A) A, déflnlseonH 

'" .6 - le morphisme rJ
A

, A - ,. 
(n ) = le morphisme 1. (NA) , 

1,1 A 

(nmt1 ,i) A. = le morphisme (tfm,i) AP(ftÀm,N
A
), Iii€[l,m], 

("'n') m ' t = le morphisme q(N
A 

,NA)' ,'1meN . 
mtl,m+1 A 

< 1 

LEMME 4.5 Soit A, une catégorie primitive récursive (Al, 
) 

a) le morphisme ~A NÀ ~ NA représente 1~ fonction constante zéro K, 

b) le m~rphisme ~A NA ~ NA représente .1a fonction successeur ~, 

c) les ~orphism~s (w i) 
m, A 

ViE[l,m] , limeNt; 

, . ~ 

NAm ~,~~ représentent les projectrons W l' 
) f\ mt , 

l' , . 

_PRE~ Nous omettons .les' tndi,ces A pour plus de clarté dans les- formules. 

... 
Donc K rep~ésente K. 

'" ri ~ nt1 .6(n) 
b) .60 e = 00 u = 0 e = (1 e, V~N. 

Donc ~ représente .6. 

c) Preuve par inductibn sur la valeur de m dans n 
, lJ mti 

1) m ;: 1 

. ) n n l(n) 
= I(N 0 e = 0 a = cr e, VnfN 

Donc 1T
l 

l représente I(N) ou la projection 1T 
, l ,l 

N ... N. 

\ 

~ 

\.\ 
" f 'i' 

l! 

'\ ' 

" ' " , 
, . 
• i 

,', 
' .. 

1.;;' 
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r 

2) m = w+l ( 
1 

Suppo.sons que 1T i représente 'TT i' Vidl.mJ, Vmdl,wJ. m, m, 
. 

Montrons que n i représente 'TT l' V id 1,wtlJ." 
Wtl, Wt 1 , . ~ 

a a a 
' '''' 1 2 Wtl 

i) .Pour idl,w], 'TT i < ••• <0 6,0' 6>, ••• >,0 a> 
wtl, 

"' a a a 
= ..., (W) la 2a WH a 7T l P N ,N < ••• <0' ,0' >, ••• >,0 > 

W, 

~ a a a 
,.. (;.-.~ 1 2 W = 'TT 1<"'<0' 6,0' 6>, ••• >,0 9> 

W, 1 

7T 1(a1 , ••• ,a) 
',- 0' W, , a car Tf représente 7T i par hypoth~s~ 

w,i w, 

7T :L( a , .•.• , a , a t ) t 1 = wt l ,1 W W 1 6 \J ( ) eNw 
0' ,v a 1 ,.··,a

Wt1 

Donc, TI représente 'TT i' VieCl,w]. 
wt1,i Wtl,' 

a a a 
1 2 WH = w+l, TT < ••• <0 6,cr 8>, .•. >,0 6> 

Wtl,Wtl 

a a a 
w ) 1 ~ wtl = q(N ,N < ... <cr a,a 6>, ... >,0' 6> 

a 
= 0' Wt1 e 

'TT (a , ... ,a ) 1 
= 0' WH ,W+1 1 Wt1 e V (a ... a ) eNWt 

.' l ' 'W+l 

. -, 
Par conséquent, 'TT i représente,'TT ' i' Vi([1,wtl1. 

W+l, W+l" J " 

Ainsi, par induction, tout morph~8me t représente la projection 'TT i' m,l III, 
"\ 
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LEMME 4.6 Soit A, une catégori~ primitive récursive (A). 

a) Si les morphismes f : Nn ~ ~ et g : Nn ~ N représentent les,fonctions' 

a : Nn ~ Nm et S : Nn ~ N, alors <f,g> Nn + ~t1 représente 

\ 
<a,S> 

',., 
bl Si les morphiSlll08 f : "rf '+ ~ N' représentent'les fonctions 

a : Nn ~,1f.1 et S : Nm ~ fi,t, alors gf ; N
n ~ Nt représente Ba : N

n 
+ Nt. 

, " 

n .~+2 
o c) Si les 'IIlorph1smes f : N ~ N et h : ~ -+ N représentent les fonctions 

" 

Nn ' N Q Nnt 2 N 1 (f) n+1 , a: ~ et 1-' : ~, a ors rA 0 ,g : N ~ N represente 

récurrence (a,e) ': Nn+l ~ N. 

1 

o PREUVE 

J 

Nn ~ Nm représente a: Nn ~ Nm et g N
n ~o N représenJ;e a 

a a. a 
<f,g>< ••• <o 1S,O 26>, ••• ,0 ne> 

7T
m 

la(a
l

, ." •• ,a) 7r 2a (a l , ... ,a ) 7T a(a},- _.,a ) 
= < ... <a ' , n e,a m, n e>, •. • ~,a m,m ne>, 

v 

par hypo thèse 

7T
m

'+l .<a;13>(a1 , ••• ,a) 1T <a,/3>,ar~ ... ,a P = < l <cr ' • n e m+l,2 ' ne'· • • • ,0 >, •.• >, 

o Donc 

,,,. . 
\ 

<f,g> ",Dr ...... .In+l , 0 Q •• Nn 
l' -r ri rèpresente ,,<a, ... > 

• .01+1,>' 
~ N • 

. , 

b): Si f lf1 + Nm représente a Nn + lim et i : If ~:~t rep'résente S : N
m ~ Nt, 

.. 

, Oc 

O. , 

" ~ .;, 

.:~ 
~, . 

, . 
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( ) 
al a2 a 

gf< ..• <a 9,0' 9>, ••• ,0' ne> 

1 
al" a a 2 n = g(f<._.<a a,a e>, .•. ,a a» ) 

lT a(al, ••• ,a) lT a(a , ••• (~.) 1T a(a, •.• ,a ) 
m,l ne m,2 1 na Ia,mll na = g< ••• <a ,a >, ••• >,0' >, 

.. 
lTt l3(lT a(à,~ .•• ,a ),11' !l(a ,.' •• ,a,), ..• ,1r a(a , •.• ,a» 

< < ,lm, 1 1. n m,2 ,1 fi m,m . 1 n 'a 
= ••• cr ' , •• >, 

1 J lT S (lT a( a , •.. , a ) ," .• , 11' a( al' ..• fa» t, t m,Il ' n m,m n a 
a ~ > 

f ',' 

o 

lT
t 

l3a(a l ,···,a) lTt t l3a (a 1 ,···,a ) 
= < ••• <0' ,1 n 8, ... >,0 t n S>,V(a , ... ,a) ENn 

.' 1 n 
" \ 

n t Donc gf : N + N représente l3a 

c) Si f : ~ + N représente a Nn 
+ N et h : Nn+2 

+ N représen~~ 13 Nn+
2 

+ N, 

montrons par induction sur la' derni~re composante de ND+& que 

Nn+1 + N représente récurrence (a,a) ~ wn+ 1 
+ N 

al a a 2 n 
1) rA(f,h)< ..• <a, e,a a>, .•. >,a e>,a> 

\. 

, a a a 
n n 1 2 n = r~(f,h)<I(N ),eO(N »< ••• <0' e,a e>, •.. >,a e> 

~ 

a a a 
= f la 2e ne> d'fi 1 1 d < .. • <0' ,a >, .. • >,0' par e n t on e rA 

a(a
l

, ••• ,a ) 
= a n a car f représente a 

récurrence (a,S) (a , ••• ,a ,0) 
=0' 1 n a 

a a a 
1 2 ,n m 

2) Supposons que rA(f,h)< ••• <a a,a a>, ..• >,a e>,a e> = 
1 
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, 'al a mtl 
alors rA(f,h)<./ .. <a 6, ... >,a n(b,<1 9> 

a a n -n '1 llnJll = rACi,h)<P(N N),aq(N ,N»< ••• <<1 9, .• ~>,a -~>,o 6> 

- / 

al 8 1 = h« ••• <a e, •.. >,r?S>, rA(f,h)< ••• <a e,.:.>,ome» par définition de rA 

al récurrence (~,~)(al,· •• ,8 ,m) 
= h« •• • <a e, ... > :cfts>, a n ih par hypoth~ge 

aC81, ••• ,8n,m, récurrence (a,a)(~ , ... ,a ,ml) 
= a l n e 

'1 

~~urrence {~,e)(a •••• ,a ,mtl) 
= cr l n e,V(a , ... ,a) eND 

1 n 

Donc, par induction, 

a a a 
C

· 1 n nH rA f, h)< ••• 'S<1 a, ... > ,a e>,a B> 

récurrence (a,a)(a , ••. ,a,a ) 
a l D nt l 'S, nt 1 = 'ri (a , ... ,a,a ) E.N 

l n ntl 

ND+! N ~ ~ C Q) ~ represente ,recurrence a,~ N"ntl N 
~ . 

DEFINITION 4.7 Soit A, une catégori~ primitive récursive (A) et soit V. l'en­

semble des descriptions des fonctions primitives récursives. Tout morphisme 

de A qui appartient A l'image de V sous la ~onction B définie ci-apr~s est 

appelé morphisme descriptif de A. 

B : v~ ''Morphismes de A" est la fonction définie de façon inductive 

i) e(K) = KA' /3(:6) ,= lA ' /3(ii'm,i) = (if i) ViE:[l,mJ, 'rimENt, 
m, A ' . 

ii) Si f Nn ~ ~ et g : Nn 
+ N sont des descriptions et st sef) 

- n' et ~(g) : NA ~ NA sont définis, 

- - - - \ /3«f,g» = </3(f),B(g» 

par: 

-, 
/ 

; 

C) 



;'. , , 

iii) Si f Nn + Nm et g : Nm ~ NB sont des descriptions et si­

e(f) NAn ~ NAm et e(g) : NAm + NA
s 

sont définis, 

B(gt) = B(g)f~(t) 
:r, 

iv) Si g Nn 
+ N et h : Nn+2 

+ N sont des descriptions et si 

n - nt2 NA ~ N et e(h) : NA + NA sont définis, 

117. 

REMARQUE Tout mor ph1sme descriptif de A est de la forme f où f est l' expres­

sion obtenue en remplaçant dans l'expression t, f étant une description de 

fonction primitive récursive, K,6~iTm,i par KA':;A,(rrm,i)A et r par (rA)A' 

THEOREME 4.8 Soit A, une catégorie primitive récursive (A). L'image par 

, e : V + ''morphismes de A", fonc tion introdui te dans la définition 4. 7, de toute 

description f de fonction primitive récursive représente la fonction f 8880-

ciée à f. 

PREUVE par induction sur la longueur des descriptions. 
" 

a) Soit f, une description de longueur 1. Alors f a une des formes K, 6, 

- N+ '11'1 ,ViE[l,m], VmE • ,m 

Par le lemme 4.5, nous savons que KA = e(K) représente K, 
1 \ 

'iA = 8(.6) représente ~ et (ii,m) A = f:HiTi,m) représente 1Ti ,m' Vldl,m], VmEN+ 

Donc, l'image par 8 de~oute description f de longueur 1 représente la 

Jonction f associée ~ T. 

b) Supposons le résultat vrai pour toute descr-iption de longueur inférieure ou 

égale à n. ' 
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Soit f, une description de longueur n+l. f est alors de l'une des formes 
~-' 

suivantes: <8,fi>, gh ou r(g,h) 

Alors X(g) et À(h) sont de longueur inférieure ou égale ~ n et par 

hypoth~se, S(g) représente une fonction g et S(h), une fonction h. 

Par le lemme 4.6, le cas a) nous dit qu'alors <6(g).B(h» représente 

<g,~> et comme <6(8),6(h» = 6«g,h» par définition, 

6(t) = S«g,fi() représente <8th>, c'est-~-dire f la fonction associée 

àI. 

Comme la longueur d'une description est toujours plus grande ou égale 

~ 1, À(g) ~ n et À(h) ~ n. Par hypothèse, B(S) représente une fonction 
\ 

g et S(n) , une fonction h. Par le lemme 4.6 h), S(s)6(fi) représente 

gh. D'où S(l) = 6(S,h) = 6(g),6(h) représente gh, c'est-à-dire f. la 

fonction associée à t. 

Ui) t = t(g,n) où g : Nn 
-+ N et fi NnH 

-+- N et 

;Hf) = ntl = ;Hg) + >.(h) t 1 

<Alors X(g) ~ n et X(n) ~ n et par hypoth~8e, 6(g) représente une fonc­

tion g et 6(h) , une fonction h. Par le cas c) du lemme 4.6, 

rA<a(g) ,6(n» représente récurrence (g,h). 

D'où S(f) = S(r(s,h» = (rA) (S<g) ,6(fi» représente récurrence (g,h) 1 

A 
c'est-à-dire f, la fonction associée ~ I. 

Ainsi, l'image par B de toute 'description f de-longueur n+1 représente la 
1 

·fonction associée h la description 1. 

,,. .~., 

.~~ 
~. 1 1 

" ,< 
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Par induction, nous pouvons conclure que l'image par S de toute description l 

représente la fonction associée à f. 

COROLLAIRE 4.9 Soit A, une catégorie primitive récursive (A)". Tout morphisme 
\ 

descriptif de A représente une fonction prinliUve récursive. 

.. 
COROLLAIRE 4 .10 Sôit'A, une catégorie primitive récursive (A). Toute fonc-

tion primitive récutsive.est représentable dans A. 

PREUVE Soit f, une fonction primitive récursive. Soit f, u~ description de 
1 

f. Alors S(f), morphisme de A, représente f. 

1 

4.3 CATtGORIES PRIMITIVES RÉCURSIVES (A) LIBRES 

La notion de catégorie primitive rêcursive (A) permet de générer des 

catégories primitives récurSives (A) libres. 

THEOREME 4 .11 Soit A, une petite ~égOrie. ------Il existe une catégorie primiti-

'" ve récursive (A) libre engendrée par A. 

~UVE Nous donnons ici la déf~nition du syst~me déductif VA(A), la relation 

d'équivalenèe servant ~ définir LA(A) et la définition~ pour tout foncteur 
, - 1 

F : A + B où B est une catégorie primitive récursive (A), de l'unique f~cteur 
~ ~ \ ~ 

F : LA(A) + B qui vérifie l'égalité Fn(A) = F. 

Tous les détails de la preuve sont analogues à ceux du théodme 2:5. 
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1 • 

- Soit V A (A), le sys~e déductif suivant: 

1 

j 

1 
a) les symboles pr~it1fs sont' 

T N A ( ) 0 I q < > rA -+ 

b) les termes de VA(A) sont définis de façon inductive: 

1. tout objet de A est un terme de VA(A). ~ 

2. ' T et N sont des termes/ de VA (A) (T et N ,. lAI) 

3. 
, \ 

Si A et B sont des termes, (A)A(B) eS,t aussi un terme. 
\ 

4. Ce sont les seuls termes. 

\'\ 

c) les ,expressions suivantes sont les axiomes de VA(A)~ 

i) I(A) "; A -+ A, pour tout terme A de VA (A). 

" 11) O(A) A ...... T, pour flout terme A de VA (A), 

i11)1 e T-+N 

iv) cr N-+N 

v) p(A,B) (A)A(B) -+ A pour tous les termes A et B de VA (A) t 

vi) q(A,B) (A)A(B) -+ B pour tou," l:es termes A et B de VA (A) • 

d) les preuves Bont définies de façon inductive: 

1. les axiomes de VA (A) sont des preuves 

2. les morphismes f : X -+ Y de A sont des preuves, 

1 
~i f : A -+ B et g : B -+ C sont des preuves, gf : A -+ C est une 

\ 

3. 

preuve 

4. si f : A -+ B et g : A -+ C sont des preuves, <f,g> A -+ (B)A(C) 

ist aussi une preuve. 

• 

5. si je définis ND = T, N1 = N, Nn+1 = ~Nn)A(N) et si g : Nn -+ N et 
'- 1 1 

6. 

h : N
n
+

2 
-+ N où neN+, sont des preuves, rA(g,h) : Nn+1 -+ N est 

aussi une preuve. 

Ce sont les seules preuves. 
\ 

f ' 
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e) Si f : A + a est une preuve de V A ().) , 

A est appelé domaine de f, 

B est appelé codomaine de f. 

II - Définissons LA(A) 

" 
b) les morphismes de LA (A) s~nt les classes d'équiv~lence des preu~es de 

VA(A), par rapport h la relation d'iquivalence sA décrite ci-après, 

c) la relation d'équi~alerlce =A sur l'ensemble des preuves ~e VA(A) est 

la plus petite relation satisfaisant les conditions suivantes: \ 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

7. 

,'-

f =A f , pour toute preuve f : A + B de 0A(A) 

si f sA g, alors g sA f 

si f sA g et g sA h, alors f sA fi 

si f sA g et h s~ j et <f,h> est une preuve, alors <f,h> =A <g,j>. 

si f sA g et h sA\ j et hf est une preuve, alors hf sA jg. 

si g : Nf + N et h : ~t2 + N E 0A(A) et si g cA k et h cA ~, 

alors rA(g,h) sA rA(k,2) 

si f : A + B est une preuve, fI(A) sA f et I(B)g sA g 

8. I(X) sA lx ' ~x!IAI , où lX : X + X est le morphisme identité de 

X dans A. 

9. gf sA gof si f,g e,A et gof e~t défini. 

l~. f sA O(A), pour toute pr~uve f : A ~ T de VA(A) 

11. p(A,B),.<f,g~ =A~' V f C '-+;A, g C + B e VA(A) 

12. g(A,B) <f~S> =A S, V f C + A, g C "*1 B e VA (A), 

13. <p(A.B)f,q(A,B)f> sA f, V f : C + AAB E lAI 

, 
• 



() 
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14. o n 
l'A{g,h)<I(N ),eO(N» ,=A g pour toute preuve g NO -~ N et toute 

/' 

preuve h : ~+2 +'N de VA(A), VneN+. 

15. h<1(Nn+
1
), rA{g,h» sA rA(g,h)<P(Nn,N),Oq(Nn,N» pour to~te preuve 

n n+'2 1-
8 : N + N et toute preuve h : N + N de VA(A) , Vo(N • 

d) Regardons la relation '~(f,g) si et seulement si domaine f = domaine 8 

et codomaine f = codomaine g" sur l'ensemble des preuves de VA (A). 
l, 

Cette relation satisfait toutes les conditions ci-haut mentionnées. 
. , 

Comme SA est. la plus petite relation satisfaisant ces conditions, . 

f FA g Q R(f,g~ c'est-~-dire si f =A g, domaine f = domaine g et 

.• codomaine f = codomaine g, / 
Nous pouvons donc définir domaine [f] = domaine f. codomalne [g] = 

\ 

cod~lne g, où (f) = classe d'équivalence par rapp'ort à =A de f. 

e) Les morphismes de LA(A) sont donc les classes d'équivalence de VA(A) 

par rapport ~ SA' 

La loi de composition est définie comme suit: 

(g](f] = [gof] où f : A + B, et g : B + C sont des preuves 

, 
A+ ~(A) est défini en envoyant tout objet de A 

sur lui-même dans LA (A) et tout morph~sme de A 8ur sa clllsse d',équiva- ' 

lence "dans LA (A), t~ut morphisme de A étant une preuv,e de f) A (A) , 

Tout comme dans la'preuve du' théorème 2,5, nous pouvons vérifier que 

n(A) est un foncteur. 

g} Soient B, une categorie primitive récursive (A) et F : A + B, un 

foncteùr, il existe un et un seul fonCteur pr1mit~f récl,lrsif 

F : LA (A) + B tel que ~nA(A) = F. 
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, 
i) Définissons F : VA(A) ~ B de façon inductive 

ii) 

a) sur les termes de Vi).) : 

pour tout objet A de A, F(A) = F(A) -
\ 

, -
pour les termes T et N, F(T) = T

S 
et F(N) = NB 

pour tout terme d~ la forme A~B, F(AAB) = F(A)AF(B) 
1 

.. 
B) n les preuves de V A (A): 

1,. pour les axiomes de V A (A) , 

F(l(A» \ = 1!(~(A». pour tout terme A de VÀ(A) 

::: ~A» \::: (F(~» 
F(cr) '- cr - B 

F(p(A,B» = PS(F(A),F(B» 

F(q(A,B» = ~(F(A),F(B» 

2. pour tout morphisme1f ; X ~ Y de A, F(f) = F(f) F(X) + F(Y) 

3. F(gf) = F(g) F(f), 'ri f : A + B, g : B + C EVA (A) 

4. F«f,g» = <F(f),F(g», V f : A ~ D, g : B + C E VA(A) 

5. F(rA(g,h» = (rA) (F(g),F(h», Vg :N
n 

+N E VA(~)' 
S . 

'ri h : Nn+2 ~ N E: V A (A) 

p~r des Vé~-flcat1onS analogues l celle du thêorbe 2.5, no~ con,s-

tatons que la relation , 
\ 

f : A + B #,8: A + D - F(f) = F(g) \ 

Isatisfart toutes lèS conditions de sA' 

D'où, par d'finition de sA' nous avons 

f BA g • f , g .. F(f) = reg) 

ce qui noua permet de définir' : LA(A) ~ 8 de la façon suivante: 

1 
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1 
F(A) = F(A), pour tout objet A de LA (A) • 

F([f]) :: F(f), pour tout morphisme [f] de LA (A) • 

'1 
Nous pouvons ainsi vérifier (référence: preuve du théorbe 2.5) 

que F: LA (A) + 8 ainsi défini, est l'unique fonct,eur tel que 

FilA (A) = F. 

Donc, LA (A). est la catégorie primitive récursive (A) libre engendrée par A. 

REMARQUE 

a) Dans l'écriture des objets, nous omettrons des parenthèses lorsque ceci 

n'entraine aucune ambiguité. 

b) Par la suite, nous noterons 

I(A) = [I(A)] , O(A) = [O(A)] 
"-e = [6] , a :: [a] , p(A,B) :: [p(A,B) J 

q(A,B) = [q(A,B) J , /tA ([g],[h]) = [rA (g,h)] • 

4.4 PREUVES DESCRIPTIVES DE DA(A) 

Tout cODllle une description de fonction primitiv, récursive induit Bur 

LA(A) un morphisme descriptif, elle induit sur VA(Â) une preuve dite descrip-

tive. n t + + Nous verrons par la Bui te que tou te preuve f : N + N , neN , t€N ., 

de VA (4)) est équivalente par rapport l liA l une preuve descriptive et la 

classe d'équivalence d'une preuve descriptive représente une fonction primi-
, 

n t ,,+ + ' tive récursive. Donc, tout morphisme f : N + N , nE'" , uN t de LA (,> repré-
, 

sente une fonction primitive récursive. 

/ 
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DEFINITION 4.12 Soit A, une petite catégorie. Définissons 

~VA (A) 

(n ') 
l, l V (A) 

A 

= la preuve 80(N) de VA(A) 

= la preuve a de VA(A) 
/ 

" 

= la preuve I(N) de VA(A) 

(n) = la ~reuve 71'm,i p(~,N) de VA(Â), Vie[l,mJ, VmeNt 
m+l, i V (A) 

A 

• .In - + 
(n ) = la preuve q(N ,N) de VA(A), Vm€N 

m+! ,mt 1 V (A) 
A 

125. 

'\ /' 

LEMME 4.13 Soit A, une petiteOcatégorie. La fonction [ ] : preuves de 

VA(A) ~ Morphismes de L~(A) qui envoie toute preuve sur sa classe d'équiva-

'" lence par rapport à =A' envoie Kv (A) sur KL CA)' 
A A· 

"" 
.6'0 A (A) 

sur ~ L CA)' 
A 

(71' ) sur (Tf ) 
m,i '0 (A) m,i L (A) 

A A 

tels qué définis dans les définitions 4.4 et 4.12. 

PREUVE 

c) Montrons par induct~on que (n ) 
m,i V (A) 

A 

= (71' ) 
m.l L (A) 

A 



! 

1 
.1 

1 
1 

:1.) Pour m = 1, (Ii) = I(N) 
l,~ L (A) 

A 

ii) Supposons que~. } 
·"i L (A) 

A 

:5 m 

montrons qu'alors (11 ) = [(n ) J 
m+! ,i L (A) m+!,i V (A) 

Vidl,m1-lJ 

A A 

Pour idl,m J, 

(n ) = (ri) p(tfl'N) = 
mtl,i L (A) m,i L (A) 

[(n i)' Jlp(Nm,N) 1 
m, f) (A) 

A A 
hypoth~se 

Pour i = m+l 

A 

[(n ) J 
mtl,i V (A) 

A 

(rr ). 
m+l,m+l L (A) 

A 

= q(Nm,N) = [q(~,N)] 
\ 

= [(n ) J 
m+l,m+l V (A) 

,A 

= [(n i) J, Vidl,m] , 'Vm€N+. 
m, V (A) 

A 
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par 

DEF~ITION 4.14 ,Soit A, une petite catégorie et soit V, l'ensemble des dee-
1 

criptions des fonctions primitives récurs~ves. Toute preuve de VA(A) qui 

appartient à l'image de V sous la fonction a définie ci-apr~s, est appelée 

preuve descriptive de VA(A). 

\ a : V + VA(A) est la fonction définie, de façon inductive p~r: 



, , 
~ , , 

, , , 

i, 
1 
1 
1 , 
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'et a(g) : NU ..... N sont définies, 

alors a«f,g» = <a(f),a(g» 

11i) Si f Nn + If et g : tf1 ..... NS sont des descriptions et si 

a(I) Nm ..... NS sont définies, 

a(gl) = a(g) a(f) L 

"-
. .n c •• ..n+2 -iv) Si g ~ ..... N et n N ..... N sont des descriptions et si â(g) 

et a(h) : ND+2 
..... N sont définies, 

127. 

LEMME 4.15 Soit A, une catégorie. L'ensemble des preuves descriptives de 

V A (A) es t fermé sous "le produit par Nil, la composition et l' opérateur rA. 

PREUVE' 

a) Si les preuves h : Nn ..... ~ et k : Nn ..... N de VA(A) sont des preuves descrip­

tives, il existe des descriptions f : ~ ..... ~ et g : ~ ..... N t~lles que 

a(f) = h et a(g) = k. Comme V es t fermée sous le "produit par N", 

<f,g> : Nn ..... ~+~ est une description et a«f,g» = <a(f),a(g» = <h,k> 

par définition de a. 

D'où <h,k>, le '~roduit par N" de h et kt est une preuve descriptive. 

b) Un raisonnement analogue nous, montre que l'ensemble des preuves descripti-­

ves est fermée SGUS la composition et sous l'opér~teur rA" 

\{ 
• 1-,',.$, 
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LEMME 4.16 Soit A, une petite catégorie. Si B : V ~ Morphismes de LA{A) est 

la fonction introduÙe dans la.définition 4.7: CL: V ~ Preuves de,·VA(A) est 

la fonction introduite dans la définition' 4 .. 13 et L'] : p.;euves de V A (A) ... Mor-

c 

phislPes de LA (A) e 8 t la f onc tion utilisée dans le' lemme 4.13, alor s B = 1 1 ex 

\ "\ 

o PREUVE par induction sur la longueur des descriptions. 
,. 

. a) Soit une description f dont la longueur èst 1. 

f est alors K, .6 ou iT i " ViE[l,mJ, VlJ1€N+" 
m, ' 

\ 

.... 
[J CL(K) = [J Kv (A) 

A 
= [KV (A)] = KL CA) par le lemme 4.12 

A -- A <-(f 

= BCi<) 

[J CL(~) = [J ~V (A) = 
A 

. 
= B..Snm,i) , Vidl,mJ; Vm€N+ 

(TI) par le lemme 4.12' 
m, i L (A) 

. A 0'1 

D'où []'ex(f) = BCf), pour toute description f dont la longueur ~st 1. 

b) Supposons que [J (l(i) = B(n pour toute description de longueur inf~rieur~ 

ou égale ~ m. 1 
Soit f, une des description de longueur m+1. 

f est de 1; forme <g,fi> , fig ou r(g,h) 

i) Si f = <8,h>, alors m+1 = À(f) = À(g) + À(h) + 1. Donc À(g) S m et ~ 
'f' l \~ 

" 1( 

Hh) S; m et p~r hypothèse" [] ex(g) = B(i> et [] a(h) = fHh). 

, 
j 

1 

, 
• i 
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l 
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1 
c) 

1 
i 

1 , 

\ 
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Sa) :: S«g,fi» = <e(g),IHii» :: <[] a(g), [] a(ii»:: <:[a(g)J.la(h)J> 

= [<a(g»)a(Ii»] :: [a«g,Ii»] = [fa<g,h> = [] aef) 

ii) Si f = hg, alors mt1 :: À(f) = À(g) t À(h), Comme la longueur d'une 

description est toujours strict~ent positive, À(g) S m et À(h) S m 

et par hypothèse, [] (l(g) = S (g) et [] a(h) :: l3(h). ~ 

SO') = ~(lig»-= fHh)fHg) :: [] a(fi) [] a(g) :-[a(h)][a(g) J = fa(h)a(g)] 

:: [a(hg)] = [a(f)] = [] a(f) 

iii) Si 1 = r(g,fi), alors mt1 ='À(f) = À(8) t À(h) t 1. Donc À(g) ~ met 

Hh) ~ m et par hypothèse, [] ~~g) = IÙg) et [] a(ii) = S<h) ,1 
, 

S(i) :: S(rCg,h» :: rA(6(g),SCh» = rACe] a(g), [] a(h» 

:: rA([a(g)],[a(h)]) = [rA(a(s),a(h»] = [a(rA(g,h»] 

= [] Qf 

D'où, 8-1 À(f'> = m+1, S(f) = [] 'Clef'> 

. -= [] a(f), pour toute description f, Par induction, S(f) Donc, S = [] a, 

CORpIJ..AlRE 4.17 , Soit A, ~ne,petite catégorie, Un morphismë de LA(A) e~t des-
, , 

criptif si et seulement s'il est la classe d,'équiva1ence d'une preuve descrip-" . 

tive. 
, 1 

PREUVE 

,a)' Si g est un morphisme descriptif, il existe une description l telle qué 

S(f) = g. Mais alors g = à<f) = [] a(f) = [a(f) J. Comme a(f) est une 

• preuve descriptivë, g est la classe d'équivalence d'une preuve descriptive. 
~ 



( 
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1 

b) Si g est la classe d'équivalence d'une preuve descriptive h, alors 

130. 

,- -
g = Ch] et il existe une description f telle que a(f) = h, h étant des-

criptive. 

D'où g = Ch] 
- c -= [a(f)] = []a(f) = 

4.5 SQUELETTE SA(" DE LA(" 

/" 1 

a(f) et g est un morphisme descriptif. 

-
Soit LA(~)' la catégorie primitive récursive (A) libre engendrée par ~. 

Examinons certaines propriétés de LA(~) et de VA(~)' 

DEFINITION 4.18 A tout objet de LA(~)' associons un'nombre appelé puissance 

de l'objet, de façon inductive. 

a) neT) = 0, n(N) = 1 
1 

b) si II(B) le.t II(C) sont 6éfinis, Il«B)A(C» = n(Bt + n(c) 

REMARQUE n(B) est égal au nombre d'apparitions du ~ymbole N dans B. 
1 

DEFINITION 4.19 A tout objet de LA(~)' associons un nombre appelé longueur 

de l'objet. de façon inductive. 

a) peT) ; 1, peN) = 1 

b) si p(B) et pCC) sont définis, pC (B) A(C» = p(B) t pCC) 

l ' 

, , 

- . 
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REMARQUE p(B) est égal au ,nombre d'apparitions des symboles N et T dans B 

et p(B) :!: l, VB€ILA(q,)I. 

LEMME 4.20 Soient B et e, deux objets de LA (q,h alors BAC ~ CAB, 

PREUVE Montrons que <q(B,C),P(B,C» est l'itwerse de <q(e,B),p(C,B» 

<q (C ,B) ,p(C ,B) ><q (B, C)"p(B ,e) > 

= <q(C,B)<q(B,e),p(B,C»,p(e,B)<q(B,e),p(B,e»> 

= <p(B,e) ,q(B,C» , 

\ = l (BAC) 

<q(B,C),p(B,C»<q(C,B),p(C,B» 

= <q(B,e)<q(C,B),p(C,B»,p(B,C)<q(C,B),P(C,B» 

= <p(C,B),q(C,B» 

= l(CAB) 

= <q(B,C),p(B,C» 
-1 = <q(C,B),p(C,B» 

<q(B,C) ,p(B,C» 
= BAC ~. CAS 

1 0 

LEMME 4.21 Soient ~ et C, deux objets de LA(q,) , 

si .B ~ D et C ~ E, alors B"C Cf DAR. 

" 
PREUVE Soient Yf l'isomorphisme de B à D 

a, l'isomorphisme de C à E .. Ct 

-1 -1 
Montrons que <yp(B,C),aq(B,C» est l'inverse de <y p(D,E),8 q(D,E» 

" 

:~ 

'1 

" ., 
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1 
<yp(B,C),aq(B,C»<y-lp(D,E),a-1q(D,E» 

1 " 

= <yp(B, C)<y-lp(D,E) ,13-1 q (D,E» ,Bq (B'.C)'<y-l p (D,E) ,13-1 
q (D,E»> 

~ <yy -lp (D,E) ,aa-1qD,E» 

= <p(D,E),q(D,E» 

= 1 (DAE) 

<y -lp(D,E) .e-1q (D,E»<'YP(B,C) ,aq (B ,C) > 
~ 1 

= <y-lp(D,E)<yp(B.C),aq(B.C».a-1q{D,E)<yp(B,C),aq(B,C»> 

= <y-1yp(B,C),a-1aq(B,C» 

= <p(B,C),q(B,C» 

= l(BAC) 
" 

o 

D'où <yp(B,C) ,f3q(B,C» = <y -lp (D,E) .f3,-lq(D,E) >-1 

" 

PREUVE par induction sur la valeur de b. 

a) Pour b = 0, Nb = NO = T, montrons que N8AT ~Na 

Soient p(Na ,T) : NaAT -+ Na et <1(N8 )"O(Na) > : Na -+ NaAT 

<1 (Na) ,0 (Na) >p(Na , T) = <1 (Na) p(N8
, T) , O(Na) p(Na , T) > 

= <p(Na ,T),O(N8 AT» 

-

~ <1(N8
) ,O(Na) > = p(N8 ,T)-1 et NaAT ~ Na 

132. 
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) 1 ~ l 'i b c'est-à-dire Na ... .n "'_, Natn . b Supposons e resu tat vra pour = n, "N ~ 

Soit y(a,n), l'isomorphisme de Na"Nn dàns Natn . 

Soient <y(a,n)<p(Na.~tl),p(Nn.N)q(Na.~tl»,q(Nn.N)q(Na.Nn+l» 

: NaA~tl = N~(NnAN) ~ NstnAN = N(stn)t 1 

133. 

et 
, a n -1 'atn a n -1 a+n atn 

<peN ;N)y (a.n)p(N ,N) ,<q(N ,N)y (a.n)p(N ,N) ,q(N ,N)>> 
d' 

: N(ata) t 1 = Natn~N ~ Na"(Nn~) = ftaNf1tl 

a . .n -1 a+n L,la n -1' atn Btn <p(N ,N)y (a,n)p(N ,N) ,<q(N ,N)y (a,n)p(N ,N) ,q(N ,N)>> 

a . .ntl n a ntl n a ntl <y(a,n)<p(N ,N ),p(N ~N)q(N ,N »,q(N ;N)q(N,N » 

a n -1 ain a ntl n s ntl = <peN ,N)y (a,n)p(N ,N)<,y(s,n)<p(N ,N ),p(N ,N)q(N,N », 
q(Nn,N)q(Na.~tl».<q(Na.Nn)y-l(a,n)p(Natn,N).q(Na+n.N» 

( a n+1 n a n+1 nanti <y a,n)<p(N ,N ),p(N ,N)q(N.N »,q(N ,N)q(N,N ».,> 
1 

= <p(Na,Nn)y-l(a,n)y(a.n) <p(Na,Nnt1) ,p(Nn.N)q(Na,Nntl», 

<q(Ns,Nn)y-l(a,~)y(a,n)<p(Na,Nn+l),p(Nn,N)q(Na,Nntl».q(Nn,N)q(Na,Nntl»> 

a . .ntl n nantI = <peN ,N ) ,<peN .N)"q(N ,N»q(N ,N » 

De même," 

<y(a,n)<p(Na,~tl),p(Nn,N)q(Na,Nn+l»,q(Nn,N)q(Na,Nntl» 
\ 

o 
(Na n) -le ) atn) a n -1 atn ata <p ,N Y a,n peN ,N ,<q(N ,N )y (a,n)p(N ,N),q(N ,N)>> 

r 

&"2;:11# z ~ $ .;;. ,LC] ... 4P!].Z?~, ~rS '._ ," 

1 
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Dloù NaANn+1 c:::!' i a+n) +1 = Na+(n+1) 

II(B) 
THEOREME 4.23 Tout objet B de LA(~) est isomorphe à N • 

PREUVE par induction 'sur la longueur de B. 

a) Si p(B) = 1, B = T ou N 

pour B = T, neT) = a et NO = T :$ T!:::< T = NO = 
NII(T) 

pour B = N, lI(N) = 1 et N
l 

= N ... N~N= NI = 
NlI(N) 

b) Supposons le résultat vrai pour tout B de longueur inférieure 

Si p(B) = n+1, B = AAC et p(B) = p(A) + pCC) = n+l: 

134. 

, 
ou égale 

Comme la longueur d'un terme est toujours plus grande ou égale à 1, 

p(A) S n et pCC) S n et par hypothèse 

C !:::< ;(C) 

:$ AAC C:::! Nn(!) ANlI(C) !:::< NTI(A)+TI(C) = NTI(AAC) = Nn{B) 

Cl es t-à-dire B!:::< NTI(B) • 

n(B) > 1 
Donc B!l)!! N pour tout objet B de longueur n+1. 

lI(B) • Ainsi, par induction, B!:::<N pour tout objet B de LA(~)' 

li n. 

COROLLAIRE 4.24 La sous-catégorie pleine ~A(~) de LA(~) dont les objets ~ont 

les puissances de N, est un squelette de LA(~)' 
1 
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4.6 PREUVES l;N fORME NORMALE 

, 
Dans les deux sections suivantes, nous introduirons deux formes particu-

li~res de preuve et nous verrons que toute preuve de VA(~) est équfvalence par 

rapport a. =A h une preuve de chacune ,de ces formes. 

DEFINITION 4.25 Les sous-term~8 d'un terme de VA(~) sont définis de façon 
\ 

inductive. 

1. Le seul 80us-terme de r est t; le seul sous-terme de N est N. 

2~ Si A est un terme de la forme (B)A(C), alors le terme' (B)A(C), les sOus-

termes de B et les sous-termes de C sont les sous-termes de A. 

DEFINITION 4.26 A chaque preuve de VA(~)t associons une longueur de façon 

inductive. 

1. Si f est un axiome, X(f) = 1. 

2. Si f est de la forme gh, A{f) = À(g)tÀ(h) 
" . 

3. Si f est de la forme <g,h>, X(f) = À(g)tÀ(h)tl 

4. S1 f est de la forme rA(g,h), À(f) = À(g)+À(h)tl. 

'~ . 

LEMME 4.27 L'ensemble des souS-termes de ND, DfN+, est {Nilif[l,n]}. 

PREUVE par induction sur la valeur de n. 

a) Pour D=l, le seul sous-t.rme de N est N. DODe, ~'enseœble des Bous-termes 

de N es t {N} = {N 1
} = {Nil if[l, IÙ. 

1 

" .... 1 



CJ 
b) Supposons que l'ensemble des sous-termes de ~ = {Nili([l,mJ}; 

l'ensemble des sous-termes de Nmt1 ou ~AN 

136. 

= {~+l}U ensemble des sous-termes de ~ u ensemble des sous-termes de N 

= {Nm+l}u{Nili~[l,m]}u{N} = {Ni ll([l,m+l]} 

Donc, par induction, l'ensemble des sous-termes de Nn , nEUt , est {Ni!i!fl,nJJ 

LEMME 4.28 Toute preuve f de VA (IP) a une des sb; formes suivantes: 

g, <1,k>, rA(1,k), gh, <t,k>h, rA(~,k)h où g est un axiome, 1,k et h sont des 
.J. 

preuves. 

PREUVE par induction sur la longueur d'une preuve. 

a) Si À(f) = 1, 
~ 

f est un "axiomf!. 

b) Supposons le r6.ult&~r.~ pour toute preuve de longueur inférieure ou 

égale à m. 

Soit f telle que À(f) = mtl, f est alors de la forme k1, <k,~> ou r~(k,t) 
, 

où k et ~ sont des preuves de longueur inférieure ou égale ~ m. 

Si f est de la 'forme <k,P-> ou rA (k,t), nous avons le résultat désiré. 

Si f = kt, À(k) Sm car mtl = À(f) = À(k)tÀ(~). 

Donc, par hypoth~se, k a une des formes g, <h,j>, rA(h,j), gh, <h,j>p ou 

rA(h,j)p où g est ,un ax~ome ~t h,j,p sont des preuves. 

~lors, f e~t de la forme ~, <h,j>t, rA(h,j}t, ght, <h,j>pt ou rA(h,j)p1, 

c·est-l-dire f est de la forme g.R., <h,j>~, rA(h,j)t, gt, <h,j>t ou 
• 1 

rA(h,j)t où g est un axiome, t,h,j,t sont des preuves car la composée de 

deux preuves est une preuve. 

p'où, si À(f) = m+1, f a une des six formes désirées. 

. ... 

. 
.,\ ", 
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Alors, par induction, toute preuve a une des six formes désirées. 

LEMME 4.29 " Toute projection p ou q a pour codomaine un sous-terme du domaine 

et la longueur du domaine de la projection est plus grande que la longùeur du 

codomaine de la projection. 

PREUVE Si f est une projection, elle est de la forme 

p(A,B) ;: (A)"(B) -+A 9u q(A,B) = AhB -+B 

domaine (p(A,B» = MD aodomaine (p(A,B» = A 
-

domaine (q(A,B» = A"B codomaine (q(A,B» = B· 

Par définition, A -est un sous-terme de lui-mêmé et tout sous-terme de A est un 

sous-terme de AAB. D'où A est un sous-terme de MD et codomaine (p(A,B» est 

un sous*terme de domaine (p(A,B». De même, codomaine (q(A,B)j est un sous- ~, 

terme de domaine (q(A,B». 

, Par définition, p(AhB) = p(A)+p(B) et pCC) ~ 1; pour tout terme de DA($) ou 
( , 

tout obje: de LA($)., Alors, p(A) <: p(AAB) et p(B) < p(AAB). 
1 

D'où p(codomaine p(~,B» < p(domaine p(A,B» 
, 

p(codomaine q(A,B» < p(domaine q(A,B». 

DEFINITION) 4.30 _ Les sous-pJ"euves d'une preuve f : 'A -+ B de VA ($) sont toutes 

les sous-expreshipns de f qui sont des preuves. 

DEFINITION 4.31 Une preuve de V
A

($) est dite. en forme normale si elle n',admet 

pas de sous-preuve de la forme p(A,B) d,m>, q(AyB) d,m>, I(B)t, ~I(A). 

" RE~UE Nous retrouvons cette idéê de preuve normale dans les articles de 

" Prantz [22] et de Mann U8]. 
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LEMME 4.32 Toute sous-preuve d'une preuve en forme normale est en forme 

normale. 

PREUVE Soit g, une sous-preuve d'une preuve f. Si g n'est pas en forme 

normale, elle admet une sous-preuv~ h qui est de l'une des formes proscrites. 

Mais h est une sous-expression de g qui est elle-même une sous-expression de 

f. D'où la preuve h est une sous-expressi'on de f, donc est un~ sous-preuve 

de f. Comme h a,une des formes proscrites, f n'est pas en forme normale. 

THEOREME 4.33 Toute preuve de VA'~) est équivalente par rapport A =A A une 

preuve en forme nonnale et la longueur de cette dernière est inférieure ou 

égale ~ la longueur de la preuve. 

PREUVE par induction sur la longueur d'une preuve. 

a) Soit f, une preuve de longueur 1. f est un axiome. f ne peut alors être 

la composition de deux preuves, donc ne peut admettre une Bous-preuve de 

l'une des formes proscrites. Donc f est en forme normale. 

b) Supposons le résultat vrai pour toute preuve de longueur inférieure ou éga~e 

A n et soit f, une preuve de longueur n+1. 

f a une des six formes suivantes': S, <t;k>, rA (t,k), gh, <t,k>h ou 
l , 

rA(t,k)h où g est un axiome et t,k,h sont des preuves. 

1. Si f = S, ~(f) = 1 ce qui est contraire l-l'hypothèse. 

2. S1 f = gh, alors ~(f) = n+1 et ~(g) = 1 entralnent que À(h) = n. 
1 

Par hypothlse, h est équivalente l une preuve h' qui est en forme 

normale et ~(h) ~ À(h'). Alors, g -A set h =A h' entrainent que 



" 
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f = gh =A gh' par la condition 5 de la rela tJl:on ;:, A' Mals ~h' es t-ll 

en forme normale? Regardons g. 

a) Si g = I(A) 

f = gh =A gh' = I(A)h' sA h' ~ f DA h' en forme normale 

À(f) >..,À(h) ~ À(h') 

\ b) Si g = p(A,B) ou q(A,B) 

1 
Si h' n'est pas de la forme,cR.,k> ou c"2,,k>j, alors gh' est en forme 

normale et ,À(f) :: À(g) + À(h) ~ À(g) + À(h') = À(gh') 

i) 51 h' = <R.,k> 

gh' = p(A,B) <~,k> =A ~ et ~ est en forme normale car ~ est une 

sous-preuve de h', 

ou gh' = ~(A,B) <R., Ji> sA k et k est en forme normale car k est 

une sous-pr~uve de' h'. 

Donc, f sAIt ou f =A k, t et k étant en forme normale et 

À(f) > À(h) ~ Hh') >' MR.) ou À(f) > Hh) ~ Hh') > À,{k) 

1i) Si h' = <R.,k~j 

gh' = p(A,B)cR.,k>j =A ~j et À(tj) = À(t) + À(j) 

ou gh' = q(A,B)c~,k>j sA kj et À(~j)' = À(k) + À(j) 

mais À(h') S À(h) = n par hypot~~se et 

À(h') = 1 + À(t) + À(k) + À(j).i D'où À(tj) c n et Mkj) < n 
, 

et par hypothèse, 11 existe des preuves R.' e~ k' en forme nor-

- male telles que tj =A t', kj =A k' et À(R,j) ~ Mt'), 

À(kj) ~ ,Hk'). Alors, gh' =A tj =A t'ou gh' ,=A kj =A k't 
.. 



1 
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Donc, f :: ~h '= A gh' '=A t'ou f :: gh '= A gh' = A k'. ~, et k' 

étant en forme normale 

et À(f) > À(h) ~ À(h') :: l + À(t) + À(k) + À(j) > À(tj) ~ À(t') 

ou À(f) > À(h) ~ À(h') :: l + À(t) + À(k) + À(j) > À(kj) ~ À(k') 

.... 
c) S1 g ;t I(A),' p(A,B) et q(A,B),. gh' ne contient pas de sous-preuve 

proscrite. Donc, gh' est en forme normale. 

Nous avons donc démontré que pour toutes les possibilit6s de g, gh' C6t 

toujours équivalente par rapport à sA à une ,preuve en forme normale. 

Par conséquent, f, :: gh est toujours équivalen~e par rapport à SA à une 
1 1 

preuve en forme normale qui est de longueur inférieure ou égale à la 

longueur de f. 

3. Si f :: <t,k>, r~(t,k), <t,k>h ou rA(t,k)h, 

À(f) :: 1 + À(t) + À(k) ou l + À(t) + À(k) + À(h). Donc À(t) < n, 

À(k) < n, À(h) < n et par hypoth~se, il existe des preuves t', k' et hl 

en forme normale telles que t éA t', h SA hl et k SA k ' et 

À(t) ~ À(t'), À(h) ~ À(h') et À(k) ~ À(k ' ). Alors f est équivalente 
, , 

par rapport h SA h .une des quatre preuves suivantes: <t',k'>, 

rA(t',k'), <t',k'>h' ou rA(t',k')h', toutes en forme normale et la 

longueur de f est plus grande que la longueur de chacune de ces préuves. 

Donc, f èst toujours équivalente par.--r,apport h :i:À h une preuve en forme normale 
"-

qui est de longueur inférieure ou égale à la longueur de f. 

COROLLAIRE 4.34 (de la preuve du théorème précédent) Toute preuve f de V
A

($) 

est équivalente par rappor,t il =A à une[ preuve, f' en forme normale qui n 'u~ili­

se que des termes et des axiomes de f et dont le nombre d'interventions de < > 

(respectivement de rA) est inférieur ou égal à celui de f. 
1 .' 

" 
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4.7 PREUVES EN FORME VESCRIPTIVE 

DEFINITION 4.35 Une preuv~ de VA(~)-est dite en forme descriptive si elle 

~st en forme normale et si n'interviennent dans sa construction que 

a) des axiomes 8y,ant pour domaine et codomaine des puissances de N, c'est-l-

i N n n dire des termes de la forme N ,iE , donc les axiomes l(N ), O(N ), e, a, ,1, 

p(ND,N), q(Nn,N), VnEN. 

b) que le "produit par N", la récurrence e t, la composition. 

Il 

THEOREME 4.36 Toute preuve en forme normale f : Nn ~N de VA(~) est équiva-
1 

lente par rapport l =A A une preuve en forme descriptive. 

PREUVE par induction sur le nombre m d'interventions de rA dans, la preuve. 

1 ..:. Pour m=O 

. 
Preuve par induction sur la longueur de la preuve f. 

a) Si À(f)=l 

f est un axiome et f est de la forme Nn~N. Donc, f est un des axiomes 

suivants: I(N) : N + N e - (n) . Nnt ! N T + N , a : N ~ N , q N ,N. ~, 

2 -
p(N, N) = N ~ N.\ Tous ces axiomes son t permis, d'où f es t en forme 

. . 
descriptive et par conséquent, f est équivalent par rapport l =A ~ une 

preuve en forme descriptive. 

b) Supposons le résultat vrai pour toute preuve de ~ dans N, où m=O et de 

, t 
longueur plus peti~e ou égale ~ k, k(N • 
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Soit f telle ,que l(f) = ktl 

f a une des six formes suivantes: 

.'. 
i) g où g est un axiome, - 11) <R..k> , Ui) <R.,k>h, 'iv) rA(~,k), \ 

1 v) .rA(R.,k)Q, vi) gh où g est un axiome et h une preuve. 

La premi~re forœe est :Impossible car 1.(g) = 1 ~ k t 1 = À(f). 
~ 

Les 
, . 

formes ii) et iii) sont égâlement bDpo~sibles car les cod~maines de 

d.,k> et de d.,k>h sont des produits de . termes et· celui de f est N • 

Finalement, les formes iV) et v) sont à iUminer car il y aurait alors 
1 

interventipn'de l'opérateur rA' D'où f = g 'h où g : Al -+ N est un 
1 1· 1 

axiome et hl : If ... Al est une' preuve. 

gl peut 8tre e, I(N) , a, p(N,N) ou.:q{Ns,N). 
\, 

1. Si 8 l = e ~ T ... N 

f = 8 h = eh ;:" eO(~) et eo(Nf) 'est en forme descriptive, D'où 
1 liA 

f a alors la propriété désirée. 
, " 

2. Si 8
1 

= l(N) 

f = I(N)h
l 
e~ f n'est pas 'en forme normale, ce qui est ~passib1e. 

3. Si 8
1 

= a 

f = ah
l 

et, À(h
l

) = k car ktl = À(f) = À(o) t À(h
1

) = 1 + ~(hl)' 

Par hypoth~se, il ~iste une preuve en forme descriptive hl 

telle que hl ~ hl :.: Alors f ~A obI e,t, comme l ' axiO~ cr et la com-
a • 

position ~ont autorisês, ah
l 

est en forme descriptive. D'où f a la 

propriété désirée. 

4. Il nous teste le cas, où 8
1 
estju~ projection. q~e nou~ appellerons 

Pl' une projection étant un axlO11le 'de la' forme p.(A,B.) ou q(A,B). 
, -fi 

'\ 1, 

. , 

" . , 
",' 

. 
i 
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f = ph, h n :A -+ N' et p(A ) >p(N) = 1 et N -+ A , Pl 1 1 1 1 1 1 

N est un sous-terme de Al' par le lemme 4.29. 

Considérons maintenant h n : N -+ A , . 1 1 

h a l'une des six formes 8u:tvan~es: 
1 

1 

r ~ (9, ,k)h, i) .<R. ,k>, ii) <R.,lt>h, Ui) r j\ (R. ,k) , iv) 
J, , 

v) g où g es t un axiom~, vi) gh ou g est un axiome et h est une 

preuve. 

Les formes i) et ii) ne peuvent se présenter car f aurait une sous-
1 

preuve Pl <R. , k>, et ne S~-4ît \donc pas en~ forme normale. Il faut 
( . 

également éliminer les formes iii) et iv) eat f n'admet pas d'inter-

vention de l'opérateur rA' Il reste donc leà eas v) et vi) 

v) Si h est un axiome, h : Nn 
-+ A et p(A

I
) > 1 

,1 1 1 

hl ne peut ~tre que I(A
I

) ou une projection car tous les autres 

axiomes ont un eodomaine de ,longueur 1. 

Si h = ICA ) = I(Nn) , f = 
1. 1 

n . 
P1I(N) et f ne serait pas en forme 

normale. 

n et A est un sous-terme'~dé N. Par conséquent, Al est de la forme 

Ni et P(Ni
) = i. Comme P(Al»P(N) = l, i >' 1 et ainsi 1 < ~r< n. 

, n n-l" n n-l Les seules projections de domaine N sont peN ,N): N -+ N 

n-l . Or, q(N ,N) est impossible caT Al ne 

... ' • .0-1 
peut etre N. Donc P2 = p(N ,N) • 

\ 

f = PIP(~-l,N) = Pl = P(~-2,N) n-2 n-2 ou q(N ,N) le cas peN ,N) 
t 

v ne peu~ exister que si n = 3. 

Si n = 3, 
2 2 

f = p(N,N)p(N ,N) pu q(N,N)p(N .N) 

. , 
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\ ,--
D'où f est en forme descrlptive et par conséquent, a la propriété 

~ 
~~-~ 

désirée. 

vi) Si hl = g2 hz où gz est un axiome, gz ne peut être que I(A
I

) ou 
\ 

une projection car codomaine (g2) = Al' et p(A
1

) > 1 et tous les 

autres axiomes ont un codomaine de longueur 1. 
e> 

Si g2 = I(AI ) : Al ~ Al' f a une sous-preuve de la forme PlI(A
1
), 

donc n'est pas en forme normale, ce qui est impossibl~. Donc, la 

seule possibilité Rour g2 est d'@tre une projection que nous note­

rons Pl : Az ~ Al' Ainsi, P'~Al) > P(A 1 ) et comme A 1 est alors un 

sous-terme' de A2, N et Al sont des·"sous-termes\de Az' 1 

D'où f = PIP2hz où Pl : Al ~N".P2 : Az ~AI' hz : N
n 

-+ A2' 

À(h) = k-l, N et A sont des sous-termes de A et 
2 1 Z 

-----Si nous répétons ce raisonneme~t au maximum (k-l) fois, nous obte-
,1 

nons: 

f lf ~N 

où projection, ,V iEE1,sJ, 

Al ~ N, 

A ~ A V i€( 2 , s-l] . 
i i-l, 

Nn ~ A 1 
s-1 ....... 

et p(~»p(A »p(A » .•. >p(A »p(A »p(N) = 1 
S-l S-2 2 1 

, 
et N,Al~ ••• ,A sont des Bous-termes de N

n • 
S-1 

Aiosi, chaque Ai est de la forme Na (l) et l<a(l)< .•• <a(s-l)<n. 
\­

Comme u~e projection de domaine Na(i) a pour codomaine 

Na(i)-l 
. OU !'l~ 
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2 'n-2 ' n-1 
f = p(N,N)P(N ,N) •• ,peN ,N),p(N ,N) OU 

n-t-l n-t n-2 n-l f = q(N ,N)P(N ,N) ••• p(N ,N)P(N ,N). 

D'oa f est en forme descriptive et a donc la pro~riété désirée, 

Ndhs venons de démontrer que si À(f) = ktl, f est équivalente 

par rapport à -A à une preuve en forme descriptive. 

Ainsi, pam induction, toute yreuve Nn ; N en forme normale, n'ayant aucu­

ne intervention de rA' est êquiva lèn te par rapport à =A à une preuve en 

· . fonne descriptive. 

II - m = vtl 
\ 

n ' \ Supposods que toute preuve N ~ N en forme normale, ayant au pluS v in-

terventions de rA possède la propriété désirée. 

Soit f : ~ ~ N, (en forme normale, ayant vt1 interventions de rA' 

Preuve par induction sur la longueur de la preuve f. 
L 

a) Si À(f) = ,1 

• 1 
f est'alors un axiome e\n'a au~une interviention de rA' D'où toute 

· , n 
preuve appartenant l la ,classe des preuves f : N ~ N en forme normale 

de longueur 1 e~ ayan~ vtl interventions de rA possède la propriété 

désirée car cette classe est vide. 

b) Supposons le résultat vrai pour toutes les ~reuves Nn ~ N en forme 

normale, ayant vtl interventions de rA et de longueur inférieure ou 

égal~ à k • 

Soit f ~elle que À(f) ~ ktl (f ~ vtl interVentions de rA) 
1 

f a une, des six formes suivantes: 

.. 
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i) g où g est un axiome, ii) <1,k>, 'iii) <!,k>h, 

vi) gh où g est un axiome et h,est une preuve. 
\ 1 

La première forme est impossible car À(g) = 1 ~ k + 1 = À(f). Les 

deux formes suivlmtes ne peuvent se pré~enter car les codomaines de , 

<1,k> et de <t,k>h sont des produits de termes alors que 1~ codomaine 
. , 

de f est N. 

tf-1 -~ Net k : Nn
+1 -+ N. 

l 

,c~ f est èn forme normale, '1 et k
l 

le sont aussi, étant des 

sous-preuves de f. Mais '1 et k
1 

admettent respectivement au 

maximum v interventions de rA' les 1 deux ensemble en admetta~t v 

puisque f = rA(11~kl) en 'admet v+l. 

Par hypothèse, il existe des preuves Il et kl en forme descriptive 

- 1 

telles que t
l 

:A t et k l :A kl' 

Alors fI = rA(1 1 ,k
t
} =A rA(il,K 1)· 

Comme la récurrence est permise 4ans la forme descriptive, 

rACI ,ft ) est en forme déscriptive. 
1 1 

Dr où { a la propr1.é té désirée: 
1 

v) Si f = r
A
(' ,k)h : If + N, alors h : tf1 +.;rn et 
111 1 

. .m-l 
! : N + Ns 1 , 1 

k
l 

: tftl + N ,\ car une récurrence~~_~~ujours pour 
, ~-

domaine une puissance de N, autre ye-'l'.--~~ 
, ~- , 

Considérons h \': N~~:-~à a au maxiDlll v interventions de rA' 
1 - • \ 1 

Si dl :: q(~_l .N)h
l 

: tf1 +"N 

d
2 

= q(~-2.N)p(~-1 ,N)h
l 

: ~ + N 

.~-3 . .m-2 • .m-l d
3 

;;: q(N ,N),pÇl!l ,N)peN .N)h
l 

.} 
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d = m-l 
, 2 3 .JI1-2 m-l q(N,N)p(N ,N)p(N ,N) ••• peN ,N)p(N ,N)h

l 

d = m 
2 3 tfD-2 ~-l p(N,N)p(N ,N)p(N ,N) ••• p( ,N)p( ,N)h

l 

alors hl sA < ••• «d,d >,d > •.• >,d > ,dl> m m-l m-2 2 

Mais chaque di est équivalente à une preuve b
i 

en forme norma~ •. -------

Chaque di a au maximum v interventions de rA et comme bi a"au plus 
1 

autant d'interventions de rA que di par le corollaire 4.34, bi ,a 

au plus v interventions de rA' est en forme normale et a pout do­

maine ~ et pour codomaine N, Vie[l,m]. Par hypothèse, il existe 

une preuve en forme descriptive zi telle que bi =A zi' Viel1,mJ. 

di sA bi en ,forme normale =A zi~en forme descriptive, Vie(l,mJ. 

S1 hl = < ... <z I,Z >,z >, .. '.>,z >,z >, h est en forme descrip-
m m-l m-2 2 1 1 

tive car le "produit par Nil est permis, codomaine (zi) = N;.\ 

V1E:[1,m], et alors ~ =A hl' ~ 

Consid~rODs'rA(t ,k ). 
1 l, 

"\ 
Comme dans le cas Iv), nous obtenons 

- - - -rA(11,k
1

) =A rA(1
1
,k

1
) -et rA(11'~1) est 'en forme descriptive. 

1 

Comme la composition est permise, rA(ï ,k)h est en forme descrip-
1 1 1 

tive et f = rA(t1,k)h =A \rA(ï ,k )h . 
1 1 - 1 1 1 

D'où f est équivalente par rapPQrt 11 SA 11 une preuve en forme 

descriptive. 

Il llous reste un dernier cas: 

vi) 
1 

f = 8
l
h

l 
où g :A -+- N est un axiome et 

1 1 

preuve. 8 peut @tre e, l(N), CI, peN ,N) 

1. Si g = e 
1 

\ 

hl : NU + Al est une 

s ou q(N ,N) 

, f = g h = eh
l 

• eO(N
U
), d' oil f a la proprié té voulue. 

1 1 

\ " 
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2. Si g 1 = l (N) 

f = Slh
1 

= l(N)h
1

, d'où f ne serait pas en forme normale, ce 

qui est impossible. 

, 
3. Si gl = a 

4. 

f = S h = Ob - h : Nn ~ N et À(h ) = À(f) - À(o) = k+1-l = k. 
11 1 l, .",1 

Comme f a v+l interv'~ntions: de rA et f = Oh l , hl a vt1 inter-

ventions de rA et À(h
l

) = k. 'Par hypothèse, ,il existe une 

preuve hl en' forme deSCriptive telle que h ;:; hl" Par consé-
,1 t 

quent, f = Oh
l 

SA ah!, ~t comme l'axiome cr et la composition 
, . 

sont1autorisés, ah! est en forme descriptive et f a la proprié­

té voulue. 1 

Il/nous reste le cas où g1 est une projection p , f = p h 
111 

Qn 

: A -+- N et h n p(A »p(N) =,1 et N est un Pl =N -+-A, sous-
1 1 1 1 

terme de A • 
1 

Regardons hl !f -+ Al' 

h a une des six fo:çmes suivantes: 1 
1 

, 

,... 

a) <R.,k>. b) <R.,k>h, c) ~rA{R.,k). d) rA(R.,k)h, 

e) ~ Où g est un axiome, f) gh où g est un axiome et h, une 

preuve. 

Les cas ~) et b) sont impossibles car f aurait alors une sous-

preuve Pl<R.,k>; elle ne serait donc pas eh forme no~ale. On 
'. ' 

doit également él~1ner les cas c) et d) car codomaine 

rA(R..,k) = codomaine rA(R.,k)h = N e~ peN) = 1 alors que 

codomaine (hl) = A et p(A
l

) > 1-

1 
1 

~ 

... ., 
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Cas e) et f) hl = ~2 OU 8
2
h

2 
et 8

2 

A = Nn
) 

2 
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....... 
A ~ A (dans le cas e, 

2 1 , 

~ Comme P(A
1

) > l, 8
2 

ne peut être que I(A
I

) ou une projection 

car tous les autres axiomes ont un coàomaine dé longueur 1. 

Si 82 = I(AI ) : Al ~ Al ' f = P1h 1 = Pl82 ou P182
hz = PII(Al ) 

ou P
I
I(Al-')h

2
"; alors f a une sous-preuve Pl I(A

l
), donc nI est pas 

en fOnDe normale, ce qui est impossible. 

, D'où 8 ~ 1 CA ) 
2. 1 

" p(A 2) >p(AI ), Al est sous-terme de A • 
2 

Donc N et A sont des 
1 \ 

sous-termes de A • 
2 

Donc, dan~ le cas e), h = g h = P h implique que 
, 1 2 2 2 2 

" 
f = P1h

1 
= P

I
P

2 
et alors f n'~ aucune :t.n~rVention de 

est impossible. Dans le cas f), h =, h :::: p h 
1 2 2' 2 2 

"qui 

rA' ce 

implique 

n A ~ N, p : A ~ A , h2 : N ~ A2' 
1 2 2 1 P P h où P 

122 1 

À(h) = k - 1· N et Al sont des sous-termes dè Az et 
2 " 

p(A »p(A »p(N). 
2 1 

-' 

1 

En répétant ce raisonnement au maximum (k-1) fois, 'nous obtenons 

f = PIP2'" 'Ps où Pi est u~ projectiop., Vldl,sJ. Donc, f 

n'admet aucune intervention de rA' ce qui est impossibl~. 

) 

Ainsi sl f = 8lhl, f est équivalente par rapport à -A h une preuve 

en forme descriptive. 

Nous venons d~ montrer que si A(f) = k+l et f a vfl interventions de 

rA' f étant en forme normale, f ne peut avoir la fOnDe i) 8 = axiome, 

l1i) <~.k>h. S1 f a la forme Iv), v) ou vi), f ~ la pro-

prIétê dés~rée. .. \ Par consequent, toute preuve en forme normale de 

" 

.f1.~,'. 
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longueur k+l et ayant v+l interventions de rA est équivalente à une 
1 

preuve en forme descriptive. 

Donc, par induction, toute preuve ayant v+1 interventions de rA est équl­

valente' à une preuve en forme descriptive. 

n 
l et II nous peTlDèttent de conclure par induction qùe toute preuve N .... N en 

forme normale e~t équivalente à une preuve en forme descriptive. 

COROLLAIRE 4.37 Toute preuve en forme normale ~ .... ~, m€N+, de VA(~) est 

équivalente par rapport à sA à une preuve en forme descriptive. 

PREUVE par induction sur m. 

a) Si m = 1 

Nous avons le résultat par le théor~e précédent. 

b) Si Dl. = k+l 

\ 

Supposons que toute preuve en forme normale Nn 
.... N

i 
est équivalente à une 

preuve .. en forme descriptbe, Vidl,kJ. 
k+l k \ k+lk J<. 

Soit f : If .... N""' = N 1\ N, alots f iiA I(N ) f SA <p(~- ,N) ,q(tf- ,N) > f 

SA <~(j-,N)f, q(Nk,N)f>. 

Par le théodme.4.33, il existe des preuves f et f en forme normale 
1 2 

telles k ~ k k que peN ,N) f SA f
l

: .... N et q(N ,N)f SA f 2 : ~ .... N. 

Alors f k k ~f ,f >. 
SA <peN ,N)f, q(N ,N)f> SA 1 2 

1 

Or, par hypoth~se, il existe des preuves en forme\descriPtive gl et g2 

telles que f il
A 

g et f SA g. Comme le "produit par Nil est permis dans 
1 122 

la' .forme descript:l,ve, <g ,g > est en forme descrip'tive et 
1 2 

f SA <f ,f > SA <g ,g > 
1 2 1 2 

, 
( 
'---
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\ 

D'où f est équivalente ~ une preuve en forme descriptive. 

Donc, par induction, toute preuve en forme normale f N
n 

+ ~, meN+, est 

équivalente ~ une preuve en forme descriptive. 

. 

COROLLAIRE 4.38 Toute preuvè f : If + If1, mEN+, de 'VA(~ est équivalente par 

rapport l =A "l une preuve en forme descriptive. 

PREUVE Par le théorème 4.33, 
~ 

g en forme no'rmale telle que f 5
A 

g et par le cor~lla1re il existe une preuve 

précédent, il existe une preuve h en forme descriptive telle que g,sA h. 

Comme sA est transitive, f sA h. 

, " 
4.8 FONCTIONS REPRésENTÉES PAR LES MO~PHISMES Of SA (<j) 

Nous voici en mesure de caractériser les morphismes du squelette SA(~)' 

, 
'l'HEORBME 4.39 Toute preuve f : ND + NB, nENt , SENt, en forme descriptive de 

VA (<j), est équivalente par rapport l =A l une preuve descriptive. 

PBEUVE par inductiOl'l sur là longueur de la preuve f. 

a) À(f) = 1 

. .n 8 ut + Soit f : ft + N , nE" , SEN , dont la longueur est 1; f est alors un'des 

. .n n D axiomes 1 (N ) : N + N t 

q(rf,N) : rf+l + N 

a.: N+9, 

,/ 

l, ' ~ 

• \ 1) • 
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n 
1. Les axi~es cr = ~V (~) et q{N ,N) = (n ) sont des preuves des~ 

ntl,n+l VA ("') A 
criptives. 

2. Montrons que les axiomes p(lf' ,N) sont des preuves descriptives, Y nEN+ .' 

Pour simplifier la notation, nous omettrons l'indice V
A

(",) des preuves 

descriptives ('lrm',i)V
A
'("')' Tout d'abord, vérifions l'égalité suivante: 

1" 

< ••• «'Ir ,'If. >,'If > ••• >,n > = p(Nm,N), 'rimENt 
'm+1,,1 m+1,2 mtl,3 m+l,m 

Preuve par induction sur la valeur de m. 

a) m = 1 
1\ 

= 'If 
1,1 

p(N,N) = I(N)p(N,N) = p(N.N), par définition des 'If i' m, 

b) m, = k+l 

Supposons le résultat vrai pour,m s k. Etudions 
\ 

< ••• «'lTk ,'lfk > ,nk > ••• > ,nk k car {kt1hl = k+2. 
+2,1 +2,2 +2,3 t2, +1 

Mais <'If 'If > = <n p(Nk+l ,N), 'If P(uk+ 1 ,N» k+2,1' k+2,2 ktl,l -k+l,2 

«nk ',nk ' >,···>,'I\'k k> +2,1 +2,2 +2, 

Par hypothase - k 
«1Tk nt >,···>~'lfk k> = peN ,N) +1,1 +1,2 +1, 

«' ft > > ~ > = P(Nk,N)P(N'k+l,N) 
... 1Tk+2,1'''k+'2,2 , ... '''k+2,k 

, \ 
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, 
0:$ < ••• <'lrk ,'lr

k
', >, ••• > , 'lrk k> , 'lr

k 
k :> = 

+2,1 +2,2 . t2, +2, tl 

'" k k+l 
<p(N t N) p(N ,N), 'Ir k+2 ktl> 

k k+l - ktl 
= <p(N ,N)p(N ,N),'lrkt1,ktlP(N ,N» , 

D'où, par induction, 

m + 
< ••• «'If. ,'Ir ,>,'IT.... >, ••• >,'IT 1 > = peN ,N), 'VJIJ(N 

')D+l,l m+l"2 ... +1,3 mt ,m 

Ainsi, p(~,N), Vm€N+,est une preuve descriptive car l'ensemble des 

preuves descriptives est fermée sous le "produit par Nil. 

II 

3. Montrons que les axiomes I(NR) ~ + ~ sont des preuves descriptives. 

Pour ,n = .. l, I(N) = 'IT l, l' 

Pour n :> 1, ICtf') = <p(~-l ,N) ,q(~-l ,N» 

. .0 t l 

Donc, I(N) est une preuve descriptive et I(N ), n~N, eh le "produit 
\ 

par Nil de deux preuves descriptives. 

D"où, ~(~) est une preuve descriptive, V O€N • 

Donc, si À(f) = l, f est une preuve descriptive et; p~r conséquent, est 

équivalente l une preuve d~scriptive. 

b) Mf) = m+l 

j Supposons que' toute preuve.. fi: If + N~, ndt, ed/+, en forme descdptive de 

longueur Inf~rieure ou éaale l m est équivalente l une preuve descriptive. 

, 
• .0 8 + -' + : + Soit f ft .... N d9nt la longueur est 111+1, mEN , n€N , seN. f a une des 

six formes suivantes: 
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i) g où g est un axiome, li) <1,k>, Hi) <l,k>h, Iv) gh où g est un 
1 

axiome, h est une preuve, 
r 

Cas v) et vi) 

~ À(l) ~ m, À(k) ~ m, À(h) ~ m car À(f) = mtl. , 
7 

Par hypothèse, Il existe des preuves descriptives t', k' ~t 

h' telles l sA l', k sA k' et h =A h' et alors 

f SA rA(l',k') ou rA(~',k')h' qui sont des preuves descrip­

tives car l'ensemble des preuves descriptives est fermée 

sous la récurrence et la composition. 

Cas i} S1 f = g, un axiome, m+l = À(n = À(g) = 1, ce qui est impossible 

c8rm est plus grand que zéro. 

) f il k> ù 1 .-11" t n N+ f Nn ~ Nt +1 
Cas ii = <~, 0 : N -+ N, k: N -+ \ N, t€ et: ~ 

Cas 

m+l = À(f) = 1 + À(1) + À(k) ~ À(l) ~ m et À(k) ~ m. -, 

Par hypoth~se, il existe des preuves descriptives l' et k" telles 
\ 

que 1 ~A l'et k SA k' • 

n t .-11 Alors f SA d' ,k'> où l' : N -+ N , k' : N -+ N et <1' ,k'> est une 

,preuve descriptive car l'ensemble des preuves descriptives est 

fermée sous le "produit par N". , 

iii) = <1, k>h, ri" -+ Nt t w t + 
f où h . , l:N,+N, k N -+ N, w.N . 

1 

f SA \<lh,kh> et .th ~ -+ Nt + NW" où w(.N+, 

-
kh : ~ -+ Nt -+ N. L'équation m+l : À(f) = 1 + ).(l) + ).(k) + À(h) 

implique que. À (1h) = À(1)'~ À(h) ~ m et À(kh) = À(k) t À(h) ~~. 

" . . , 
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Comme w€N~i1 existe par hypoth~se. des pré~ves descriptives 
• 

R,' et k' telles que R,h =A R,' et kh = k'. Alors. f =A <th,kh> 
1 

=k <R,',k'>, ce qui est une preuve descriptive. 

Cas iv) f = gh où 8 est un axiome, h : Nn 
+ Nt et g: Nt ~ N

S
• 

1) Si t=O, h: ~ + T et g: T + N. Alors g = e : T + N et 

" f ;; gh : ~ + T .... N. 

Si n=1, f N .... T + N = eO(N) = K. ce qui est une preuve des-

criptive. 
. n 'n-l n-1 

Si n~l', f : N + T + N = eO{N)q(N ,N) = Kq(N tN) , 

ce qui est une preuve descriptive, étant la composée de deux 

preuves descriptives. 

2) Si t~O, l'équation m+l = À(f) = À(g) + IÀ(h) implique que 

À(h) = m car À(g) = 1. Par hypoth~se, il existe des preuves 
, 

descriptives g' et h' te11es que g sA g' et h sA h'. -

Alors, f sA g'h'; g'h' étant une preuve descriptive car l'en­

semble des preuves descriptives est fermée sous la composition. 

n s + + Par coh~équent, toute preuve f ~ N + N , n€N , s~N , en forme desc~iptive 

de longueur m+1 est équivalente A 'une· preuve descriptive. 

n s + + Alors, par induction, toute preuve f : N + N ,neN, seN , en forme descrip-
\ 

tive est équivalente par rappor~ l =A à une preuve descriptive. 
r' 

COROLLAIRE 4.40 Toute preuve f 

lente à une preuve descriptive. 

COROLLAIRE 4.41 Tout morphisme f 

descriptif. 
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() une fonction primitive récursive. 

, " 

Pour.compléter cette section, il nous reste à caractériser les morphismes 

n N+ L'" f : T -+ N ,ne: ,de A ( 'l') • 

DEFINITIONo4.43 Une preuve f 

a a
2 

a 
produit de nombres naturels si elle est de la forme < ••• <0 l e ,O' .e>~ ••• >,o ne> 

. n + . 
Un morphisme f : T -+ N , n€N , de LA(~) représente un 

produit de nombres naturels s'il est la classe équivalence d'une preuve-pro-

duit de n~res naturels. 

\" ' 

THEOREME 4.44 Toute preuve en forme descriptive f : T -+ Nn : n€~de VA(~) 
-

est équivalente à une preuve-produit de nombres naturels. 

n 1/+ a 
PREUVE par induction sur.la longueur, de la pr~uve'f T -+.N , n€N • 

-a) Si ~(f) = 1, f est un axiome. La se~le possibilité est e T -+ N. f est 

, alors une preuve-produit de nombres naturels. 

, 
" , b) Supposons le résultat vrai pour toutes les preuves en forme descriptive de . ' 

longueur inférieure ou égale à m. 

n Soit f : T -+ N , une preuve en forme descriptive dont la longueur est m+l, 

f a l'une des six formes suivantes: 
o 

i) g où g est un axiome, 11) <t,k>, ili) <t,k>h, iv) rA(t,k), 

v) rA(JI.,k)h, 
, 

vi) gh où g,est un a~iome, h est une preuve. 

,. 
• 
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Eliminons le cas ~) car À(f) = m+l et À(g) = 1. 

ii) Si n=l, codomaine de f = N et f ne peut alors être le produIt de deux 
.b 

, 
preuves. . .n- l 

T -+- 1'1 et k : T -)- N ont des 100-Si n>l et f = <~,k>, ~ 

gueurs égales ou inférieures à m car m+1 = À(f) = À(~) t À(k) t 1 . 

.cNn- 1 N Alors, par hypothèse, il existe (a1, •.• ,a ) ç et a ( tels que n-1 n 

a a a a 
1 2e n-1 n 

~ =A < ••• <0 e,o > ••• >,0 9> et k sA a e. 
a a a 

Donc, f = <R.,k> 5
A

,< .. ,l<0 l e,O 2e>, ... >,0 na>. 

iii) Tout comme dans le cas ii), si n=l, f ne peut être de la forme <~,k>h. 

1 

Si n>l, f = <~,k>h sA <R.h,kh>. Comme mtl = À(f) = 1 t À(R.) t À(k) t 

n-} À(h), la longueur des preuves ~ : T -+- N .et kh T -+- N est infé-

rieure ou égale à m. ) 
• .0-1 Par hypothèse, il existe (a , ••• ,a EN et } n-1 ' 

a a a' a , 1 2 n-1 n 
f, SA <R.h,kh> SA < ... <0 e,o 1 9>, ... >,0, a>,o a>. 

iv) f ne peut être de la forme rA(R.,k) car domaine de rA(JI.,k) = . .n+1 
1'1 et 

1 

o 
domaine de f = T = N • 

v) Si '{ = rA (~,k)h où p : T -+- Nn+1
, JI. • Nn -+: N,' k : N

nt2 
-+- N. COlIIDe 

m+1 = À(f) = i + À(R.) + À(k) t À(h), la lopgueur de h est inférieure à 

\ • .nt 1 m et, par hypothèse, il existe (8 1 , ••• ,8nt1 ) EN tel que 

8 a a a 
1 2 n n+1 ' 

~ 5 A < ••• <a 9,0 a>, .•• > 0 - 9>,0 9>. Alors, 

a a a a 
1 2. n n+} \ 

f =A rA(R.,k) < ••• <a S,a 9>, •.• >,0 a>,o 9>. Mais par l~ corollai-' 
, 

re)f~42, le morphisme [rA(R.,k)]A représente une fonction primitive ré-

cursive. Il existe donc un élément a de N tel que 
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a 
D'où f "A a e. 

, 
vi) Si f = gh où g est un axiome, les seules possibilités pour g sont 

t tl t peN ,N), q(N ,N), I(N ),a et 0 car f est en .forme descriptive. g ne 

t t· 
peut être I(N ) car alors f serait I(N )h, ce qui contredirait la forme 

normale de f. Si g = 8, f = gh = eh =A 8 c,ar domaine de [ = r 11 

(Nt) 1 d i d h -_ Ntt1 • (Nt N) ;Jf\ nous reste trois cas! p ,N et a ors co orna ne e q, 

et codomaine de h = Nttl , cr et codomaine de h = N. Comme 

m+l = i(f) = l(g) + l(h) = 1 + l(h), h satisfait l'hypothèse et Il 

ut+l 1 ... existe (a l , •. "att1 ) (N ,t etant 0 dans le dernier cas, tel que 

t al a
2 

a t t 8 tH 
f = ~(N. ,N)h =A < ••• <0 8,0 8>, ••• ,0 a> ou f = q(N ,N)h ~A cr e 

atl /1 l 
f = ah =A 0 a. 

Nous avons a10si démontré que si Mf) = m+l, alors f est équivalente ~ une 

, 

ou 

preuve-produit de nombres,naturels et par induction, nous pouvons conclure que 

\ n t 
cette propri~té est vérifi~e pour toutes les preuves f : T + N , n€N , en for-

me descriptive de V
A

($). 

COROLLAIRE 4.45 Toute preuve f : T + Nn, n€Nt d~ VA(~) est équiva~ente à une 

preuve-produit de nombres naturels. 

COROLLAIRE 4.46 Tout morphisme f 

duit de nombres naturels. 

", 

T + ~J neN
t 

de ,LA(~) représente un pro-

'" 

'\ 

'-, 
, 1 

.!' ~ 
" 
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COROLLAIRE ,4.47 Les morphismes du squelette SA (~) T~présentent des fonctions 

primitives récursives, des produits de nombres naturels ou sont de la forme . . 
n n O(N ) : N -+ T. 

Donc SA(~) ~ossède les deux propriétéa désirées: Toute fonction p%imi-. 
tive récursive et tout produit de nombres 'naturels' son~ représentables dans f 

SA($). Tout morphisme de SA($) représente une fonction primitive réèursive ou 

un ,pr~duit de nombres naturels ou son codomaine est l'objet terminal de SA(~)' 

Il - D'AUTRES STRUCTURES VE CATÉGORIES PRIMITIVES RÉCURSIVES 

Dans cette sèconde partie, nous étudierons d'autres structures qui génè-

rent, tout comme la structure de catégorie primitive ré~ursive (A), une caté-

gorie-squelette possédant les d~ux proprié~és suivantes: . 

a) Toute fonction primitive récursive e~ tout produit de nombres- naturels sont 

représentables dans cette catégorie-squelefte. 

b) Tout morphisme de cette caté80rie-squelette représente une fonction primi-

tive récursive, un produit de nombres naturel~ ou est un morphisme'ayant 

'pour codomaine l'objet terminal de·la catégorie. 
\, 

Ces structures sont" soit des cas particuliers de structures déjà existantes 

où l'on demande une certaine forme d'unicité d~' l'opérateur T ou l'égalité 

entre certains ~orphi~es, soit des géqéralisations ou des simplifications de 

l'opérateur r. 

\ 
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) 
Pour chaque nouvelle structure, nous devrons réintroduire les notions 

de foncteur primitif têcursif et de fonction représentable. Afin d'éviter 

une répétition de ces définitions, nous ~e8 donnons maintenant: 
1 

Un foncteur f : A + B, entre deux catégories primitives récursives (X), est 

récursif (X) s'il préserve strictement la structure de catégorie primitive 
\ : 

récursive (X), Xe {A,B, .•. ,H,K,L,E+u, ••• ,M+u}. Pour ce qui est de la défini-
" 

tian de foqction représentable dans'une catégorie primitive récursive (X), 

nouS reprenons la~éfinition 4.3 où ,nous remplaçons A par X, 
1 

){ € {B,C,.' .•• H.K,L,Etu, •.•• M+u}. 

\ 

4.9 CATÉGORIES PRIMITIVES RÉCURSIVES (Atu) 

Premi~rement, nOU8 allons ajouter l'unicité A la structure de catégorie primi-

tive récursive (A) de la façon suivante. 

DEFINITION 4.48 
1 

1 

Une catégorie A est dite primitive récursive (Atu) si 

\ 

a) elle est primitive récursive (A). 

n+2 ' 
b) Pour tout morphisme h : NA + ,NA et tout morph~sme f 

n 1 n ntl 
si f<Po( A ,NA),crq(NA ,NA) = h<I(NA ),f>, alors 

n n f = rA(f<I(NA ),aO(NA »,h). 

EXEMPLE Comme Ens satisfait la condition d'unicité, Ens est une catégorie 

. primitive récursive (A+u). 

, 

\ 
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PROPRIETES des catégories primitives récursives (A+u). 

1. Si A est une catégorie primiti~e récursive (A+u), toute fonction primitive 

récursive est représentable dans A, car A est primitive récursive (A). 

(Corollaire 4.10) 

2. Si nous reprenons la preuve du théorème 4.11 où nous remplaçons l'indice 

A par A+u et où, nous ajoutons une seizième condition à la définition de la 

relation d'équivalence sA ' soit +u 

• .n+! ) 16. Pour toute preuve f : N ~ N et toute preuve h 

f<p(Nn,N), aq(~,N}> =A+u 
n+l 

h<I(N ),f>, alors 
o 

nous constatons qûe' pour toute petite catégorie A, il existe ùne catégorie 

primitiv~ récursive (A+u) libre engendrée par A, notée LA+~(A).' 

n t + , Tout morphisme f 0: N ~ N • tEl" • de LA+u (4)), 'représente une 

fonction pr~~ive récursive 9u un produit de nombres naturels. 
! 

PREUVE 

une preuve de VA+u(CP) dont la classe d'équivalence par rapport à !;A+u e"st f. 

Co~ VA+u(~) = VA(CP), le morphis~ CalA : Nn 
+ Nt de LA(~) représente un pro­

duit de nombres naturels si n=O, d'après le corollaire 4.46 ou une fonction 

primitive récursive g si n~O, d'après le corollaire 4.42. 

a a a 
l 1 2 te 

C ' est-~-(fire ,.. =""A < «J e a 6> > CJ > li .... _ ••• , , ••• , 

.' 
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Comme =A+u s~tisfait toutes les conditions de =A' 

al a 2 a t 
a SAtu < ••• <0 6,0 6>, ••• >,0 6> 

Alors. s1 n=O. f = [aJAtu représente un produit de nombres naturels. 

, a 8' a le 20 -"J ne b) Si n;tO, a< ••• <0 ,0, >; ••• >.0 > =A 

1rt g(a 1,···,a) 1T g(a , •.• ,a) 1r g(a1, ... ,a) 
< ••• <0 .1 n a,o t,2 1 n 0> •••• >.0 t~t n o~ 

V (a , ••. , a > (.fi1. 
1 n 

/ 

Comme =Atu satisfait toutes les conditions de =A 

( ' t; 1Tt g a ,: .. ,8) 1T~ g(8 1.···.a) ,1rt tg(a1, ••• ,a ) 
< ••• <",.11/- ne ,-.2 ne ' ne 

v r"o > •••• >.0. >, 

V (al' •••• an > (If. , 1 

Donc, f = [aJAtu représente la fonction primit,ive récursive g. 

THEpREME 4.50 La sous-catégorie pleine SAtu(~) de LA~u(~)' où 
i 

ISAtu(~)1 = {N lido/}, est un squelette de LAtu(~)._ 

PREUVE Tout objet E de LAtu (~) est isomorphe il JI(E) où Il(E) est la puissan': 

ce de E telle que définie dans 4.18. En effet. comme ILA+u(~)1 = ILA(~)I, le 

théor~me 4.23 nous assure l'existence d'un isomorphisme peE) : E ~ NP(E) dan~ 
\ \ 

LA (~). -Satene e : E ... ~(E) et Ô ,: NIl(E) ~ E deux preuves de DA (~) telles que 

peE) = [eJ
A 

et p(E)-l ~' [6JA et ôe =A l(E), eô ,=A l'(NH(E)). c~" 

VA(~) = VAtu(~> et comme SAtu satisfait les conditions d~ SA' alors 

ôe: SAtu l(E) et e:ô iiÀ+U lCJI(E». D~où lôJA+ü : E ~ RH(E) est un isomorp11fsme 

, l 
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de L
Atu

($). Donc, la sous-catégorie pleine SA+u($) où ISA+u(~)1 = {Nill~N} 

est un squelette de LA+u($)· 

.ÇOROLLAIRE 4.51 

SA+u($) .. 

Toute fonction primitive récursive est représentable dans 

PREUVS Toute fonction pr~mitive récursive est représenta~le dans LAtu ($) 

d'après la propriété 1. Come tout morphis~ de L
A
+u ($) dont le domaine et 

le codomaine est une puissance de N appartient à SA+u($), toute fonction pri-
o 

1 

m1tive récursiv~ est représentable dans SA+u($). 
,1 

~ 

Comme le Morphisme a : N ~ N appartient l SAtu ($) , tout produit de nom-

bres naturels 'est représentable dans SA ($). Ainsi, tout élément de N1,i(N, 
, 1 tu 

ou tout produit de nombres naturels et toute fonction primitive récursive sont 

représentables dans SAt ($); tout morphi~ de SA+ ($) représent~, soit une . ' u u , 

fonction primitive récursive, soit" un produit de nombres naturels ou est de la 
. <j • 

forme O(~). n(N • 

4.10 CATÉGORI~ PRIMITIVEs RÉCURSIVES (D) 

ves 

Avant ;e ginEra~r l'opErateur r~4e~ catégories priadtives rEcursi­

(A), nous allons étudier un aut~~ cas particulier des c~tégories primiti~ 

ves récursives (A). 'étude qui nous permettra par la suite de prouver l'équiva-

lence entre certai~es catégories. 

\ 
\ -' 
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D~n8 toute catégorie primitive récursive (A) A, nous pouvons définir. 
o 

A 2 2 
l'opérateur suivant VA :, (N ,N) -+.A(N ,N) , ~\ 

h t -+ r
A

(1(N),h<Q(N,N)P(N 2 ,N),q(N
2
,N») 

i A -', (,) 2 , l, 1 hi i So ent +, , es morp smes su vants: 

A =\ VA(P(N,N»<60(N),I(N», 

( )2, = VA(a+<+~q(N,N),p(N,N»,p(N,N»)<eO(N),l(N», 

) 2 
1 = VA(+<Q(N,N),~<aeO(N),~<~<ap(N,N),( ) aq(N,N», 

2 
~« ) aq(N,N),ap(N,N»»»<60(N),I(N» 

2 
Définissons a = +« ) +« 

A 

~ = <.&.<I(N), ( 

2 
> +,q(N,N»,p(N,N» 

) 2 1> ,!.<I, '( ) 2//» : 

2 
: N -+ N 

2 
N+N 

morphismes que nous retrouvons dans la prochaine définition. Notons que nous 
! 1 

avons omià l'indice A de l'objet N afin de faciliter la compréhension des for-

mules. 

DEFINITION 4.52 Une catégorie A est dite primitive récursive (B) sI 

a) elle est primitive réc~rsive (A+u), 

b) BAaA' = I(NaANa>. 

~QUE \ Les morphismes +, ,A, ~, ( )2, l, aA et 6
A 

représenten~ les fonc-
& , 

tions addition, antécédent, soustraction non-négative, carré, racine carrée, 
, 1 

,\ 2 2 
la fonction a : N 7 N définie par a(a,b) = «a+b) tb)2ta, Va€N, Vb€N et la 

\ 
, 2 

fonction a N -+ N, définie par 8(a) ':: (a"'(la)2, 18:'(/(/a» 2) , 'V8€N. 

EXEMPLE Comme ~ = lCH2
) , Ens est une catégorie primitive récursive (B). . ' 

RE~UE Lorsqu'il n'y a aucun'~anger de confusion; nous omettons l'indice 

, ' 

\ , 
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des morphismes aA et SA· 

PROPRIETES des catégories ~rimitives réèursives (B). 

1. Tout comme pour les catégories primitives récursives (A+u), toute fonc-

2. 

3. 

tian primitive récursive est représentable dans chaque catégorie prim~tive 

,1 

Dans la vérification de la propriété 2 des categories primitives récursl-
~ 

ves (A+u), si nous remplaçons l'indice A+u par B et ajoutons une"autre 

condition ~ la définition'de la relation d'équivalence =B' _soi~ 

'" 

alors, pour toute petite ~atégorie ~.', il existe uhe catégorie primitive 

récursive (B) libre engendrée pai A, notée Ls<A). (L'expression Sa que 
1 

nous retrouvons à gauche 4e l~équati~n 17 n'est pas dans le langage formel 

de V:a (A,>' Elle n'est utilisée ici que pOllr faciliter la compréhension et 

représente la définition formèlle de Sa où nous ne retrouvons ni +, ni A, 

.:., ( )2, /, ~i VA') 

En remplaçant dans la preuve du théor~me 4.49, l'indice (Atu) par (8), 

n t + ~ nous constatons que tout morphisme f : N + N • teN , de LB(~) représente 

une fonction primitive récùrsive ou ùn produit de nombres naturels. 

4. Par une-preuve analogue à celle du théo~ème 4.50, la sous-catégorie pleine 
1 

5.'1 CODlDe dans la section précédente,) nous pouv~s conclure que "Tout él_ent 
\ 

i de N ,1~N, ou ,tout produit de nombres naturels et toute fonction primitive 
1 

récursive sont représentables dans SB(~)i:tout morph18~e de SB(~} est de 
r " , 

.~ 1 

" 
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la forme O(Nn), n~N, ou représente une fonction primitive récursive ou un 

produit,d~ nombres naturels." SB(~) posslMe donc la propriété désirée. 

Avant de terminer cette section, verifions une autre propriété que 

possède LB(~)' propriété qui se révélera très utile. dans la preuve de certains 

isomorphismes de ~atégories. 

THEOREME 4.53 Pour tout neN, il existe un morphisme an ,: N + N dans ~(~) 

qui admet un inverse à' droite. 

PREUVE 

a) ,Définissons par induction a Nn .. N et Q 

n "'n 
n 

N .. N pour n ~ 1. 

al = I(N) 

\. 

et pour n = 0 ao = O(N) 

, b) Montrons par induction que Soa
n 

= l(Nn) pour n ~ 1. 

i) Pour n .~ 1 

\ \ 

= <~mP(N.N).q(N,N»I(NÂN}<amP(~,~},q(NM,N» 

, par définition d'une catégorie primÙive récursive (B) 



() 

" 

1 <8 p(N,N),q(N,N»<a p(wm,N),q(~,N» m m 

= <8 a p(~,N),q(NM,N» mm 

= <1(~)p(~,N),q(~,N» par hypoth~se 

= <p(~,N),q(~,N» 

= I(~AN)' = I(~+l) 
\ 

Donc, 8 a = l(~), 'V n€N t
• nn 

c) Pour n = 0, a a = O(N)6 = OCT) = leT) = I(No). o 0 

D'où 8 a = l(Nn), Vn€N. nn 

~ ~ 

CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES (C) 4.71 
1 

1 

·_~ ___ ~_..!l _ 
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Ici, nous reprenons l'idée de catégorie primitiv~ récursive (A) mais 

•• Sêoiralj_eaot l'Dpirateur ,rA' 

DEFINITION 4.54 
, " ' 

Une catégorie A est primitive récursive (C) si 
'\ 

a) elle est c~tés1enne 

.- ' 

b) elle possède un objet NA' muni d'un morphisme 0A NA ~ NA et d'un morphisme 

eA~ : T ~ NA' où œ est, l'objet ~erminal de A. 

c) f~rmée sous un opérateur (rc)' : A(A,B) x A«AhNA)~B,B) ~ A(AhNA,B), 
. A ,. 

VA,BeIAI où A(A,B) représente l'ensemble des morphrsmes de A ayant A pour 

1 

'. , 
l " 6 
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domaine et B pour codomaine, l'opérateur 'possédant les propriétés ~uivante8: 

Pour tout morphisme g : A ~ B et tout morphisme h (AANA)AB + B de A, 

(r ) (g,h)<I(A),6AO(A» = g : A + B 
C A 

REMARQUE 

a) Lorsqu'il n'y a aucun da~ger de confusion, nous omettrons les indices A des 

termes et des morphismes de A. 

b) L'opérateur rC défini ci-dessus représente un opérateur récurrence défini 

comme suit: 

pour g : A + B et h AxNxB + Bt si f = récurrenceC (g,h) 

f(a,O) ::: g(a) 

f(a,on) = h(a,n,f(a,n», VafÂ, Vn€N. 

AxN + B 

Nou,s retrouvons ici le schéma de récurrence utilisé par Freyd [5]. 
~ 

&tEMPLE La catégorie des ensembles est une catégorie primitive récursive (C). 

THEOREME 4.55 Toute catégorie primitive récursive (C) est prim~tive récur-

sive (A). ' 

FREUVE Soit A, o~e categorie prim1t~ve récursive (C). Pour A :::: Nn et B :::: N, 
. . 
l'op'rateur rc : A(tf,N) x A«!fIlN)IIN,N) ~ A(!fAN,N), c'est-à-dire 

rC : A(Nf,N} x A(tf+2,N) + A(Nn+l,N) possède les propri~té8 suivantes: , , 

pour des morphismes g : ND + N et h tf+2 + N de A, 

rC(g,b)<I(Nn),eO(N» = g 

1 

',1 ' 
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n n 
~c(g,h)<P(N ,N),oq(N ,N» ,= 

Donc, pour A = Nn et B = N, l'opérateur rC : A(Nn,N) x A(N
nt2

,N) 7 A(~tl,N) 

munit A d'une structure de catégorie primitive récursive (A). 

COROLLAIRE 4.56 Toute fonction primitive récursive est représentable dans 

chaque catégorie primitive récursive (C). 

TIlEOREME 4.57 Soit A, une catégorie. Il existe une catégorie primitive ré-

cursive (C) libre engendrée par A, notee Lc(A). 

,PREUVE Nous reprenons encore une fois la preuve du théorème 4.11 où nous 

remplaçons tous les indices A par C et où nous remplaçons dans 1 d) la condi-

tian 5 par 

5. Si g : A ~ B et h : (AAN)AB ~ B sont des preuves, 

rc(g,h) :' AAN -+ B est aussi une preuve. 

et dans Il c) les conditions 6, 14 et 15 par ' 

6. _Si f =C g et h =C j pour f 'A -+ B et h : (AAN)AB -+ B, 

re(f ,hl Sc rC(g,j) 

14. r~(g,h)<I(A),eO(N» =C 'g 

pour g : A -+ B et h (AAN)AB ~ B t: VC(A). , 

15. h<I(AAN), re(g,h» Sc re(g,h)<p(A,N),aq(A,N» 

pour g : A -+ N, h : (AAN)AB ~ B € Vc(A). 

, 

alors 

1-
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, 
Considérons LC(~)' la catégorie primitive récursive (C)'libre eng~n-

drée par~. Toute fo~ction primitive récursive est r~présentable dans LC(~)' 
,<l • 

Mais que pouvons-nous dire des fonctions représentées par les morphismes 

f .. n -+ Nt, Nt N+ d LIA.) ? 
l'I nE , tE , e ct 't' Pre~ièrement, tous les morphismes 

f Nn -+ Nt, neNt , teN+, représentent-ils des fonctIons? 

Nous allons démontrer que tous les morphismes f : T ..... ~ de Lc(~) 

admettent l~ forme ana, nEN. De là, nous pourrons déduire que tout morphisme 
c • 

~.n t + t 'morphisme f : N -+ N , nEN , tEN , de Lc(~) représente une fonction. 

DEFINITION 4.58 Définissons la notion de morphisme calculable f A -+ B 

dans Lc(~) de façon inductive: 

i)' Si' A = T, B = T, f TI ..... T est calculable. ~~ 

H) Si A = T, B = N, f T -+ N est calculable s'il existe un nEN tel que 

n 
f = cr e. 

Hi) Si A = T, B = CAO, "f : T -+lpAD est calculable si p(C,D)f T .~ C 

~ 

~t q(C,D)f : T -+ D sont calculables. 

iv) Si A ;t T,. f A -+ B~ est calculable si pour tout morphisme calculable 

a : T -+ A, fa T -+ B est calcu1àble. 

LEMME 4.59 Un morphisme a T -+ ~n, neN+ est calculable si et seulement s'il 

h existe un élément (a1, •.. ,an)eN, tel que a 
al a 2 an' = < .•• <0 e,cr 8>, ... >,0 8>. 

PREUVE 'par induction sur n. Pour n = 1, le résultat est vérifié 'par la dé-

finition de morphisme calculable. 
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'Supposons l'énoncé vrai pour n ~ p. Suit a 
- p+l 

T + N • Alors a esy-. calculable 
.rc- J", 

1 
') 

. : al ~ a / 
= < ... <0 6, •. '. > ,a PO> et 

P(NP,N)a et ~(NP,N)a sont calculables. 
\! 

1 

3{a , •.• ,a )€NP et a €N tels que p{NP,N)a 
1 P P+l 

\ , al a a a 
~ a = <p(NP,N)a,q(NP,N)a> = < •• ~<a 6,~ 2 6>, ••• >,0 Pe>,o P+16> 

Donc,~l'énoncé est vé~ifié pour n = p+l. Par induction, l'énoncé est vrai, 
, J~;' 

Vn~N, c'est-à-dire un morphisme a : T + ~, neN, est calculable si et seule-. 
ment s'~l représente un produit de nombres naturels. 

" THEOREME '+. 60 

èulables. 
,~ 

Les morphismes I(A),O(A),e,a,p(A,B),q(A,B) de' LC(~) sont cal-

PREUVE La preuve es t idenbique li celle du théorème 2.J.3 pour les morphismes 

co~cer~és. 

THEOREME 4.61 Tout morphisme de- Lc(~) est calculable. ' 

1 

PREUVE par induction sur la longueur des.preuves appartenant à un morphisme. 

,Nous pouvons l'rssocier-une longueur li chaque preuve de,tlc(lj» en reprenant la 

définit~on 4.26 où nous remplaçons l'indice A par C. 

1 - Le ~héorème précédent nous démontre que tout -morphisme contenant une 

preuve de longueur 1 est calcu~able~ 

\ ' 

I~- Supposops que tous les m~r~e~ cont~n~nt une preuve de longue~r infé-

rieure ou égale l m sont calculables. 1 

\ 

/0 
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~ 

Soit f : A -+ Bi un morphisme contenant une preuve f A -;- B de longueur 
.... 

m+1. La preuve f : A -;- B est"de l'une des formes suivantes: 

i) hg où g A -+ E et ~ E -;- B sont des preuves de Vc(~)' 

........ 
prcuvcH de Vc($) 1 if) <g,h> où B = EIID, g A -~ E et h A > D Ront deH 

~ 

11i) r c(g,h) où A = EliN, g E -+ B e~ F (EliN) AB' -;- B sont des preuves \ 

de Vc($)· 

Pour les cas i) et li), voir les sections ap~ropriées des preuves des 
l, 

<II 

théorèmes 2 .16 et 2 .14,. 

Pour le cas 

Mg) :s m eç 

égale à 1. 

h :: Ch] 
C 

f :: (f]c = 

~ 

rc(g,h), À(f) >'(8) t Mh) iii) où f :: 111+1 = :: t 1. Donc, 

- -' 
À(h) :S m car la longueur de toute preuve est plus grande, 

, 
Par hypothèse, les morphismes g = [g]c E -;- B et 

(EAN)IIB -+ B sont calculables. Montrons qu'l ~lors 
~) 

[r (g,h)J : EAN -+- B est calculable, c'est-ii-dire 1l1ontroriS 
CC, 

ou 
1 

que fa ~ -+ B est calculable pour tout morphisme calculable a : T -;- EliN. 
\ 

Un morphisme a : T -+ EIIN

I 

es~ calculable s: et seulement si 

, ,]A.. p'(E,N)a 

q(E,N)a 

T -+ ~ et q(E,N)a: T -+ N sont calculables. Et 

T -+- N est calculable si et seulement s'il est de la forme one. 
'1 

Pr~uvons par ind~ction sur n que pour tout mor~hlsme calculable e T .~ E 

, n 
et pour tout nEN, f<e,e 6> est calculable. 

Co 

a) Po'ur n 0, 
o 0 

f<e,e> r C(g,h)<e,6>, rC(g,h)<I(E),eO(N»e = f<e,o 6> :: = :: 

.... 
:: ge et g~ est ca1cula~e car g et e sont calculables 'par hypothèse. 

, 
Donc, 

• 0 
f<e,a 8> est calculable. , 

b) Su~posons que pour n S j, f<e,one> est calcul~ble. 
, , 

, 1 

1 
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f<e',aJ+ls> = rC(g,h) <è,aoJe> = rC(g,h) <p(E,N) ,0q(E,N)><e,ojO> 

= h<I(EAN), r c(g,h»<e,oj6> = h<I(EflN') ,f><e,aje> = h<<.e,aje>,f<e,oja;..> 

j j j ~ 
Par hypothèse, f<e',o a> est calculable; ainsi «e,C' 6>,f<e,O 6 ... > est 

calculable. Et comme h est calculable, h«e,ajS>,f<e,aje» l'est 

aussi. 
, jtl 

Par conséquent, f<e,o 0> est calculable. 

), 

Par induction, f<e,OnO> est calculable, Vn(N et ceci pour tout morphisme 

calculable e : T ~ E. Donc f = r (g,h) est calculable. 
c 

Ainsi, si f : A ~ B est un morphisme de Lc(~) contenant une preuve de 

longue~r m + l, f est calculable. 
/; 
\ 

Et nous ,pouvons conclure par induction que tout morphIsme de LC(~) est calcu-

lable. , 

COROLLAIRE 4.62 

fonction ou un produit de nombres naturels'. 
1 

f 

PREUV§ ·51 n = 0, tout morphfsme f : T + Nt, tfN+, étant calculable, repré-

sente un produit de nombres naturels par le lemme 4.59. 

n al a 2 a 
Si n ;le 0, pour tout (a , ... ,a ) EN , f< .•• <0 e,a, 6>, ... >.a nO> est calcula-

l n 1 

al a 
ble car f et < ••• <0' a, ••• >,o ne> sont calculables. Donc il existe un élément 

b à 'b 
1 2 t = < ••• <0 S,a 9>, ... >,0 6>. 

Donè, f représente la fonc~ion g. 

) 

• 
. " 
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Que pouvons-~ous dire ,des fonctions repr~sentées par les morphismes de 

LC{<tJ) 1 Sont-elles primitives récursives, récursives, .;. l' Avant de répondre 

/ ' à cette question, nous allons jeter un coup d'oeil à la structure suivante. 

4.72 1 Ct(fÉGORIÊS PRIMITIVES RÉCURSIVES (D) 

La structure de catégoriè primitive récursivé (D) est,à la stru~ture 

de catégorie primi~ive/récursive (C) ce qu'est la structure de catégorie pri-
1 

mitive récursive (B) à la structure de catégorie primitivç récursive (A). 

2 2 
Remarquons que les morphismes a : N ~ N et 8 : N ~ N , introduits en 4.52, 

sont définissables dans toute catégorie primitive récur!jlive .(C). 

DEFINITION 4.63 Une catégorie A est dite primitive récursive (D) si 

a) elle est primitive récursive (C), 

b) p~ur tout morphisme h : (AANA)AB ~ B et tout morphisme f : AAN
A 
~ B de A, 

si f<P(A,NA),O'q~A,NA» ~ h<I(MNA)rf>, alors f ;;; rC(f<I(A),eO(A»,h) 

c) aa = I<NAANA) où 'a et a sont les morphismes introduits pour la définition 

4.52. 

EXEMPLE Ens e~t une catégorie primitive récursive (D). ' 

PROPRIETES des catégories primitives récursives (D). 

1 1. Toute catégorie pdllli~ive réctJrsive (D) est primitive récursive (B), la 

1 

, . 
, 1 

> •• 
" ' 
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condition d'unicité dans (B) étant un cas particulier de la condition 

J' , 1 

d'unicité dans (D). 

Toute fonction primitive récursive est représentable dans chaque catégorie 
\ 

primitive récursive (0). 

3. Si nous reprenot\s la preuve du théorème 4.5.7 'où nous changeons l'indice 

C par D et où nous ajoutons à la définition de la rel~tion d'équivalence 

=n les conditions 

16. 
1 

Pour toute preuve f : AAN ~ B et toute preuve h (MN)AB -~ B, 

si f<p(A,N),crq(A,N» =0 h<I(AAN),f>~ alors rn(f<I(A),eO(A»,h) =n f. 

17. ail =n l(NAN) 

alors pour toute petite catégorie A, il existe une catégorie primitive 

récursive (n) libre~engendrée par A, ~otée Ln(A). 
,1 

4. En se rappelant le corollaire 4.62 et'en reprenant la preu~u théorème 

\ 
4.49 où nous oublions le qualificatif "primitive récursive" des fonctions, 

n t t nous obtenons que tout motphisme f : N ~ N ; t€N • de,Lo($) représente 
1 

une fonction ou u~ produit de nombres naturels. 
1 

THEOREME 4.64 La sous-catégorie plei~e SC($) de LC(~)', où ISc(~) 1 = {Ni 1 üN} 

',est un squelette d,~ Lc(cj»., ne même, la sous-catégorie pleine SD(cj» de Ln(4)h 

où ISn($) 1 = {NiI1~N} est un squelette de Lo(cj». 

1 

PREUVE Pour SC(4)), nous reprenons la preuve du\théorème 4.50 où nous rempla­

çons l'indice Atu par Ct l'égalité VA(cj» = ~A~u(cj» par VA(cj» c Vc(cj». 

\ 
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/ 
Pour SD(~)~ nous reprenons le raisonnement ci-dessus en remplaçant 

l'indice C par D. 

THEOREME 4.65 ~(~) est une çatégorie primitive récursive (D). 

PREUVE Nous devons montter que pour tout morphisme g : E + F et tout morphis-

me h : (EAN)AF -+ F de L
B

($) , il existe un morphisme f : EAN -+ F tel que 

f<I(E),SO(E» = g 

,f<p(E,N),oq(E,N» = h<I(EAN),f> 

IT (E) 1 

Notons Y(E) : E + N l'~somorphisme de LB($) dont l'existence est 

assurée par la propriété 4 des catégories primitives récursives (B) et ce 

pour chaque objet ~ de ~(~), et rappelons l'existence des morphismes 

an ~ +_N de ~(~) qui admettent comme inverse 'à droite les morphismes 

~n N -+ Nn (théorème 4.53). 

'"" Considérons g 
-1 = ~(F) Y(F)gy(E) NH(E) -+ N et 

1 
, 1 

h = ~(F)Y(F)h«Y(E)-lp(Nrr(E) ,N),q(~(E) ,N»P~~OlI(E) ,N), 
1 

Y(F)-l r3n (F)q(NOlI (E) ,N» : NoH(E)AN + N. 

Alors rA (g,fi') ! Norr(E) -+ N de ~ (~) nolis donne un morphisme 
,1 
-1 . - 1 

f = Y(F) BIT(!) rA(g,h)<Y(E)P(E,N),q(E,N» EAN:+ F. 

Montrons que f possède les deux.propriét~s désirées. 

f<I(E) ,'eO(E)> 

'\ 
"1 ,..." ,..., _= y(F) 6rr(F)rA(g,h)<y(E)p(E,N),q(E,N»<I(E),eO(E» 

l , 

--~~~~~~----------------------------------------

. -, , 
, -

,,-
, 

, ".t~ 
~-.. f 

, ;.: 
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-1 ,..., 1'1 

= y(F} ~(F)rA(g,h)<y(E),eO(E» 

-1 .... ,.,. .. n (E).n (E) = y(F) Sn(F)rA(g,h)<I(~" ),eo(~" )~y(E) 
r 

r 
-1 ... = y(F) BII(F)&y(E) par définition de catégorie primitive récursive (B) 

-1 ,-1 
= y(F) Sn(F)c;r(F) 'l'(F)g'l'(E) 'l'(E). 

-1 = 'l'(F) 'l'(F)g 

= g 

f<p(E,N),aq(E,N» 

-1 ,...., l'W = 'l'(F) ~(F)rA(g,h)<y(E)p(E,N),q(E,N»<p(E,N),aq(E,N» 

-1 ~ f'W 

= y(F) en(F)rA(g,h)<y(E)P(E,N),aq(E,N» 
'. , ( 

-1 ,... .., II (E)TT (E) = 'l'(F) BII(F)rA(g,b)<P(N ,N),aq(lf," ,N»<y(E)p(E,N),q(E,N» 

. " 
-1 .' 'II (E) . ,., ..., ""---.. 

= y(F) ~(F)h<I(N ),rA(g,h»<y(E)p(E,N),q(E,N» par définition de ca~é-

~orie primitive récursive (B) 

_ -1 _1 II(E) .JÏ(E) aIl(E) 
- yCF) ~(F)~(F) 'l'(F)h«y(E) ~(N ,N),q(N""" ,N»p(N', ,N), 

-1 an<E) aIT(E) .... ,.. 
'l'(F) ~(F)q(~ ,N»<I(N ~,rA(g,h»<y(E)p(E,N),q(E,N)\> 

-1 ne!) n(E) -1 ,.,. -= h«y(E) peN ,N),q(N ,N»,y(F) ~(F)rA(g,h);l«y(E)P(E,N),~(E,N» 
l ' , . , 

o \ ~ 

= h«Y(E)~(E)P(E,N),q(E,N»,Y(F)-lan(F)rA(g,h)<y~E)P(E,N),q(E,N»> 

= h<I (EAN) , f> 
! 

• 

.. 
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• 
Nous avons ainsi démontré que ,l'opérateur 

~ A(E,F) x A«EAN)AF,F) + A(EAN,F) 

( g h ) 
_] ~ r'-..I 

+ Y(F) Sn(F)rA(g,h)<Y(E)P(E,N),q(E,N» 

où g = au(F)Y(F)gY(E)_l et h = ~(F)Y(F)~«Y(E)-lp(~(~) ,N),q(NIT(E) ,N> 

• .0 " \. 
primitive récursive (C). En particulier si E = N et F = N, ~(F) = SnCF) 

. -1 
= y(F) = y(F) = l(N) et g = g, h = h, 

, 
- 2 2 

~lor8 V
D 

:IA(N ,N) + A(N ,N), défini à l'aide de ~, égale VA' défini à l'aide 

de rA et par conséquent, les morphismes ~D et BD' définis par la 8tru~ture de 

catégorie primitive récursive (D) sont égaux à aA ~t BA de la structure de 

catégorie primitive récursive (B). Donc BDaD = SAaA = I(NAN). 
1 

Il nous reste à vérifier que LB($) satisfait -la condition d'unicité 

1 d'une catégorie primitive récursive (D). 

Soient JEAN + F et ~ (EAN)AF + F ,de LB(~) telles que 

j<p(E,N),<1q(E,N» = h<I(EAN).,j>. Nous devons vérifier qu'alors 

j = ~(j<I(E),eO(E»,h) 

-1 ~'" = Y(F) Bn(F)rB(j<I(E),eO(E»,h)<Y(E)P(E,N),q(E,N»-

~ -1 
où j<l(E),eO(E» = '1I(F)Y,(F)j<I(E),90(E»Y(E) et 

,... '\. , -1 n(E)' n(E) -, aIl(E) -1 an(R) l b, = ~(F)Y(F)h«Y(E)" peN \ ... ,~)~q(tf- ,N»p(N ,N),Y(F) Sn(F)q(N ,N» 

. \ 

\ 

.. 1 ~ 
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Mais j<y(E)-1p(NIl (E) ,N),q(NIl(E) ,N»<p(;(E) ,N),Oq(NJ1 (E) ,N»" 

, 

= j<y(E)-lp(NIl(E) ,N),Oq(~(E) ,N» 

, 

= j<p(E ,N) ,Ol} (E,tÙ ><y(E) -lp(NIl(~) ,N) ,q (NIl(E) ,N) > 

= h<I(EAN),j><y(E)-lp(NIl(E) ,N),q(NIl(E) ,N» 

= h«y(E)-lp(NIl(E) ,N) ,q (NIl(E) ,N) >, l'(F)-lI3
Il

(F) ~(F) y(~)j <l'(~:) -1 p(NIl(E) ,N), 

q (JI OP ,N)>> ' ) , 

1 

= h«l'(E)-lp(NIT(E),N),q(NIl(E) ,N»p(NOIl(E) ,N),y(F)-lSn(F)q(NOTI(E) ,N» 

<I(NOIl(~»'~(F)l'(F)j<l'(E)-1p(NIl(E),N),q(NIT(E) ,N»> 

-1 .... aIT(E) -1 Il(E) Il(E) 
= l'(F) I3Il (F)h<I(N ),'11(F)y(F)j<l'(E) --peN ,N) ,q(N ,N)>> 

Donc, ~(F)l'(F)j<l'(E)-lp(NIT(E) ,N),q(NIT(E) ,N»<p{NIT(E) ,N),aq{NIl(E),N» 

= h<I(NaIl(E»,OIl(F)l'(F)j~l'(E)-lp(NIT(E) ,N),q(NIl(E) ,N»> 

,Alors, par la propriété d'unLcité d'une catégorie primitive récursive (8) 

• 
rA (<;Y(F) Y(F)j<l'(~)-lp(NII(E) ,N) ,.q<tf(E) ,N»<I(NIl(E» ,eO(NIl(E»>,h) 

= ~(F)l'(F)j<Y(E)-lp(NTI(E) ,N)~q(NIl(E) ,N» 

,? 

Et ~(F) l'(F) j<l'(E) -lp(NIl(E) ,N) ,q(NIl(E! ,N) ><I(N1H,K) ,aO(Nfl(E» > 

= ~(F)y(F)j<l'(E)-l ,ao(NIT(E»> ' 

= ~(F)l'(F)j<l(E),e~(E»Y(E)~l 

~ = j<I(E),eO(E». 

1 

. 
" 
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-1 ~,.. . 
Et y(F) Sn(f)rA(j<I(E),eO(E»,h)<y(E)P(E,N);q(E,N» = j 

car <y(E)-1p(NTI(E),N),q(~(E) ,N»<y(È)p{E,N),q(E,N» = I(EAN) 

Nous avons ainsi démontré ~'unicité sur ~($). Par conséquent, ~($) est une 

'catégorie primitive récursive (D). 

COROLLAIRE 4.66 La($) est isomorphe à ~($). 

PREUVE Comme Ls(~) est la catégorie primitive récursive (B) libre engendrée 

par la catégorie vide $ et comme ~($) est primitive récursive (B). il existe 

uh unique foncteur primitif récursif (B) 3B ,D : ~ ($) -+- ~ (CP). De même" 

comme Ls ($) est primitive 

récursif (D) 3D B : ~($) 

récursive (D), il existe un unique foncteur primitif 
o 0 

1 

. , 

Considérons 3D,B =B,D La($) -+- ~($) et =B,D -D,B : L,,($) .. ~(~), 

Comme tout foncteur primitif récursif (D) est primitif récursif (B), 3D,B 

est primitif récursif (B) et =D B =B D est l'unique foncteur primitif récur-, , , 

sif (B) don~ le domaine et l~ codomaine est LB!CP), cet uniqu~ foncteur ~tant 

en l'occurence I(LB(CP». 

Donc, ED:B, =B,D = I(LB(CP». Qu'en est-~~ de =B,D =D,B? =B,D est un 

foncteur primitif récursif (B). Serait-il primitif récursif (D)? Il s'agit 
, 

de vérifier si 3B,D(~(g,h» = rD(=B,D(g),3B,DCh» pour toua les morphismes 

\.g : E" F et h : ·(Bt.N)I\F -+- F de LB(CP). 

C01lIIle f :: t(g,h), nous avons vu que 4>(g,h)<I(E,),eO(E)'> :: g,e,t 

~(g,h)<p(E,N),oq(E,N» =·h<I(EI\N),~(g,h». 

,,' l' ,; 

.~ . 
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1 Donc =B,n(~(g,h»<p(E,~) ,0q(E,N» ; =B,n(h)<I(E,~,3B,D(~(g,h»>. 

Pa; l'unicité dans ~(~), =B,D(~(g,h» ; rD(Es,n(~(g,b»<I(E),eo(E»,3B,n(h». 
o , 

Mais =S,n(~(g,h»<I(E),eo(E» = =S,D(g) 

Donc 3B,n(~(g,h») ; rn(=S,n(g)'=S,n(h» et EH,n est primitif récursif (0). 

n'où H H est primitif récursif. (n) et est par conséquent é~al à I(I(~». -B ,n-n ,B "1) 

Donc ,=n,B=S,n = I(LB(~»'; 0=0 B = 'I(Ln(~» et alors ~(4)) ::::" Lu(Ij» 
'('J ' 
'lI 

(~ indique un isomorphisme de'~atégories). 

REMARQUE 
o 

Dans la preuve précédente, nous notons certains morphismes tels 

p(E,N)"y(E), .•• , de la même façon,qu'ils soien~ éléments dé ~(4)) ou, de ~(CP), 

et nous utilisons les propriétés du foncteur H sans toujours les explici-
-S,D 

ter. 

'COROfIAlRE 4.67 Tout morphisme. f : If -10 Nt, œN+, de'.LD(cj» représente une 

fonction primitive récursive ou un produit de nombres naturels. 
: 

PREUVE =n,Bef) 

sente une fonction primitive récursive g Nn 
-10 Nt. Alors 

al a 2 ' ~ 
f < ••• < 0 8 ,0 6> , ..• > ,0 6> 

a a a = l ' 2 n, 
~,D«~,Bf)< ... <o 8,0' 6>, ... >,0 6» car =n,BO = 0 

~ 1Tt ,18(a l ,· .. ,an ) 1Tf ,ag (a 1, .. ·,an) 1Tt'tg(al~ .. ·,an) 
= =-S,D«" .<0 e,o . 6>, ... >,0 6> 

1Tt ,18(a 1, .. ·,an) 1Tt ,28 (a l ,···,an} , 1Tt ,t8 (a 1•• .. ;an) 
= < ••• <0 S,a 8>, ... >,0' e> 

Donc, f repré~ente g, une fonct~on primitive récursive. 

! 

. , 

/ 
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COROLLAIRE 4.68 Toute fonction primitive récursive et tout élément de 

Ni,i€N, sont représentables dans SD($); tout morphisme d~ SO($) est de 1~ 
\ 

iN' ~ d forme O(N ), i€ , ou represente une fonction primitive récursive ou un pro uit 

de nombres naturels . 

.-Nous voici en mesure de répondre à la question laissée en suspens il la 

fin de la section précédente. 

THEOREME 4.69 _.fi t + + Tout morphisme f : N + N , n€N , t€N , de LC(~) représe~te 

une fonction primitive récursive. 

PREUVE Soit f : Nn 
+ Nt" nEN+ ,tEN+, un morphisme de Lç($), soit Cl : Nn 

-+ Nt, 

une preuve de V
C

($) telle que [ClJ
C 

= f et soit g, ola fonctiort représentée par 

f (corollaire 4,61), Considerons [Cl]D' Nous avon~ vu dans la preuve du 

théorème 4.49 que, si la relation d'équivalence =0 satisfait les conditions 

de sC' alors [Cl]D représente la même fonction que rCl]c' donc la fonction g. 
/ 

Or, le corollaire 4.67 nous dit que g est primitive récursive. Par conséquent, , 
f représente une fonction primitive récursive. ( 

~ 
COROLLAIRE 4.70 -Toute fonction primitive récursive' et tPut élément de.Ni,iEN, 

li 

sont \ repré'~entab1es dans SC(c!»; tout morphisme de SC(4)) est de la forme 

O(Ni~, iEN, ou représente une' fonction primitive récursive ou un 'produit de 

nombres naturels. 

1 

Si g : ND + Nt et h 
ij 

tives récursives, alors la fonction f 

Nn+1
+t 

+ Nt sont deux fonctions primi-

+1 t ' -' Nf + N définie par 

COROLLAIRE .4. 71 

~I 

} 
.~ 

" .-
1· 

, , 

,. 
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) Nn+! f(a , ••• ,a ,m+l) = h(a
1

, ... ,a ,m,f(a , ... ,a ,m», 'tJ (a , ••• ,a ,m E: , 
1 n n (1 n_, 1 n 

est primitive récursive. 

En résumé, les foncteurs suivants existent: 

Cqmme tous ces foncteurs envoient l'objet naturel N et l'objet terminal T du 

domaine sur l'objet naturel N et l'objet terminal T du codomaine, nous obte-

\ 

nons les foncteurs suivants: 

, 
et toutes ces catégories possèdent les propriétés suivantes: "Tous .1flS é1é-, 

, i ' 
ments de N ,iEN, et to~tes les fonctions primitives récursives y sont repré-

sentables. Tous les morphismes de ces catégories sont de la forme O(Ni),i€N, 
~ i 

ou y représentent des éléments de N ,iEN, ou des f~nctions primitives récur-

" 
sives. " 

4.13 

\ 0 

CATÉGORIÉS PrUJITlVES RÉCURSIVES (E, F ou G) 

, ' 
Jusqu'ici, nous avons' gardé le schéma de récurrence classique ou nous 

l'avons généralisé. Est-il possible de le simplifier? 

Rozs}"Péter [21] démontre,que l'on peut remplacer le schéma de 
{", 



\ 

........ -,._-_._-------------

.. 
récurrence dans la définition de la classe des,fonctions 

/

184. 

pr~itive ré"cursi~e8 
'\ 

par ~n des schémas suivants: 

E) 'tel que y(a,O) = (1(a~ 

y(a~n+l) = B(a,n,y(a,n» 

F) 
(1 

N~ ~ N2~ N tel que y(a,O) = (l(a) 

1 
N2..l. N 

y(a,n+1) = B(n. y(a ,n» 

-~ 
N2-!. N 

~ 

G) tel que y(a,O) = a 

N2-1. N 
y(a,n+l) S(n,y(a ,n» = 

o 

No~s allons utiliser ces schémas pour construire de nouvelles structu-

res qui, elles aussi, possèderont les deux propriétes qui nous interessent. 

Les .. \ ; 

techniques de Peter ont inspire quelques-unes des idée~utilisées dans 

rétuIt.t. qbi suivent. les 

~, 

DEFINITION 4.72 Une catégori~'A est dite primitive récursive (E 7 F ou C) si 

1. elle est cartésienne, 
" 

. 
2. elle 'possède un objet NA' muni d'un morphisme GA : NA _~ NA et d'un mor-

phisme &A :' T ~ NA où T est l'objet terminal de A, 

" 
3 2 A(N,N) x A(N ,N) +)A(N ,N), 3E. elle est fermée sous un opérateur (rE) 

. A 
,possédant les propriétés suivaç.tes:' 

{,-, , 

Pour tout morphisme g : ~ ~ N et tout morphisme h 

(rE> (g,h) 
A 

(r
E

) '(g,h) 
. A 

<I(N) ,OO(N) > = g et 

" <p(N,N),Oq(N,N» = 2 
h<I(N l,CrE) (g,h» 

A 

N
3 

.... N de A , 

j 

. , 

/. 

, ., , 
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3F. elle est fermée'sous un opérateur (rF) A(N,N) x A(N
2

,N) ~ A(N
2

,N) 
A 

possédant les propriétés suivante~: 

Pour tout morphisme g : N ~ N et tout morphisme h 

<I(N),eO(N» = g et 

<p(N,N),Oq(N,N» = h<q(N,N),(rF) (g,h» 
1"' - ~ , A 

3G. elle est fermée sous un opérateur (rG) A(N 2 
,N) ~ A(N 2 ,N)' '~ 

A 
'possédant les propriétés suivantes: 

<" 
2 Pour tout morphisme h : N + N, 

<I(N),eO(N» = I(N) et 

<p(N,N),aq(N,N» = h<q(N,N),(rG) (h» 
" c A 

'EXEMPLE Ens est une catégorie primitive récursive (X) où X € {E,F,G}. 

THEOREME 4.73 Toute patégorie primitive récursive (A, E ou F) est une caté-
e 

gorie primitive récursive (E, F oû G). 

PREUVE A ~ E) Soit At une catégorie primitive récursive (A). L'opérateur , 

(rA)A : A(N,N) x A(N 3 ,N) + A~~2,N) possède 1e~ propriétés requises par la con­

dition 3E. de la définition 4.72. Doue A est primitive récursive (E). 

EdF) Soit A, une catégorie primitiv~ récursive (E). L'opérateur 
, Q 

(rE)A( ~,_ <q(N,N)p(N 2 ,N),q(N2,N») : ... 

A(N,N) x A(N2 ,N) + A(N 2 ,N) 

( g h ) 2 2 
+ rE(g,h<q(N,N)p(N ,N) ,q(N "N») 

possède les propri,étés de la condition 3F. 
'" 

\ 

== 

• 
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l , 

En effet, 

i) 
2 2 rE(s,h<q,(N,N)p(N ,N),q(N ,N»)<I(N),60(N» = g 

H) 

2 2 2 2 '2 = h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»<I(N ), rE(g,h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»» 

2 2 = h<q(N,N), rE(g,h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»» 
, ) 

Donc A est une catégorie primitive récursive (F). 

/ 
F = G) Soit A. une catégorie primitive récursive,(F)~ L'opérateur 

+ (rF) (l(N),h) 
• A . 

poss~de l~s deux propriétés de la condition 3G. 

'(rF) (l(N),h)<I(N),eO(N» = I(N) 
1 A 

(rF) (l(N),h)<p(N,N) ,aq(N,N) > = h<q(N,N),(IF) (l(N),h» 
A , A 

Donc A. est u~',catégorie primitive récursive (G). 

186. 

Si nous nous souvenons de la définition des morphismes uA ~t 8 A dans , 
une catégorie"primitive récursive (A) A, nous constatons que chaque opérateur 

ayant pour domaine et codomaine A(N
2

,N) peut engendrer des morphismes a et 8. 

DEFINITION 4.74 Une catégorie A est dite primitive récursive (E+u, F+u ou G+u) 

"si 

1. elle est primitive ~écursive (E, Fou G), 

( .; • 

-, 

.. 

{ 
1> 

~ 
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187. 
1 

~ 1 .' 

(!lE. 
8E~ = 1 (NAN) où ~ : N2 .... N et aE N .... N2 sont engendrés par 

VE : A(N2 ,N) .... A(N2 ,N) / 

'<' 

N2 \ 2 . -
2F. atxF = 1 (NAN) où aF 

. 
... ~ et, ~f N .... N sont ~ngendr~~ . 

VF : A(N
2

,N) 2 .... A(N ,N) , ". 
;li 

h .... rF(I(N) th). ' . 
/ 

p • " 
2G. a 1 (N N) ù NZ ~. N taN ~ N

2 
t d 0# pcfG = A 0 a

G
: .... e P G ,: -.- son. engen :res par 

V G : ACN2 ,N) .... A(ti2 
t N) 4 

," 

h .... rG(h) 

3 . 2 3E. Pour tout morphisme h : N -+ N et· tout morphisme f, : N .. N de At si 

2 ' 
f<p(N,N) ,oq(N,N» = h<I(N ),f>, alor$ f = (rE) (f<I(N),80(N»,h). 

~ 

3F. Pour tout morphisme h : N2 -+ N et tout morphisme f : N 2 .... N de A, si 

f<p(N,N) ,aq(N,N» = h<q(N,N),f>, alors f = (rF) (f<I(N),90(N»,h). 
A 

3G •. Pour tout monphisme 'h : N2 
.. N et tout morphisme f : N2 

.. N de A, si 

f<p(N,N) ,aq(N,N» = h<q(N,N),f> et f<I(N),90(N» = l(N), alors 

'> 

REMARQUE Dans chacun des cas Et F et Gt les morphismes ex et f3 représentent 

les mêmes fonctions que les morphismes aA et SA' Donc Ens est une cat'gorie 

primitive récursive (X) où X ~ {Etu,Ftu,G+u}. 

" 
... 1 

THEOREME 4.75 Toute catégorie primitive récursive (B, Etu ou Ftu) est primi-' 

tive récursive (Etu, Ftu ou G+u). 

" \ 

\ ~ 

. ~ 

" 
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( ) 
~ 

PREUVE B - E+u) So~t A, une cat~gorie primitive rêcursive (B). 

" a) Par le théor~ 4.73. A est une catégorie primitive récursive (E) , ~ . 

1 

! 

J 
! 

.. 

\. 

biL ... Jt& S .. 

b) 
.. 2 2 

Dans ce cas, 9E(h) = rE(I(N),h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N») 

~ 2 2, 
= rAq(N),h<q(N.N)p(N ,N),q(N ,N») 

= VASh) , Vh N
2 ~ N ~ A. 

/ 

c) La condition d'unicité 3E. de la définition 4.74 est un cas particulier de 

la condition d'unicité définissant une catégorie primitive récursiv~ (B): 

Donc, A est une cat~gorie pr~tive r~cursive (Btu). 

1 

E+u e F+u) ~oit A, une catégorie primiti~e~rsive (!+u). 

a) Par 4.73, A .est primitive récurs1vé (F). 

.. 
b) VF(h) = rF(I(N),h) = 2 2 rE(I(N),h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N») 

.. 
= VE(h) , 'tJ h : N

2 ~ N E; A. 

Donc, aF = ~ , f3F = , 

c) 11 nous reste à v~rif1er la condition 3F. de la définition 4.74. 

2 2 Soient f : N ~ N et h : N ~ N, deux morphismes de A tels que 

f<p(N,N),crq(N,N» = h<q(N,N),f>. Est-ce-que f = rE(f<I(N),eO(N», 

2 2 h<q(N.N)p(N ,N),q(N ,N»)? Cette dernière équation est vérifiée par 3E. 

si f<p(N,N),oq(N,N» = h<q(N,N)P(N2 ,N),q(N2 ,N»<I(N2),f>. Mais ceci est 
1 

- J 2 20 2 
.vrai car h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»<I(N ),f> = h<q(N,N).f>. 

Donc, A ,est primitive rêcursive (R+u). 
"\ 

al 

... 
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/, 
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, \ 

Ftu ~ G+u) Soit A, une ëatégorie primitive récursive (Ftu). 
t 

a) Par 4.73,_ A est primitive récursive (G)~. 

b) 'il G(h) 

c) Soient h : N2 + N et f : N2 
+ N tels que f<p(N,N),Oq(N,N» = h<q(N,N)~f> ..,' 

et f<I(N),eO(N» ~ I(N). Alors, par 3F., f =irF(f~I(N),eO(N»,h). 

Comme f<I(N),eO(N» = I(N), f = rp(I(N),h) = rG(h). La condition 3G. est 

ainsi satisfaite. 

Donc, A est pr~itive récursive (Gtu). 

\ En reprenant la technique utilisée dans la section 4.2 du présent cha-

pitre, pour démontrer que "toute fonction primitive ':récursive est représenta-

ble dans chaque catégorie primitive récursive (A)" et en choisissant le schéma 
• 

1 

de récurrence approprié dans .1a d~finition de l'ensemble des fonctions primi-

tives récursives, nous obtenons: 

THEO~ME 4.76 Spit A, une catégorie primitive récursive (E, F, G ou H). 

Toute fonction primitive récursive est représentable dans A. 

COROLLAIRE 4.77 Soit A, une catégorie primitive récursive (Etu,Ftu,Gtu ou 

Htu). Toute fonction~primitive récursive est représentable dans A. 

Én modifiant de façon appropriée la définition de la relation d'équiva­

lence ;; qui permet de définir L(A) dans la preuve du théor~me 4.11 .• technique 

que nous avons illustrée dans les sections 4.9, 4.10, 4.11 et 4.1~, nous re~ 

~ ~rouvons les, structures libres. 
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THEOREME 4.78 Soit A, une petite catégorie. Il existe une catégorie primi-

< 
tive récursive (X) libre engendrée par A, notée Lx(A) pour, 

X ( {E,F,G,H,Etu,Ftu,Gtu,Htu}. 

COROLLAIRE 4.79 Les fonc;teurs suivants existent: 

Comme nous 

4.5), nous avons: 

"-

LEMME 4.80 La soud-catégorie pleine SX{$) de Lx(,) dont les objets sont Iss 

puissances de N es~ un ~quelette de LX($) , X €{E,F,G,H,Etu,Ftu,Gtu,Htu}, 

l '\. <-
"'-,.' 1 

COROLLAIRE,4.8l Les foncteurs suivants existent: 

S G($) -+ SF($) -+ SE($) -+ S A (~) 

+ + + + 

Sn. (dl -+ SF ($) -+ SE ($) -+ SB(') u-ru 'Tf{ tu tu 

( 

Tout c~e pour L
B

($) , l'existence de l'égalité (3a = l(NAN) entratne que 

LEMME 4.82 Pour tout ad-J, 11 exis,te un morphisme (aX)n : N
n 

-+ N d~8 LX(') 

. n 
qui admet un inverse l droite (~x)n : N -+ N , X ~ {Etu,Ftu,Gtu}. 

Nous allons maintenant démontrer que Lxtu(') ~ LB(') et LFtu(') ~ LEtu($). 

.. 
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THEOREME 4.83 ~E+~(~) est primitive récursive (B). 

, 
PREUVE Dans cette preuve, les morphismes a et B sont ~ et ~E' 

, 
i - Montrons que LEtu(~) est primitive récursive (A). 

1; 

, 

Soient g : ~ ~ N et h : ~nil ~ N de LE(~)" Montrons que 'si 
2 / 2 2 l k = h«~P(N,N)P(N ,N),q~N,N)~(N ,N»,q(N ,N» : N ~ N et 

f = rE(SB ,k)<ap(Nn,N)/~(~,N»: N
nt1 ~N n n 

f satisfait les ~eux ~quations suivantes: 
" 

f<I(~), eO(~) > = g ( 
'n n (, n+l 1 f<p(N ,N),aq(N ,N)~ = h<I(N ),f> 

a) 

= rE(se ,k)<I(N),60(N»Q n n 
/' ( 

= g 

f<p(~,N),aq(~,N»= rE{ga ,k)<a p(~,N),q(~.N»<p(Nn,N),aq(Nn,N» ., n n ' J 
" J' ~ 

b) 

fI 

\ 

.! 
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2 ' 2 2 = h«BnP(N,N)p(N ,N~,q(N,N)P(N ,N»;q(N ,N» 

, «OuP(Nn,N),'q(Nn,N}>,f> 

, . 

n n ' 
'= h«p(N, ,N),q(N ,N»,f> 

Ainsi, l'opérateur ~ qui 'associe ,~ux morphismes g : Nn 
+ N et 

c> 

',nt2· ' nt 1 b' h : N ~ N, le morphisme f : N ~ N ~e1 que ~éfini plus'haut 

possMe les deux propriétés requises pour que LE(cjI) soit priml'tive 

récursive (A). ' 

.. 
II - Montrons que '-Etu(cjI) ~st primitive récursive (Âtu) 

/ 
! 

n+2 . .n+l , Soient h : N ... N et j : N ... N, deux morphismes de l, (cjI) tels ""Etu 
n . .D • .D+1 

que j<p(N ,N),aq(N ,N»'= h<I(N ),j>. Montrons qu'alo~s 

j = ~(j<I(~),eO(ND»,h) 
• .D n ,2 2 2 = rE(j<I(N ),eO(N »Bn,~«BnP{~,N)p(N ,N),q(N,N)p(N ,N»,q(N ,N») 

<QnP(Nn ,10 ,q(i\N) >. 

, Comme j<I(N',eO(N»B = j<BI p(N,N) ,q(N,N»<I(N) ,eO(N»t , r, n n 
;~ n· n nt1 

<~ p(N,N),q\N,N»<Q peN ,N),q(N ,N}> = I(N ~ ) et 
,n, n • 

<Q p(Nn,N),q(Nn,N»<B p(N,N),q(N,N» = I(N2
) , il suffit de prouve~ que 

, n n 

j<BnP(N,N),q(N,N» = rE(j<BnP(N,N),q(N,N»<I(N),eO(N», , 
, '.' 2' 2 2 

h«B p(N,N)p(N ,N),q(N,N)p(N ,N»,q(N ,N» • 
n 

Ha~8 l'cause d'e.l'unicité sur ~+u(cjI), ~ci revient l vérf.fier que 

j<B p(N,N),q(N,N»<p(N,N),aq(N,N» = 
n " 

h«B p(N,N)P(N 2 ,N),q(N,N)P(N2 ,N»,q(N 2 ,N»<I(N2),j<B p(N,N),q(N,N»>. 
,n' n 

, " 

,', 

" 



, 
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\ 

Alors,·j<a p(N,N),q(N,N»<p(N,N),aq(N,N» 
'n , "/ 
n n ' = j<p(N ,N),aq(N ,N»<anP(~~N),q(N,N» 

" 

ntl = h<I(N ),j></3 p(N,N)q(N,N» par hypoth~ge 
n , 

= h«13 p(N,N)~~(N,N»,j~a p(~~N),q(N,N»> n n. 
, ' 

"2 "2. 2 2 " 
:: h«13 p(N,N)p(N ,N) ,q(N,N)p(N ,N»,q(N ,N»<I(N ) ,j-::13 p(N,N) ,q(N,N)>>.-

n " '. n 

Donc, L (~) est primitive récursive (A+~) . 
"-Etu 

III - Considéron~ 'l' : LE tU (~) (N ,N~, x ~tÙ (~) (N 3, N) ... ~tu (CP) (N 2 ,N). Dans 

, ce cas, n = 1, Cl :: Cl = l (N) et a = 13 = l (N) • 1 

n 1 \ n l 

, , \ 
2"'" 2 2 ;:: rE(g,h«p(N,N)p(N ,N) ,q(N,N)p(N ,Nh,qCN ,N») Alors 'l'(g,h) 

<p(N,N),q(N,N» 

Vg : N'" N, 
1 . 1 

Considéro~s ~A LE tu (cp) (N2 ,N) ... LEtu{CP) (N
2

,N) induit 'par'la 8t~ucture 

de catégorie primitive récursive- (A). 

:2' 2 ' 
~A(h) = 'l'(I(N),h<q(N,N)p(N ,~),q(N ,N») 

, 

Donc, (lA :: ~ , /3A = ~E et eAClA = I(NAN) 

. Alors, L'Rtu (cp) est primitive récursive (S)., 

\ 
~. 

, . 
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CQRoLLAIRE 4.84 L'unique foncteur récursif (Etu) ~E+u,B LEtu(~) + LB(~) 

est primitif r~cursif (B) • 

. PREUVE Il faut démontrer que pour tout mQrph1sme g Nn 
+> N et tout morphism~ 

h: tf t2 ..,,:..~\ ~e LEtu(~)' -3Etu,B('l'(g,h» = rB(:iEtu,B(g) ,3Etu ,B(h».' 

Nous avons Vu que ''l'(g,h)<p(Nn,N),aq(~,N» = h<I(Nnt1),'l'(g,h» 
• 

Alors ~Etu,B('l'(g,h»<p(Nn,~),aq(Nn,N» = 3E+U,B(h)<1(Nn~l), ~E+u,B('l'Gg,h»> 

Par l'unicité sur LB(~)' . \ 

BE B('l'(g,h» = rB(3E B('l'(g,h»<l(Nn),eO(Nn»,~ B(h». tu, ,'i;u, " I:.tu, 
- !' - -
Come 'l'(g,h)<I(Nn),SO(Nn,> = g', alors BE B('l'(g,h»<I(~),eO(Nn»,:.~ B(g) 

_ tuf I:.tu, 

et/BEtu,B('l'(g,h» : rBC~tu,B('g) '~Etu,B(h». 

COROLLAIRE 4.85 LEtU(~) est isomorphe A La(~) ~t SE+U(~) est isomorphe à 

SB(~)' 

THEOREME 4.86 LFt~(~) est primitive récursive (Etu). 

PREUVE 

I - Montrons que LF (~) est une 'catégorie primitive récursive (E). Soient' 
i;u 

Ig : N + N et h : N
3 

+ N, deux morphiames de LFtu(~) et considérons 
, 

.... , 2 
h : (lF<p(N ,N)aFq(~ ,N) ,h«p(N ,N)aFq(N,N) ,p(N,N» ,q(N,N) aFq(N ,N)>> : N -+ N 

.... \' , 

'et g -: (lF<I(N) ,g> : N + N. 

\ 

'a) 'Examinons le ,morphisme P(N,N)aFr p(8ih) 
,..,.,... , 

p'(N ,N) aFrF(<g,h) <p(N,N) ,aq(N,N) > o 

.0 

.'1' 



1 , , 

() 

,f' 

, 
" 

o - - ' __ '_ --'----,-------;---v------------' P, 

=,.y(N ,NHV\.<p(N ,N) Bpq(N ,N), ,h«p(N ,N) BFq(N ,N) ,peN ,N) >, 

q(N,N) BFq(N ,N) >.><q(N ,N) ~rF(g,h) > 

= l(N) 

Donc, par l'unicité sur LF+u(~)' 

P(N,N)aFrF(g,h) '= rF(I(N) ,q(N,N» 

,Mais le morphisme p(N,N) satis~ait les équations 
1 
p(N,N)<p(N,N),aq(N,N» = p(N,N) ~ q(N,N)<q(N,N),p(N,N» \ 

-
p(N,N)<I(N) ,eocto> =- I(N). -, 

D'où p(N,N) = rF(I(N),q(N,N» 

195. 

= q(N,N)aF~<p(N~N)aFq(N,N),h«P(N,N)SFq(N,N),p(N,N»,q(N,N)SFq(N,N») 

<q(N,N) ,rF(g,h'> > 

, 

1. 

., 
", 

" 



/ 
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'V. " \ 

1
1
= h«p(N,N) aFq(N,N) ,P(N,N»,q~N,N)aFq~NtN) :»<q(N,N) ,rF(g,h) > 

, 
. 1'#"'" N ,... , 

= h«pCN,N)eFrF(g,h),q(N,N»,q(N,N)BrrF(g,h)~ 

" 

Donc, l'opérateur E L;+u(~) (N,N) x LF+u(~) (N
3

,N) ~ LF+u(~) (N
2

,N) 

C \ g h 

où h = aF<p(N,N)eFq(N,N),h«p(N,N)~Fq(N,N),p{N,N»,q(N,N)Bq(N,N»> et 

g = ~<I(N),g> munit LF (~) d'une structure de catégorie primitive ré-
F , < +u 

cursive (E). 

II - Monttons que LF (~) satisfait la condition d'unicité d'une cat6gorie +u 

primitive réc~rsiv~ (E+u). ~ 

Soient f ,1 N2 
.... N et h : N3 

.... N, des' morphismes de LFCcp) tels que 
" 2 ' 

f<p(N,N)',aq(N,N» = h<I(N ),f~, montrons qu'alors f = I:(f<I(N),eO(N»,h) ,. 

Comme ~ = aF<I(N),f<I(N),60(N»> . 
= aF<p(N,N),f><I(N),80(N» 

Or, «p~p(N,N),f><p(N,N),aq(N,N» 

= a,<p(N,N),f<p(N,N),aq(N.N»> 

2 
= a,<p(N~) ,h<I(N ) ,f>l 

, \ 

1 

. , , 

, 
.~ . ~ ~ 

, , , 
"-'.1. 

'"'L ~ 

, ~fO ,. " ... ', 

... . " 
'~ 
.~, 

" 
-~, 

- .. 
~ ~ ~'; t 

, " 
... 1 ~~ 

~,," ~i 
r .. ~ ,~ 

'J 
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1~7,. 

= ~<p(N,N~SFq(N,N),h<~p(N,N)aFq(N,N),P(N,N»,q(N,N)aFq(~,N»> 

<q(N ,N) , ~ <p (N", N) "f'» 

=. h<q(N,N) J ~~p(N ,N) ,f» 

Donc, par l'unicité dans LF\ (~), tu 

, 

f, = q(N,N)aFrF(aF<p(N,N),f><I(N),~O(N»~h) 

2 ' 

III - Considérons ~E LFtu(~ .(N
2

,N) ..... . LF~(~) (N ,N) \induit par la structu-

re d~ catégorie primitive récursive (E) et démontrons que ~E = ~F' 

~E(h) satisfait les deux ,équations suivantes: , ' 

'1 

~E(h)<I(N),eO(N» = I(N). 

\ 

a) VE(h),<p(~,~) ,aq(N,N» 

,2 2 = L(I(N),h<q(N,N)P(N ,N),q(N ,N»)<p(N,N),aq(N,N» • 

-:'" 
2 2 -2 ' 2 2 = h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»<I(N ),E(I{N),h<q(N,N)p(N ,N),q(~ ,N») 

, 2 ' '2 2 .' = h<q{N,N)p(N JN),~(N ,N»<l(N ), VE(h» 

" 

. , . 

\ 1 

. ' 

" , 



-. 
() 

Q 

= h<q(N,N), ~E(h» 

b) VE(h) <l(N) ,eO(N) > • 
1 

2 '2' ~ = E(I(N),h<q(N,N)p(N ,N)~q(N. ,N»)<l(N),eO(N» 

='l(N) 

= ~F(I(N),h)' 

198. 

! 

N 2 -+ N ~ LF ( <1» " : tu 

Donc, ~ = 'T c,' ~ = ~ ~t '~~ = l(NAN) 

Noua avpns ainsi montré que Lp C<I» est primitive rEcursive (E+u). tu 

'\ , 

COROLLAIRE 4.87 L'unique foncteur primitif réc';1rsif (F+u)' 

EF+ E : LF+~(~) -+ LEtu(~) est primitif récursif~tu). 
Ut tu u 

PREUVE Il faut démontrer que p'our tout morphisme g : N -+ N et 

h N
S
' -+ N de ~p+u(<I»., Eptu,Etu(I(g,h» = rE+u(EFtu,E'tu(g) ,EFtu"E+u(h». 

2 
Nous av~a vu que I~g,h)<p(N,N),aq(N,N» = h<I(N ),E(g,h» 

CommeuE(g,h)<I(Nn) ,eo(ND) > ='g, alors =p E (I(g,h»<I(Nn)~eO(Nn» = 
, tu, tul: 

~u,~tu(g) et =Ptu,Et~(I(g,h» = rE+u(Eptu,Etu(g)!Eptu,EtU(h». 

',' , ' 

-j 
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. , 
COROLLAIRE 4.88 

\ 

LF+u(~) ~ L~+u(~) , SF+u(~) ~ SE+u(~)' 

"': 
1 

Comme SB(~) ~ SE (~~ ~ SF (~), nous pouvons conclure à l'aide d'un +u +u . 

raisonnement analogue à celui du coro1lair~ 4.67, que tout morphisme 

: ~ -+ Nt, + 
de SF+}~) représente une fonction primittve f t€N , de SE+u(~) ou 

1 

récursive ou un produit de nombres naturels. Nous obtiendrons la même pro-

pr{été pour les morphismes de SGtu en démontr~nt que,tout morphisme de SG' et 

par conséqu~nt de SG ' est calculable à l'aide des idées des item 4.58 à 4.61 +u , 

et en montrant que tout morphisme f : ~ -+ Nt, t€N+, n€N+, de SG (~) repré-, \ • +u 
"'-

sente la même fonction que le morphisme 2G F (f) de SF (~). Pour ce qui +u, +u +u 

est des morphismes de SE(~)' SF(~) et SG(~)' une adaptation de la preuve du 

théorème 4.69 nous permet de tirer la mê~ conclusion. 

~ 

; ; 

4.14 CATEGORIES PRIMITIVES RECURSIVES CH, K, L ou M) 

Dans cette derni~re section, nous verrons encore troi~ schém,s engen­

drant des catégories dont tous lès morphismes f : Nn 
-+ Nt, ,t€N+, représentent 

des fonctions pr~mitives récursives ou des produits de nombres naturels. 

Mais pour que toute fonction pr'1mitive récursive y soit représentée, nous de-

vrons y ajouter un certain nombre de morphismes initiaux. Nous. constaterons 

aussi comment le concept de catégorie pré-récursive découle naturellement des, 

concepts étudiés ici et nous verrons 'que le théorême 2.4 pourrait s'inscrire 

comme corollaire des résu chapitre. 
, , 

Péter [2 que la c1asse~ des fonctions primitives récursives 

peut se définir étant la plus petite classe de fonctiona contenant lee 

p 



CJ 

[ 

~ 
V 

200. 

vl" ,. 
fonctions "successeur, constante zéro, projecti\'ns, addition, antécédent, 

soustrac'tion non-négative, carré et racine carriè", fermée sous Ile "produit 
1 1 

, 
par Nil, la composition et l'itération, c'est-à-dire, 'pour toute fonction 

f : N ~ N de cet ensemble, la fonct~on g : N ~ N définie par g(O) = 0 et 

, + 
g(ntl) = f(g'n», nfN • appartient aussi A cet ensemble. 

EFINITION 4.89 Une catégorie A est dite primitive récursive (H, K ou L) sl· 

elle est cartésienne, 

\. 2. elle poss~de un objet NA' muni d"un morphisme (JA NA ~ NA et d'un morphis':" 

me 6A : T + NA où T est l'objet terminal de A, 

~. elle poss~de cinq morph~smes ayant les propriétés suivantes: 

A 

e, la 
2 2 

; +</,~<OeO(N),+<~<o,( ) ol>,~« ) 0/,0»» 

4H. elle est fermée sous un opérateur (rH) 
A 

'possédant les propriétés suivantes: 
1 

Pour tout morphism~ : T + NA et tout morphisme f : NA ~ NA de A, 

4K. 

les propriétés suivantes: 



Il 

201. 

, Pour tou t morph~sme f : NA -+- NA de A, 

(r ) (f)e = a et (rK) (f)cr = f«rK) (f» 
K A A A 

4L. elle est fermée sous un opérateur (rL) : A(T ,~) x A(A,A) -~ A (,NA ,A), 
oA 

VA€IAI, possédant les propriétés suivantes: 

Pour tout morphiàme b : T .... A et tout morphisme fA .... A de A, 
o 

" 

THEOREME 4.90 Toute catégorie primitive~: H, L ou C) est primi-

tive récursive 

. 
PREUVE G = H) Soit A, une catégorie jprimitive récursive (G). 

~ 

a) Les morphismes suivants possèdent les propriétés requises par la condition 

3 de la définition de catégorie primitive récursive (H) 

+ = rG(aq(N,N», A = r G(p(N,N»<60(N),I(N», .!.. = 

( )2 = r G(crt<t<q(N,N),p(N,N»,p(N,N»)<60(N),I(N», 

"-

+) rG(aq(N,N»<I(N) ,eO(N» = I(N) 

rG(aq(N,N»<p(N,N),aq(N,N» = aq(N,N)<q(N,N),rG(aq(N,N»> = arC(aq(N,N» 0, 

1 
A) rG(p(N,N»<60(N),I(N»6 = rG(p(N,N»<I(N),60(N»6 = I(N)e =, e 

~ rG(p(N,N»<60(N),I(N»a = rG(p(N,N»<~(N,N),aq(N,N»<eO(N),I(N» 

= p(N,N)<q(N,N), rG(p(N ,N) »<'60(N), I(N) > 

= q(N,N)<80CN),I(N» = I(N) 
" 



() 

, i 

---,--_._-----...-.....,,,,,..,--------

~) I G(Aq(N.N»<I(N)>>60(N)> = I(N) 

rG(Aq(N.N»<p(N,N),aq(N,N)~ = Aq(N,N)<q(N,N),rG(Aq(N,N»> 

= ArG(Aq(N,N» 

()2) Si f = o+<+<q(N,N),p(N,N»,p(N,N» 

rG(f)<Elo(N).I(N»a = r G(f)<I(N),60(N»e = I(N)a = e 

rG(f)<eo(N),~(N»a = r G(f)<p(N,N),aq(N,N»<60(N).I(N» 

= f<q(N,N),rG(f»<60(N),I(N» 

= f<I(N) .rG(f)<OO(N) ,1(N)>> 

= a+<+<q(N,N?,p(N,N»,p(N,N»<I(N),rG(f) 

<aO(N) ,1 (N)>> 

= 0+<+<rG(f)<60(N),I(N»,I(N»,I(N» 

202. 

, , 2 ( 2 
1) Si g = t<q(N,N)".:.<a60(N) ,+<':'<0,( ) aq(N,N»,!.« ) aq(N,N) ,a>>>> 

rG(g)<eO(N~,I(N»6 = rG(g)<I(N),aO(N»9 = I(N)e = e 
rG(s)<60(N),f(N»a = rG(g)<p(N.N),aq(N,N»<60(N).I(N» 

= g<q(N,N),rG~8~><eO(N),I(N» 

= g<I(N),rG(~)<60(N),I(N»> 

2 ' = +<q~N,N),!.<cr60(N),+<~<0.( ) oq(N,N», 
2 '. 

~« ) aq(N,N)~a»»<I(N),rG(g)<60(N),I(N»> 

, 2 

= t<rG(g)<eO(N),I(N»'Î<OeO(N),t<~<O,( ) orG(g) 

<60(N),I(N»>,':'« )2arG(g)<80(N),I(N»,0»» 

b) Vérifions maintenant ~e l'opérateur. 
• 

~ : A(T,N) x A(N.N) + A(N,N) 

( b f ) + rG(fq(N,N»<bO(N),I(N» 
, 

possMe les propriétés de la condition 4H. de la définition 4.89 

.1 

" /, 

" . . 

, ' 

/~ 
, . , , 



() 

., 

.. 

rG{fq(N,N»<bO(N),I{N»e = rG{fq{N,N»<I(N),eO{N»b 

= I(N)b = b 

1 

rG{fq(N ,N» <bO(N) ,I(N) >a = rG{fq{N,N» <p(N,N) ,aq{N:N) ><bO(N), ,I(N) > 

= fq(N,N)~q{N,N),rG(fq(N,N}><bO(N),I{N» 

= frG{fq{N,N).)<bO(N),I{N» 

203. 

Donc, A est primitive récursive (H). 

H ::0 K et L = H) CODDlle l'opérateur rH(e,_) d'une catégorie primitiv~ réC~ 
- sive (H) poss~de les propriétés d'un opérateur rK, toute catégorie primitive 

récursive (H) est p~imitive récursive (K). De même, l'opérateur rL d'une ca­

tégorie primitive récursive (L), appliqué au cas A = T~ munit cette catégorie 

d'une structure de catégorie primitive récursive (H) car cet opérateur poss~de 

les propriétés d'un opérateur rH' 

'" C ::0 L) 89it A, une catégorie primitive récursive (C).' En rlmpl~çant dans la 
" 2 2 

preuve de G::o H, rG(h) par rc(I(N),h<q(N,N)p(N ,N),q(N ,N»), pour les mor-
. 2 

phismes h : N ~ N utilisés, nous retrouvons cinq morphismes qui poss~dent les 

propriétés de la condition 3 d'une catégorie primitive récursive (L) et 
" 

l'opérateur X : ACT,A) x, A{A,A) -t- A{N ,A) 

( b , f ) -t- rc{b,fq{TAN,A»<O(N),I{N)> 

vérifie les deux équations suivantes: ~ 

X{b,f)6 = b et X(b,f)a = fX(b,f), Vb : T -t- A, fil : A -t- A ~ A. 

X{b,f)6 = r C(b,fq(TAN,A»<O(N),I(N»6 = rc{b,fq(TAN,A»<I(T) ,eO(T) > = b 

X{b,f)a = rC(b,fq(TAN,A»<O(N).I(N»a 

= rC(b.fq(TAN,A»<P(T,N),aq(T,N»<O(N).I{N?> 

= fq{T~,A)<I{TAN),rC(b,fq(ThN,A»><O(N),I{N» 
l , 1 



" 
, . 

" f 

= frC(b,fq(T,\N,A»<O(N) ,I(N).> 

= fX(b ,f) 

Donc Â est une catégorie primitive récursive (L). 

•• 

204. 

DEFINITION 4.91 Une catégorie A est dite primitive récursive fHtu, Ktu ou 

Ltu) si 

1. elle est primitive récursive (H, K ou L), 

""" 
2. 

2 2 si a. = +« ) +« ) +,qSN,N»,p(N,N» 

a = <':'<I(N),()2 / >,.:.<I,( )2N» 

alors aa. = I (NAN), , 

3H. Pour tout morphisme f : N -+ N et tout morphisme g : N -+ N de A, 
1 

si ga = fg, alors 8 = (rH)A(ge,f) 

3K. Pour tout morphisme f : N -+ N et tout morphisme, g N -t N de At 

si 8e = e et go = fg, alors g = (rK) Cf) 
, Â 

3L. Pour tout morphisme f A -+ A et tout morphisme g N -+ A de At 

si ga = fg t "alors 8 = (rL) A (g6,f) 

THEOREME 4.92 Toute catégorie prtmitive récursive (G+u, H+u, L+u ou 0) est 

primitive récursive (H+u, Ktu, H+ù ou L+u). 
" ' 

PREUVE Etant, donné l~ théorbe 4.90, 'et le fait que la condition d'unicité 

l ' 3K. est un cas particulier de la condition 3H., qui est elle-même oK cas par-

ticuller de 3L., no~ avons les;trols premiers résulta~s, c'~st-à-dlre 

G+u ". Htu, Htu => Ktu, L+u ". Htu. 

;' 

, ' 

1 

, , 
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Pour compléter D • Ltu, il nous reste A vérifier que toute c~têgorie 

primitive récursive (D) A satisfait la:condition d'unicité 3L. So~ent des' 

morp!tismes f : A -.. A et g : N -+ A de A tels que gO = fg, montrons qu'alors 

g = X(g6,f) où ~ est l'opérateur munissant A d'une structure de catégorie pri­

mitive récurstve (L), défini dans la preuve du théorème"4.90. 

Si go=fg, alors gq(T,N)<p(T,N),aq(T,N» = gaq(T,N) = fgq(T.N) 

= fq(TAN,A) <1 (TAN) ,gq(T,N»,. 

Par l'unicite de rD,gq(T,N) ,= rD(gq(T,N)<I(T),eO(T»,fq(TAN,A» 

= rn(ge,fq(TAN,A») 

et g = gq(T,N)<O(N),1(N» = rD(g9,fq(TAN,A»<O(N),I(N» 

=:X(ge,f) 

,j 

Dans les résu).tats suivants, no~s n'ex'p1iciterons pas les preuves, 
, , 

/' 

cei1e~~ci faisant appel aux techniques maintes fois utilisees pour des résul-

ttata analogues dana d'autres catégor~es. 

Le théorème suivant découle de la caract&risation d~ la classe des 

fonctions primitives récursives 'donnée au début de cette section. 

THEOlWŒ 4.93 Soit At une catégorie primitive récursive (H,K,L,Htu,Ktu,ou 

Ltu). Toute fonction primitive recur9ive ést représentable dan~1A. 

- 1 

THEOREME 4.94 Soit i une petite catégorie. Il exi~te une catégorie primitive 

récursive (X) 1i~re engendrée par A, notée LX(A} pour X l {H,K,L,Htu,Ktu,Ltu}: 

\ ' 

" 



, , 
, " 

:-.., 
1 

() 

, 1 ~ 
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RE.MARQUE Pour ce théorble, en plus d'adapter la définition de relation d' 6-

'quivalence a1,1 schéma de récurrence concerné, nous devons ajouter cinq ~iomes 

au syst~me déductif D(A) soit: t : NAN +,N A : N + N !. : NAN + N 

()2 : N + N et .1 : N + N, et nous devons ajouter .coDllle conditions l la rela­
<!I 

tion tt'é'quiva1ence les dix équations (condition 3, définition 4.89) caractéri-

sant ie~ propriétés des cinq nouveaux axiom.~',<\"1 
1 

COROLLAIRE 4.95 Les foncteurs suivants existent. 

, 
LEMME 4.96 La sous-catégorie pl~ine Sx(cj» de Lx(CP) dont l:s objets sont les 

puissances de N est un squelette de LX(cj», X € {H,K,L,Htu,Ktu ou Ltu}. 

THEOREME 4.97 Tout morphisme de LX(cp) est calculable, 

X € {H,K,L,H+u,K+u ou Ltu}. 

THEOREME 4.98 Tout morphisme f : Nn 
+ Nt, t€N+, d~ Lx(lI» représente une 

fonction primitive-récursive ou un produit de nombres naturels, 

X € {H,K,L,H+u,Ktu 'ou Ltu}. 

D6u1ontrons maintenant que ~+u (cp) ~ LL+u (II» • 

LEMME 4.99 Pour tout U€N, il existe un morphisme an : If + N dans L'xU) qui 

admet un inverse à droite Bn : N + If, X € {H+u,K+u,L+u}. 
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THEOREME 4.100 , (<I» ~st primitive récursive (L+u). 
" ~tU 

_Cl 
,~ 

PREUVE Soient les morphismes, b : T -+- A et f: A ~ A de ~+U(~)"I 

Notons y(E) :'E ~ NU(E), l'isOMorphisme découlant du théor~me 4.96,~ 
• 1 -1 

E€I~tu(<I»I. Cons.idérons ~(A)y(A)b : 'f ~ N el t;l(A)y(A) (y (A) UIl(A) 

, "-1 

Si nous notons g le morp~isme rHtu(a~(A)Y(A)b,an(A)y(A)fy(A) ~n(A»' 

g vérifie les équations suivantes: 

Soit h, 
-1 

le morphisme y(A) ~n(A)g: N ~ A. 
. -1 -1 
he = y(A) Sn(A) ge = y(A) an(A) an(A) y(A) b = ~ 

-1 1 -1 -1 
ha = y(A) an(A) go, = y(A) a~(A) air (A) y(A) f'Y(~~, an(A) g , 

-1 
= fy{A) ,Sn(A)8 = fh 

" 

, ' 

Donc, l'opérateur fA : L (~)(T,A) x L (~)(A,A) -+- L '(~)(N,A) défini par 
"""'H tu """'H tu lltU 

n(~,f) = y(~)-lan(A)rH+u(an(A)Y(A)b,an(A)Y(A)fY(A)-1an(A» munit ~tu($) 
d'une_structure de catégorie primitive récursive (L). 

Il nous rea,te il vérifier la condition d'unicité 3L.: Soient 

k : N +A et f : A +A, deux morphismes de La+u(~)" tels q~e ka = fk. 
_1 

Alors, a~(A)y(A)ka = ~~(A)y(A)fy(A) an(A)~n(A)Y(A)k. Et par unicité de 1K+u, 

\ 

-1 
an(A)y(A)k = rH+u(an(A)y(A)ke, an(A)Y(A)fY(A) an(A» 

~ k = y~)-1an(A)ratu(a1r(A)Y(A)ke,a~(A)Y(A)fY(A)-lan(A» 

= n(ka,f) 

J,; 

Donc, LH+u($) est primititre récursive (Ltu). 
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COROLLAtRE-4.l0l L'unique foncteur primitif récursif (H+u) 

.. 
-H+u,L+u LH (~) + LL (~) est primitif récursif (L+u)~ +u +u \ , 

. 
PREUVE Il faut démontrer que pour tout morphisme b T ~ A et t9ut morphisme 

Nous av~s vu que O(b,f)a = in(b,f).', Alors 

EH Lt (f)EH ~. (O(b,f». +u, u +U,urU 

Et par conséquent, par l'unicité de r 
L+u 

= r (.... (b) H' (f» 
L+u lI+u,Ltu '-H+u,Ltu 

\ 

COROLLAIRE 4.102 et 'SH (~)!:! SL (~) • +u +u 
! 

, , 

,-

REMARQUE Dans cette seconde' partie du chapitre, nous avons introduit la 
, ., 
condition 6a = I(NAN) dans plusieurs structures afin de générer des catégo-, 

ries isomorphes. Nous pourrions modifier cette condition de la façon sui­
'" . \ 

vante tout en conservant les relations déjl établies entre les catégories: 

remplacer le couple de morphismes a : NAN ~ N,et ~ : N ~ NAN par tout couple 

de morphismes a' : NAN ~ N et a' ,: N ~ NAN choisis de façon l ce que les dif-

férents foncteurs 2 introduits dans ce chapitre les préservent, c'est-a-dir.e 

• ~I ' 
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1 2' 2 
~(a,') :: a,' et 3(f3') :: B', et tels que le's fonctions a, N -l' N ct 13 : N -l' N 

""" 2 
représentées par les morphismes a,' et a' védfient l'équation aa = HU ). 11 

est à noter que nous ne pourrions pas nécessairement relier les catégorie~ où 
\ 

~ :: I(N~N) aux, catégories où ~'(),' = I(NAN). 
\ ' 

Etudions une derni~re structure de catégorie primitive récursive qui 

1"" nous permettra de rèlier ~turellement les notions de catégorie primi/tive ré-

. -
cursive et ~e catégorie pré-récursive. Si nous examinons la définition d'une 

catégorie primit~ve récursiye (H, K ou L), nous constatons que les cinq mor­

phismes t, A, ~, ( )2 e~\1 sont là afin d'assurer la présence de morphismes 

représentant las fonctions addition, antécédent, soustraction non-négative, 

carré et racine carrée. Or, da~s une catégorie primitive r~ve (L), 

d'autres morphismes induits par l'opérateur rL représentent les fonc~ions 

carré et racine carrée. Ainsi, les morphismes 

( )~ = q(N,N)rLt<a,a>,<CYP(N,N),O+<t<q(N,N),P(N,N»,P(N,N)>» et 

IL:: q(N,N)r
L 

«9,9> ,<op.(N.,N) ,+<q(N ~N) ,':"':OeO(N)p(N,N) .+<~op(N,N), ( 
2 ' 

.:...:( )LCYq(N,N),Op(N,N»»») 

2 
) aq(N,N}>. 

représentent respectivèmeut les fonctions carré et racine carrée.' Reprenons 

la définition de catégorie primitive récursive (L), supprimons les références 
2 

à () et 1 et appelons cette nouvelle structure "catégorie primitive r~cursi-
, \ 

" ve (M)", Pour ce qu~ est d'une "catégorie primitive récursive (Mtu)", nous 

( )~ et IL' Comme pour les autres structures, ndus retrouvons des catégories 

LM(~) et ~+u($), munies des deux propriétés qui nous intéressent. En 

, 
" . 

" 

\ . 
'" 

. ' • 1 ... 

'; 
~I , 

1 

;, 1 
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comparant les structures de catég?riesrprimitives récursives (L, M, Ltu et 

M+u), nous, obtenons les foncteurs suivants: 

(. 

Malgré l'existence des deux premiers foncteurs, LM($) et LL($) ne sont 

pas isomorphes. Par c~tre, dans LL ($), l'unicité de l'opérateur r
L 

permet _ tu 0 

2 2 
d' identifier ~es morphismes fr) et.,t aux morphismes ( )L et .;. Par consé-

,1 ~ L 

quent, LL ($) et L ($) sont isomorphes. tu ~+u 

Nous pourrions aussi éliminer le morphisme A dans la définition d'une 
1 , 

catégorie récursive (M) ca~ le morphisme ~ = q(N,N)r
L

«8,S>,<Op(N,N),p(N,N») 

? représente la fonction antécédent. Nous obtiendrions ainsi deux nouvelles dé­

finitions, celle de catégorie primitive récursive (N) et celle de catégorie 

primitive récursive (N+u). 
7 

Hais une catégorie primitive récursive (M) 'n'est 
~ 

pas primitive récursive (N) et inversement. Par contre, LM ($) est isomorphe tu 

Il nous reste ainsi deux morphismes initiaux autres que e et ~, soient 

+ et~. Si nous trav~illions avec ~ne catégorie fermée, n~us pourrions élimi-

ner ce~deux morphismes. 
\ 

En effet, toute 'catégorie cartésienne fermée, mun~e 

/' 
d ',un objet N, de morphismes' e et cr et fermée 

,. 1'(' ;,1 

sous un operate~plrL est primiti-

ve récursive (M), ~aJ l~s morPh~smes ~, 

+L = e(N,N) <q(N,~).,rL ([q(T,N)]* ,[['de(N,N) <q(N:::lN,N) ,p(N:::lN,N) »* 
/" 

.~>, \q(T,N:>N)]*)P(N,N)> et 

\ 

'. ' 

'. 

.- . , ., 

, 
," 

, 
i, 

1 .. ,~ 

", 

H " 

'" 

, t"~ ,,, 
': 
'1 

, 
"",,,,1 
, , 

r 
.'" il 
r~ 
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1 

] 
1 \ 

. 0'< , 

" 

- = 
L 

, 0 

, 
1 

. * - 0 • .,. 

e (N .N)<.q (N ,N) ,r
L 

([ q (T ,N) ] J[ [Ay. e(N JN)c< q (N;,N ,N) • p(N=>N .N»] 

lie 1. 
q (T ,N::lN)] ) peN ,N) >"' 
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-possèdent les propriétés de A, + et':'. Ainsi, toute catégorie pré-,récursive A 

~st primitive récursive (M), l'opérateur ~ : A(T,A).x A(AJA),~ A(N,A), défini ~ 
'" A 

par ljJ(b:f) ~ e(A~A)<bO(N),è(A=>A,A;:l 
J 

fq(N,A)]*,R'(A»> pour tout"'morphisme 

1 
b : T ~ A et tout morp~isll1~ ,: A + A de A, possédant .. les propriétés d'un opé-

rateut: r
L 
•. Par conséquent, toute fonction primitive récur~iv~ est représenta":' 

ble dans ,chaque cat-égorie pré-récursive et le théorème 2.4 peut s'inscrire 

comme corollaire du résultat précéàent. 

.. 
-0' té, 

Si nous ajoutons à la sttucture de c~égorie pré-récursiv~ avec unic1-

structure introduite dans la ICO~cluSion du chapitre ,2, la' çondition . ' ,- "" 
B~ = r(NAN) où ~M et ~ sont les morphismes définis par la structure de 

-+ 
catégorie prtmitiv~ récursiv~ (M) et si nous notons ~ • la catégorie libre 

u 
, -+ 

possédant cette structure, engendrée par là catégorie vide ~, $ est primitl­
u 

ve récursive (M+u). Les foncteurs suivants existen.t: 

où S(~ +) est la 8ous-satégo~ie pleine de ~ + telle que IS(~ +) 1 = {Ni\i€N}. 
u u u 

, ", 
Toutefois, il ne saurait être question d'un isomorphisme entre SM ($) et 

" . , +u 
- +" - t '. S($ ) car il, existe un morphisme de S(~ ) rè~résentant une fonction récursi-u ' u , • 

ve mais 'non primitive récursive ~t aucun morphisme de., SM ($) ne pOBB~de cette 
+u -

propriét~. 

'.J ~ous venons de voir que la n~t1on de catégorie pré-récursive peut dé-
, 0 ~\ 

Cl t\ , \ 

c.ouler naturellement de l' ~tude des catégories priml~itves récursives. Par 

J 
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i 'J 

o 

contre, cette nouvelle structure ,est trop riche pour engendrer une solution au 

problêm& soulevé dans ce chapitre~' \usqu'ici, nous avions modifié peu A peu 
" ' 

notre structure de départ, celle de catégo~ie primitive récursive (A) tout en 
! ,1 

conservant toujours la même classe de f;6cti~ns représentées par les morp~is-

mes, soit celle des fonctidns primitives récursives. Maisoremplacer la con- , 
.. 

dition d'existencè de deux morphismes + et ~ par la fermeture de la catégorie 
1 

nous conduit Wdrs de la cl~sse des fonctions primitives récursives. 

/ 
Q 

., 
'Nous pouvons établir une autre relation entre les ~a(tégOrieS primitives 

récursives et les catég'ories pré-récursives : '$ + ~st primitive récu,rsive (D). 
U .-

En effet, si nous reprenons l'idée de la section B.iii) de la preuve du théo- J 

rème 2.4 où nous remplaçons le morphisme g : If ~ N par un morphisme g : A ~ B 

.nt2 \ '" et le morphisme h : IV ~ N par un morphisme h : (A"N) An ...,. B, nous obtenons 

un morphisme V AAN ~ N et un morphisme T A"N ~B possédant les propriétés 

suivantes: 

V<I('A) ,eo(A) > = e, 

T<I(A),eO(A» = g, 

) 
V<p(A,N),aq(A,N)> = av" . \ 
~ ("V _ ro.J 

T<p(A,N) ,aq(A,N) > = h«p(A,N) ,V>,T>. 
\ 

Nous pouvons démontrer que 

'" * * '" * [V<q(N,A),p(N,A»] cr e [cre(A,N)<q(~N,A),p(~N,A»] [V<q(N,A),p(N,A»] et 

[V<q(N,A),p(N,A»]*e = [BO(A)q(T,A)]* = [eO(T"A)]* = [Bp(T,A)]*. 

- -+ Par unicité sur ~ , 
u 

.... * [V<q(N,A),p(N,A»] = 
1 

$(tep(T,A)]*,[cre(A,N)<q(A~N,A),p(A~N,A»]*) • 

Mais [p(N~A)]* satisfait les équations 

[p(N,A)]*(J = [,ae(A,N)<q(A~N,A)"p(A~N,A»J*[p(A,N)J* et [p(N,A) ,*e = [ep(T,A)]* 

\ 
, ~ 

, J 

, 
',' 
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-+ et par unicité sur ~ , 
u 

;' 

[p(N,A)]* = ~([ep(T,A)]*,[oe(A,N)<q(AjN,A),p(A~N,A >]*). 

f 

,.. * * - . Donc, [v q(N,A),p(N,A»] ,= [p(N,A~"., V<q(N,A),p(N, » = p(N,A) et 
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q(A,N) = p(N,A)<q(A,N),p(A,N» = V<q(N,A) ,p(N,A»<q(A, ),p(A,N» '= v. 
, r 

""" Ainsi T : AAN + B sati~fait les équations 
, ' 

T<I(A),eO(A» = g et 

T<p(A,N) ,00q(A,N) > = h«p(A,N)., v>, t> = h«p(A,N) ,q(A,N) >,t> = h<I(AAN), t> 

.- + et ~ est primitive récursive (C). 
u 

.' 

Comme les morphismes crA et ~A' définis par la structure de catégorie 

- t ' 
primitive récursive (C) de ~u ' sont respectivement les morphismes ~ et SM' 

-+ . 
alors ~AaA = aM~ = I(NAN). Et en utilisant l'unicité de ~u ' nous pouvons 

. - t \ 
vérifier que ~ est effectivement primitive récursive (D). Ainsi les caté­

u 

gories LD(~)' ~ut, SD(~) ~t S(~ut) sont liées de la façon suivante: 

Tout comme dans le cas de SM (~), il ne saurait être 'question dl isomorphisme , tu 
1 

S S - t entre D(~) et (~u)· 

1 
Au cours de ce chapitre, nou& avons défini plusieurs structures de ca- 1 

, tégorie primitive récursive et chacune de ces stt;,uctures nous a fourni une ~ 

" catégorie possédant les< deux propriétés suivantes: 

. 
1) Toute fonction primitive récursiv~ et tout produit de npmbres naturels 

sont représentables dans la catégorie. 
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2) Tout morphisme de la catégorie est un morphisme ayant pour codomaine 
. 

l'objet te~ina1 de la catégorie ou représente une fonction primitive 
1 

récursive ou ub produit de nombres naturels. 

Le diagramme suivant 'nous indique les relations entre toutes ces caté-

, gories et les liens entre ces catégories et les catégories pré-récursives 
-.........J 

.s(~"> et SC$" t). 
u 

SL(~) 

1-
1 Î 

SK(~) -+ SR(</» ... 

.. .. .. .. + 

SKtu(~) -+ SHtu(~) ... SGtu(<!» -+ SF+u(<!» = SÉtu(<f!) = 
l 1 

t 

~ 

SL+u(<!» = SMtu(~) 

.. 
S(<f! t) 

u 

, 

.. 

\ . 

,"'" '. 

; . 
, \ 
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