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K-K �	���2� ��� �	������	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K

K-# �	��� ��� �	��������	�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - L

K-M �2������ �	��������	�� ��� �	����	����	�� - - - - - - - - - - - - - - - N

K-L 3������+ 	
 ��� ������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - O

 ���!������ ��

#-K (���+��� E�������	�� ��������� ��� �	���	���� - - - - - - - - - - - KK

#-# �������	� ���,��� ��� ���,�� �������	�� - - - - - - - - - - - - - - KO

#-M F������ �2������	�� ��� �������� ���	���� - - - - - - - - - - - - - - ##

#-L ��� !�	����� 5�������	� )������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - M$

" #����� #������� $%

M-K �	����� ����	�� �	 ���,�� ��������	� - - - - - - - - - - - - - - - LO

M-# ���	���	� ����	�� �	 ���,�� ��������	� - - - - - - - - - - - - - - P$

M-M ���	���� �� �	��� ���,��� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - PL

M-L �������	� 5���	�� �� 5������	�� ��� ������	�� - - - - - - - - - - - - PN

M-P �������	� ���,��� �� 5���	� ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - PQ

M-N 3���� F������ F������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - N$
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L-K *���	����	� ��� 3������+ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NM

L-# ���	���	� &����+	�, - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NL

L-#-K ���	���	� �������	� ��� ��� 5���	� �������� - - - - - - - - NL
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( ������ ��)��������� �� ��������� *%

P-K *���	����	� ��� 3������+ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - %O

P-# *�����������	� 	
 "		����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - %%
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 5� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - Q#

P-M-K �	������	��� F������ �2������	� 3�����	�� - - - - - - - - - - QL

P-M-# &���	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - QN

P-M-M )�����0������� *��������	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - Q%

P-M-L F�������	� +��� � F���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K$K

P-M-P F�+���� F���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K$#

P-L *�����������	� 	
 !�	������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K$O

P-L-K "��� ����� 
	� !�	������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KK$

P-L-# F�+���� F���� "���� 	� 5�42 *�������	� - - - - - - - - - - - K#$

P-L-M F�+���� F���� "���� 	� 5� ����� �� !�	������� - - - - - - - - K##

P-L-L F�+���� F���� "���� 	� !�	����� E������	�� - - - - - - - - - - K#L

P-P *�����������	� 	
 E�������	� ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - K#N

' +������� ������� ��� ,��� �� &���!��� � -

N-K *���	����	� ��� 3������+ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K#Q

N-# F������� �	�������	� 5��������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KM$

N-M � 5����� ���� 
	� ����������	 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KMP

N-L ����� ����������� 
	� ���,��� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KMO

N-L-K F��	����� 5����� ����������� - - - - - - - - - - - - - - - - - KM%

N-L-# �	���	���� ������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KM%

N-L-M 5�������� �������	� �	������	� - - - - - - - - - - - - - - - - - KLK

N-L-L �������	� ��� �	��� �	������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - KLM

N-L-P (���+��� �������	� ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - KLL

N-P ���,��� �� 5���	� ����� ��� 3�0)��� �	���	���� - - - - - - - - - - KL%

N-P-K ���,��� �� 5���	� ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - KLQ
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N-P-# *�0������ 3�0)��� �	���	���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - KP$

N-P-M �������	� ��	����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KP#

% +�������� ��� .�������� �������� &���!��� �(%

O-K *���	����	� ��� 3������+ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KPO

O-# :	�05������� �������	�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KNK

O-M ���������� �������	� ��	����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KN%

O-L !��05�������� F������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KN%

O-L-K �2��������� +��� (���+��� !�	���� ������� - - - - - - - - - KOK

O-L-# �	����2 5� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KOM

O-P "������,��� ����� ����������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - KOL

O-N "������,��� 5� ����� ��� !�	������� - - - - - - - - - - - - - - - - KOQ

O-N-K �	������	� 	
 ��� �+	 ����������7 ����	���� - - - - - - - - KOQ

O-N-# 3������0������� 5� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - K%$

O-N-M &������0������� 5� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%K

O-N-L !�	������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%L

* &��������� ��� ����� /��! �*%

%-K �	�����	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%O

%-# &����� 1	�, - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%Q

%-#-K 3�����;���	�� ��� *���	������� - - - - - - - - - - - - - - - - K%Q

%-#-# ���,��� ��� ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KQ$

%-#-M ������� ��� ���,��� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KQK

%-#-L �������	� )�������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KQ#

%-#-P "��	�� F�) �������	� )�������� - - - - - - - - - - - - - - - - KQM

� +���)�� ��� ,)0��1� &����� �-(

���������)��  2�
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#-K �������	� ��,��� �� ��������	�� ��������� ��� �	���	���� - - - - - K#

#-# ���,�� �������	� 
	� ����+��� ��������	�- - - - - - - - - - - - - - - K%

#-M &	���� ��- ���0���� ��	����� ��,��� �2�����- - - - - - - - - - - - - KQ

#-L ����� ��,��� �� 
	���� ��� ������ ��������	�- - - - - - - - - - - - ##

#-P ���	���	� 	�������	� ����� 6�:�����	�0R����� 	�������	�8- - #P

#-N ���������;���	� ��� 	���������� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - #O

#-O :&� �	 �&� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #O

#-% �	�����������	� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #Q

#-Q �	�����	�� ������� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - M$

#-K$ !5) �������� ��������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - M#

#-KK 5� ���� ������� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - MN

#-K# ����� 
	� ��	����� �2������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - LM

M-K ����� 	
 ���	���� ���� �� 
	���� ����	�� - - - - - - - - - - - - - - - PL

M-# �2����� 	
 �������	�� �� �������	�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - PO

L-K �<�� 	
 �������� �	�� 	� ���	���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - NN

L-# �<��� 	
 �������� ������� ������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - O$

L-M ���	���� �2����� 
	� ������ ��� ���� ����� ����	�� - - - - - - - - - OK

L-L 5��	�� ��- +��, ���������;���	�- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - O#

L-P �	�������� ���� ������ +��� �
�� �����- - - - - - - - - - - - - - - - - - O%

L-N �2����� 
	� 	�������� ���� ������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - OQ

L-O �<�� 	
 	�������� ���� ������ �� ������;���	� - - - - - - - - - - - - - %$

L-% 5��	�� ���������;���	� +��� 	������	�- - - - - - - - - - - - - - - - - %K

L-Q ������ ����� ��,�� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - %P

P-K ���	���	� 
	� � "		���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - Q#

P-# ���	���� �2������ 
	� 	������	��� F� 	�����	�� - - - - - - - - - - - QO

P-M 5� ���� 
���	� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - QQ

2��
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P-L 5� ���� ���������	� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - QQ

P-P F���� ��������	� ���������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K$M

P-N ���� ���	���	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKL

P-O &���� ���	���	� 6���� ���	���	�8 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKL

P-% 5� ���� ������� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKP

P-Q 5� ���� 
������ ������� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKP

P-K$ �2����� 
	� ���	�� �� ���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKN

P-KK �2����� 
	� ��	�� 	�����	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKO

P-K# �	������ ��,�� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K#%

N-K �2����� 	
 �������� 	�������	� ���������� - - - - - - - - - - - - - - - KMK

N-# �4���� ����������7 	�����	� �2����� - - - - - - - - - - - - - - - - - KMO

N-M �2����� 	
 ������� ������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KMQ

N-L &������ ��� 	������	� �	�� ���	���� - - - - - - - - - - - - - - - - - KLM

N-P �	����� ������ 
	� �������	�� ��� 	����- - - - - - - - - - - - - - - - KLM

N-N �������	� ��������� ��������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KLP

N-O ��� 	
 �������	� ��������� �� ��� �!� �2�����- - - - - - - - - - - - - KL%

N-% ����� ������	� 
	� ����+��� �������	� ��,���- - - - - - - - - - - - - KLQ

N-Q ��������� ��� ���
0���� ����� ��,���- - - - - - - - - - - - - - - - - - KP$

N-K$ �������	��� "*5� ��- ���
0���� ����� ��,���- - - - - - - - - - - - - - - KPK

N-KK �������	� ��,��� 
	� ��������� 	���	�- - - - - - - - - - - - - - - - KP#

N-K# &�2�� ��� ����	��������� �������	� ��,��� �� 5	��- - - - - - - - - KPM

O-K � �������� ��,��� �� �	��� ��,���- - - - - - - - - - - - - - - - - KPQ



���� �	 ������

#-K �	��	��� ���� E����	� �������� 	�����	��- - - - - - - - - - - - - - - MK

L-K �2����� 	
 �	+�� ��� ��� ����	�� ��������� - - - - - - - - - - - - - NP

O-K "������,��� 	
 �	�0�������� �������	��- - - - - - - - - - - - - - - - KNO

O-# F��	��� ����� 	
 �������	� ��,��� 
	� ��	�����- - - - - - - - - - - - KNQ

O-M ���,�� �������	�� 
	� ����	��������� ����- - - - - - - - - - - - - - - KO$

O-L 5����� ��� 
���0��� ��������� 	
 ��,�� ��	���- - - - - - - - - - - - - - KO$

O-P (���+��� ��	���� ������� ���	���� ������ - - - - - - - - - - - - - KO#

O-N !��0��������� �������,��� ��	������� - - - - - - - - - - - - - - - - - KOL

O-O !��0��������� �������, ������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KOP

O-% ���� �������	�� 
	� ��������� �����������- - - - - - - - - - - - - - - KON

O-Q F��	��� ����� 	
 ��,��� +��� ��������� �����������- - - - - - - KOO

O-K$ "������,��� ������������	�� 	
 ����������7 - - - - - - - - - - - - - KOQ

O-KK 3������0������� ���� �� �����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%$

O-K# "������,��� 	
 	������0������� �� �����- - - - - - - - - - - - K%K

O-KM &������0������� ���� �� �����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%#

O-KL "������,��� 	
 
������0������� �� �����- - - - - - - - - - - - - - - K%M

O-KP "������,��� 	
 ��	�������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%P

O-KN "������,��� 	
 ��	�������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K%N

2��
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L-K 1��, ���������;���	� ���	����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - OM

L-# 5��	�� ���������;���	� ���	����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - OL

L-M ���	���	� �������� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ON

L-L ���	���	� ������;���	� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - OO

L-P ���	����� 
	� 	�������� ���� ������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - O%

L-N ���	���� ������	� ���	����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - %K

L-O ���	����� 
	� ���	�� ���������;���	� +��� 	������	� - - - - - - - - - %#

P-K ���	���	� ���	����� 
	� (�) "		���� �2������	��- - - - - - - - - - - Q#

P-# ���	���� 	��������	� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - QP

P-M ���	���� �	�� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - QP

P-L ���	���	� D�����0�	���� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - QN

P-P ���	���� 
���	� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - Q%

P-N ���	���� ���������	� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - K$$

P-O ���	���� ����� ��������	� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - K$K

P-% &	���� ���	����� 
	� ��	������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKK

P-Q &������ ������� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKM

P-K$ 5��	�� 
������ ������� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKN

P-KK ���)������ ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - KKO

N-K &����0���� �����
	�����	� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - - KLK

N-# �������	� ����� �������	���� ���	�����- - - - - - - - - - - - - - - - - KPL

2���
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#-K F������ �2������	�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #M

#-# �������� ����� ���	���	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #M

#-M ������������S:	������������� &����� ���	���	� - - - - - - - - - - - #P

#-L 6�	�	�����8 ������������S:	������������� ������� &� - - - - - - - - #P

#-P �	������ �&� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #N

#-N 6�	�	�����8 �	������ ������� �&� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #N

#-O "		����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - M#

#-% 5� ����� ��� 5�F�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ML

#-Q ���������� �� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - MO

#-K$ !�	������� ��� 
	������	� �������� ��	������� - - - - - - - - - - - - - MO

#-KK E�������	� ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - LM

#-K# ��
���� �	, ��������	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - LL

#-KM ����������� ��+���� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - LP

M-K E��	�� ����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - PP

L-K !	+�� ��� �������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NL

L-# 5���	�� �������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NL

L-M &����� ���	���	� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NN

L-L !������ ����	�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NO

L-P �2������ ����	�� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - NO

2����



���� �	 �������

�"�T �������	�0"���� ������

�"ET �������	�0"���� E�������	�

�5*�T ��������	� 5���� *��������� ������

��!�T ���	���� ���� !������ ��������	�

"*5�T "����0*� 5��
 ����

":&T "�,��0:��� &	��

��)T �	�������	� ���� )	��

�!�T ������� !�	������ ����

���T ������ ����� ����

��ET ������ ����� E�������	�

�&�T ������������ &����� ���	���	�

�&&T �0���� &���0&�	�

���T �����	�� ������ ���	����	�

�3�T ��� 	
 �2����	�

&&T &���0&�	�

&!��T &���� !�	��������� ���� �����

(�)T (���+��� ��������	� )�������

*�T *��������� ������

*���T *�������� 	
 �������� ��� �����	��� ���������

*!T *���������� !�	�����

)�)T )����� ����	��� )	��

)��T )		,�� �����

�"��T ��� "	���=� �������	� �	������
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�� � ���� �	��� �
 ��� ������ 	�����	� +�� �	� ���� �� ��� �2����� ��	������ �	��

����	�� +	��� ���	�� ���� ��� ��	����� �	���� ������ a �� ���� b �� ���� �� ���

������� �����- 3�� 	
 ��� �	��� �� ���� +	�, +��� �� �	 �����	� ��� �������� ���	������

�	 ��������� ������ ���� �� ���
	�� ���0���� ��,��� 	
 �������	��-

�	 	����� ��� �2������ �	�� ����	�� ���� ��� ���� 	�����	�T ��� ��	�����

�	�� �	� �	��- *� �	��� ��,���� 	������2������ +��� ��	����� ��� �� ���0����

��	����� ��,���� ��� �	���	�� 	
 
����� ����� 6���	 �,�� �	 	������2������8 +���



#-#- �������	� ���,��� ��� ���,�� �������	�� #K

���������- *� �� �������� ������ 	
 ����� ��<������ �� ������������	� 	
 ��	�������

���� ��� !5) ��������	� �	�� �	� ������ ��� ���0���� �������� 
	� ��� ��������0

����	� 	
 !5)- ���� �� ���� �2������� �� ��� ���� �������
�� ��� ��	����� �����, ��

������ XNOYT

+.3 ��%��� $������ � �� � ������" ���� � � ����� - ���� 
� ����

&� ��"� ���
�� ���� $��� � ��� �"��	
� � ����
�� ����� �����

� ��� ������� � ��� ����"�
��

6#-M8

�� ���	����� 	�	����� 	
 ���� 
�� �� ���� �� ������ ��������	�� �+	 �������� �		��

��� ��	��� ��<����� ������	�� �� ��� 	����� ����� 	
 ����� �������	� ��,���� +����

�	�� ����� ����� 	����- ���� ��,�� � ����� 	������	� 	
 ��,��� �������� �	��

��	�����	�� +��� � ���0��0��� 	������	� �� ��������� 
	� ��,��� 
�	� �+	

��<����� �		��-

��� �2����� �������	� ���� �� 6#-#8 ��,�� ��� 	
 ��� +��, ����	��� 	�����	�

����� +��� ����� �	 	�������	� 
	� ��� ��2� ��� 6	� �����8 �	 ��,� ����- *� ������

��������	�� �
 a 	��� �� ��� ���� ��������	� ��� ���� ��� ��	����� ��� �	�� ������

��� ��2� ��� +��� ����� 	��- *
 ���� �� �� ���������� 	�����	�� ��� ���	�� �����	�

	
 ���� 	�����	� 	��� ������� ���� ���� ���� 6�-�- ����	8� ������� ��������� ���� ���

��������� 	�����	� ��� �	 ��� ��� ��2� ��� �����;� 	� ���� ��� ��	����� 
����-

&	� �2������ �
 ��� 	�����	� ����	 +�� ���� ������� 	
 ��� +��, ���� �� 6#-#8� ���

������ ��������	� ������	 �� &����� #-M �8 +	��� 	����� �� ������	��� 
������ ��

�	, ��� O- ���	� �� ��� 
	���� ��������	� ������	 ����� +	��� �� �	 ��, ���,�

�� ��� �	� �	+ �� &����� #-M �8� ��� ���� �	�� 	������2������ 	��� �� ���	����-

��� ��� 	
 ���	�� 	�����	�� ����� �	 ��� 
	��	+��� ������	����	�T �	+ �	�� � ���0

���� �������	� ��,�� ,�	+ +��� ��� ��������	� 6	� �2����	�8 �� �������\ *� ���

�	, ��� � �����	� �� ��,�� ��� ��� ������ 	
 ��� �������	� �� ���	����- :	�����

��	�� ��� ���� 
�	� ������� ��� ��������	� ��� ������� �� ������	��� ������ 	
 �����

�� ��� 
�����- *� ����+��� �������	� ��,���� ��� �	����	� 	������ �� ��	������

� ������ ���0	
0��������	� ������ ���� �� ���� �	 ��
	�� ��� ��,��� ���� ���� ��

	�������� ������� ��� ���� �	 
������ ���� +��� �� ���- ��� ��,��� ���� �� ����

���� ������ �����;� �� �	 ������� ������	��� 
������� +��� ���	�� 	�������	�� ��� �	�

���- ���� ����� �� +�� �����	��� �� ��� &	�� ��,�� �������	� XK$%Y� ��� �� ���	

����	��� �� ��� �"�� ��,�� �������	�-

5��� �� ���� +	�, ��� ��,��� �� �� ���� ������� �� ������ 	� �� �������	�

����
	���� ��� ���0	
0��������	� ������ +��� �� ��
����� �	 �� ��� 4�� 5� 4�����
�

6�3�8 ������- *� �� ������� ���� +��� ���� ������ �� �� ������ ��� ��,��� ������ ��



## ������� #- "�,��	���
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Verification

Checkers in Formal Verification Checkers in Dynamic Verification

Model Check the Property: Simulate DUV+Checker: trace

������  3$4 ����� ��,��� �� 
	���� ��� ������ ��������	�-

�� �� ������ ��� ��� ���� �	������ ������ �� �� �	��0$� ��� ������ �� �	 �	��0K 
	� ��

����� 	�� �	, ��� �� ��� ��� 	
 �2����	�-

��� �2����� ������� �� ���� ����	�� ��	+� �� 6#-#8 ��� �� &����� #-M� +�� ���0

��;�� �� �	�� ��� ����� ��� ������ ��������	� ����	����- 1��� �������	�� 	�

�	��� ��,��� �	 �	� ����	�� !5)� ���������� �������	� ��,��� ��� ������ ����

�	 ��� �	��� ������ �� �� �<����� +�� 	
 ���	+��� ��� 	������� ��� 	
 �������	��- *�

�	�� ���� ��� ��,��� ��� 	������ �	 ��� ������ ����� ��������	�� �� ��	+� ��

&����� #-L- *� ��� ��������	� ���� ��� 	����� ������ 	
 ��� ��,�� �� �� 	�������

��� ��� ��	����	� �� �� ��������� �� ��� ����- *� ��� 
	���� ��������	� ���� �

������ ��	����� �� ������ �	 �	������� ���� ��� ��,�� 	�����6�8 ��� ��+��� 6�8 
����-

���� �� �� )�) ��	����� ���� �� ��������� ��,�� 	��� ��� �	������ �2����	� �����-

����� ��,��� �� 
	���� ��������	� �� ��������
	�+��� 
	� ��
���0���� ��	������� 6��0

��������8� ��� +	��� �� ���� �	�� ��������	� 
	� ��������0���� ��	�������� +��� �����

�	 ������� �2����	��-

���� ������ ����	���� ��� ���	������ �	 	����� !5) �������	�� ���	 �4����

��,�� ������ 
	� ��� �� ����+��� ��������	�� ��0����� �	���	���� ��� �	��0


�������	� ����	� ���������- ��� ��,��� ��� ����������� ������ 
	� ����+��� ��0

����������	� +���� ����� ����� ��� ���	��� �4���� ��� �����	���- �������	�

������ ��	��� �� 	����� 
��� ��� ��	��� �����
��� �� ������ �� �	������ +��� ���

������ ����� �������� +��� +��� ��� ��,��� ����� ��� ����+��� ���	����-

$!' +���&�� (",�������� ��� 
&������& ����-���

�������	� ��������� ��� �� !5) ��� 5E� ��,� ����� ��� 	
 �� ����� �	 ����
�

����	��� ����� 	
 ������- F������ �2������	�� 6F��8 ��� ��� ����� ��	� +��� !5)=�

5� �������0�2������ F������ �2������	�� 65�F��8 ��� ������ ��� ��� �� ���	�����

��������- �	������	��� ���	���� ��� ��������� �� ���� �������	� �� +���� ��� +���

�� ���� 
������ �� � ���� ��	� +��� �	 ����� ��� ���	���� 
����+	�, ���� 
	�



#-M- F������ �2������	�� ��� �������� ���	���� #M

������� �������	� ��,���- ����	��� ���� ��<������ +��� ������ � 	������	� �	

	������	��� ���	���� +��� ���� ����
� ��� ����������	� 	
 ��� ���	���� �����	���


	� �������	��- ��� ������ �� ���� ����	� ��� ����� 	� ��� ���	�� 	
 ���	�����

��������� ��� 	�������	� XK$KY-

� ������ �� � �� ���� 	
 ����	�� 
�	� �� �������� Σ� �������� �� ����� �������

���	��� �� ε- � ������� �2������	� RE �� � ������� ���� �������� � ��� 	
 ��������

	� � �������� 	
 RE� ���	��� L(RE)- &	� �2������ �
 ��� �������� 	������ 	
 ���

�5�** ��������� ������� �2������	�� �4������ ��������� � ��� 	
 ������� ���� �� ��

������� 
	� �� ������ �������-

��������  3�4 6������ 4������
�� 6F��8 ��� ����� 	�����	����� ��������� ���

�������� �� 
	��	+�� +���� r �� � ������� �2������	�T

• � ����	� α 
�	� Σ �� � F�[ L(α) = {α}
• ε ��� ∅ ��� F��[ L(ε) = {ε} ��� L(∅) = ∅
• r1|r2 �� � F�[ L(r1|r2) = L(r1) ∪ L(r2) 6��� ���	�8

• r1r2 �� � F�[ L(r1r2) = L(r1)L(r2) 6��� 	��������	�8

• r1∗ �� � F�[ L(r1∗) = (L(r1))∗ 6D����� �	����8

��� D����� �	���� 6D����� ����8 �� �� 	�����	� ���� ������ ��� ������� 
	���� ��

	���������� ;��	 	� �	�� ������� 
�	� � ��������- !���������� �� ���	 �� ���� 
	�

��	������ ��� �� ������ ∅ ���	��� ��� ����� ���- *� ��	��� �� �	��� ���� L(ε) �= L(∅)�
�� ��� 
	���� �������� � �	�0����� �������� 
	���� �� ��� ����� ������� +������

��� ������ �������� ��� ����� �������� 6����� ���� �������� �� ���� +	�,8-

� ������� �2������	�=� �������� �� �� ������� � ����������� �� � 
	�� ��������


	� 	�������	�� �� � ����� ���	���	� ���� ����� ��� ���� ��������-

��������  3 4 � �����
��� 7
�
�� *��	��� 6&�8 �� �������� �� �  ��������

A = (Q, Σ, δ, q0, F ) �� 
	��	+�T

• Q �� � �	�0����� ��� 	
 ������[

• Σ �� ��� ��������[

• δ ⊆ Q× {Σ ∪ {ε}} ×Q �� ��� ��������	� ������	�[

• q0 �� ��� ������� �����[

• F ⊆ Q �� ��� ��� 	
 ���� ������-

��� �	�0����� ��� Q �� � ����� ��� 	
 �	���	�� 6������8- ��� �������� Σ �� ���

���� �������� ���� +�� �������� ��	�� 
	� ������� �2������	��- � ��������	� 6	�



#L ������� #- "�,��	���

����8 �� ����������� �� �� 	������ ������ (s, σ, d)� ��� ��� ��������	� ������	� 	������

	
 � ������ 	
 �������T

{(s, σ, d) | s ∈ Q, σ ∈ {Σ ∪ {ε}}, d ∈ Q}

��� ��������	� ������	� �� �	������� �2������� �� ��� ������� Q× {Σ ∪ {ε}} → 2Q-

��� ��������	� ������	� �������� +��� ���������	� �����6�8 �	 �������� 
	� ��� �����

��� 
	� ��� ����� ����	� ���� �� �������- ��� ��������	� ������	� �	�� �	� ���� �	

�� 	������ ��� � ����� �	�� �	� ��+��� ���� �	 ������� 	���� ������-

*��������� s ��� d ��
�� �	 ��� �	��� ��� ���������	� ������ 	
 �� ����� �����������-

�� ���� ���	 ������ � ����	� σ ��,�� 
�	� ��� �������� {Σ∪{ε}}- *
 �� ���� ������

��� ε ����	�� ���� ��� ����� ��������	� �� ����������	��- 1��� ������� ������� ��

����� ������� �	 ����� ����	� ����� �	 �� ��	����� 
	� �� ε ��������	� �	 ��,� ����-

&	� � �	�0ε ���� +�	�� �	��� ����� �� ������ � ����� ��������	� ��,�� ���� +��� ���

����� ����	� �� �������� �	 ��� ����=� ����	�-

��� ���	���	� ��� � ������ ������� �����- 1��� ��� ������� ������� ������� ����

�� ��� 	��� ����� �����- � ������ 	
 ������ �� ���	 �� ���������� �� ���� ������- 1���

� ���� ����� �� ������ ��� ������� �������� �� ��� ���	���	� ��� ���� ������-

&���� ������ ��� ���	 ����� ������� ������� ��� ���� �� �� ���� �� ������� ���

�������� �	����� �� ��� ���	���	�-

��� ���	���	� ���������� � ������� ������� ������ ���� ������ ��� �������

���� 	�
	�� �	 ��� �������� ����������� �� ��� ���	���	�- *� 	���� +	���T �
 A ��

�� ���	���	� ����� 
�	� � ������� �2������	� r� ���� L(r) = L(A)- �	�� ����������

��� ����� ������ �� ������� ������� �� ����� � +	��� ��� �� ������� 	
 ��� +	�� ��

����� � ������- ��� ��������=� ����	�� ��� ��� �������� �2������ ��� 	�� ��� 	���

	�� ������ �� ��	����� �� � ���� �� ��� ���	���	�- �� ��� ���� ��� ���	���	�

��������	�� ���	 � ��+ ��� 	
 ����� ������-

��� 	������	� ���� �� ���� +	�, �� �	 ��������� ��� ������� ����� ����� � �	��

���� ��� ���� ������ ����� �	���� �����- � ������� �2������	� �� 	������� ���	 ��

� �������� ���	���	� �� � �������� ������� �� ��	+� �� &����� #-P- &����� ��������

���	���� ��� ����� 
	� ��� ����	�� 	
 ��� ������� �2������	�� �� ��	+� �� ���� �8-

��� ����� ���	���	� ��� ��� ���� ���	���	� ��� ����	�� 
	� ��� ��������� L(ε)

��� L(∅) ������������ ��� ��� ��	+� �� ����� �8 ��� 8-

:�2�� ����� �������� ���	���� ��� ���������� 	������ �	����� �	 ��� 	���0

��	�� 	�������� ��� ����� F�- ��� D����� �	���� 	
 �� ���	���	� �� ������ ��

������ ε ����� 
	� ��������� ��� ���	���	� 6����� �������8� ��� ��0���������� ���



#-M- F������ �2������	�� ��� �������� ���	���� #P

sym
a) terminal symbol

e) choice  (A|B)

f) concatenation  (AB)

d) Kleene star  (A )

A

b) empty c) null

A

B

A B

������  3(4 ���	���	� 	�������	� ����� 6�:�����	�0R�����
	�������	�8-

���	���	� 6�������� 	�������� ������8[ ���� �� ����������� �� ���� �8 	
 &����� #-P-

��	�� ��� 	��������	� 	
 �+	 �������� ���	���� ���	��� 	������� ��� ���	����

����� ε ������ �� ��	+� �� ����� �8 ��� 
8-

��� 	�������	� ��	����� �������� ��	��� ����� ��� �:�����	�0R����� 	�0

������	� XK#%Y� ��	���� � :	������������� &����� ���	���	� 6:&�8 	�������� ε

��������	��- �� ���	���	� �� �� ���������;��� ���� ��	����� � ������������

����� ���	���	� 6�&�8-

��������  3"4 �� ���	���	� +��� � ������ ������� ����� ��� �	 ε ��������	��� ���

+���� �	 ����� �� ���������	���� ��������	� ���	 �	�� ���� 	�� �����	� ����� ��

� 8����	
�
��
� 7
�
�� *��	��� 6�&�8� 	����+��� �� �� � �������	
�
��
� 7
�
��

*��	��� 6:&�8-

���� �������	� �� ��	�� �� ������ ��� +��� ����� � ����� �	 ��� ���	���� ����	0

���� �� ������� L- � 	�	����� �	 �������	� #-M �� �� ���� 
	� ������� ���	�����

+���� ��� �������� ����	�� ��� �������� �2������ �������� ���� ��� ������� 	�� ��

� ���� �� ��� ���	���	�� ��� ���� �	 �+	 ����	�� �� 	�� �� 	��-

&��������  3$4 "� �2�����	� 
�	� �������	� #-M� � ������� &� �� � ������������

������� &� +��� �� ��� � ������ ������� ����� ��� �	 ε ��������	��� ��� +��� �	 �	��

���� 	�� 	���	��� ���� 
�	� � ����� ����� ������ ��� ���� ����	�� 	����+��� �� �� �

�������	
�
��
� �����
��� 7
�
�� *��	���-

��� �������	� 
	� �&�� 6�������	� #-M8 �� 	�������� +��� 1���	�=� +	�, XKOOY�



#N ������� #- "�,��	���

��� �� ��<����� ���� +��� �� ��	�	��� �� (	��	
� ��� ��� XK$KY- &	� �	�� ����	���

��� �������	� 	
 �&�� �� ��� ���� ����� ����� ���� ��������	� ���	 ����
���" ��

�����	� ����� 6�� 	��	��� �	 �� 	�� �� �����	� �����8- 1��� ����� ����� �� �

�&� ��������	�� ���	 �������� 	�� ��2� ������ ��� �&� �� ���� �	 �� 	������- *�

���� +	�,� ���������;���	� �	�� �	� ����� 	���������� ��� � �������� �������	� ��

�����
	�� ����-

��������  3(4 � �&� 
	� +��� ����� ����� ��������	�� ���	 �������� 	�� �����	�

����� �� ��� ���� �� � �	����� 87*-

��� 	�	����� 	
 	���������� �� ��� ��� 	
 ������� ���	���� 
	��	+� ���������-

&��������  3'4 "� �2�����	� 
�	� �������	� #-P� � ������� &� �� +��� ����� �����

��� 	�� 	���	��� ��������	� 
	� ����� ����	� �� ���� �	 �� � �	����� �����
��� 87*-

��� �+	 	�	������� ��	�� ��� ������ ��������� �	 �������;� � ,�� ��<����� +���

��� ���	���� ���� +��� �� ����	���� �� ������� L- &	� �	+� ��4� �	 ��� ���� 
	�

������� ���	����� ��� 	�	������� ���� ��� ���� �<�� �� ����� ������� �������	��[

�	+���� 
	� �������	� ���	����� +���� ��� ����	� �������� �� �� �������� �2�������

��� 	�	������� ��� �	� ���	�� ��	���-

*� +��� �� ������� ���� � ��	����� 
	� �����
	����� � �&� ���	 � 	������ �&�

�� �� ������ �������- *� ������� ���	����� ���� �	�� �� �� �	�������� �� ������

� ���� ����� �	 � �	�0	������ ���	���	�� ���� ������ ��������	�� �	 ��� ���� �����


	� ��� ������ ����	�� �� ��� �����=� 	���	��� ������ ��� ���� ������ �		���,

����� �	 ��� ���� ����� 
	� ��� ����	��- ��� 
	��	+��� �2����� ����������� ��� ������

���+��� �&�� ��� 	������ �&��-

+���)��  3�4 ��� ������� �2������	� a(b∗)a �������� ��� ������� 	
 ��� ������� ����

����� +��� ��� ������� a� 
	��	+�� �� ��� ������ 	
 b �� ��� �������� +��� �� a-

&����� #-N �8 ��	+� � �&� 	�����	����� �	 ��� ����� ������� �2������	�- ���� �&�

�� 	�������� +��� �	�	����� #-L 
	� ������������ ���	����� ������ �	 ����� ��� �+	

	���	��� ����� +��� ��� ���� ����	�-

&����� #-N �8 ��	+� � 	������ �&� ���� ����� ��� ���� �������� �� ��� �&�

�� ���� �8- *� ��� ������ �������� 	�� 	���	��� ��������	� ��+��� ��,�� ���� +��� �

������� �� �������-

�	�������� �� :&� �	 � �&� �� ����� ���� ε ��������	�� �� ���	���- ��� ��	0

����� 
	� ���	���� ε0��������	�� �� ����� 	� ε0�	���� XK$K� KO#Y- 5��� ε ��������	��

+��� �	� �� ���� �� ��� ���	���� �����	��� �� ���� +	�,� ε0���	��� +��� �� �	� ��

������� 
������-
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������  3%4 :&� �	 �&� �2����� ����� �����	� ���	��� ��� ������
	�������	�-

�� ε0
��� :&� �� 	������� ���	 �� � �������� �&� ����� ��� ������ ��������
�

����� �� XK$K� KO#Y- 5����� 	�������	� �� ��� ������ ��	����� �� ��� �����	
�
9��

�
� ����
��	- *� � ������������ ���	���	�� �� �	�� 	�� 	���	��� ��������	� ����

��,� ���� �� � ����� ������ 
	� � ����� ����	�- *� 	���� 
	� �������� 	���	��� ������0

��	�� +��� ��� ���� ����	� �	 ������� � ������ ���������	� ������ � ����� �� ��� �&�

���������� � ������ 	
 ������ 	
 ��� :&�- ���� +��� ��� ������	� 
	� ������ ���������	�

������ �� ��������- 5����� 	�������	� ������ � �&� ���� ��� �� ��� +	��� ��� ��

�2�	������� ������ 	
 ������ 	������ �	 ��� 	������� :&�- ��� 
	��	+��� �2�����

����������� ��� 	������	� 	
 �� :&� +��� ε ��������	�� ���	 �� � �������� �&�-

+���)��  3 4 ��� �������� �	��� 
	� ��� ���������;���	� �2����� �� ��� �������

�2������	� (a|ε)b∗b� +��� �������� ��� ������� 	�������� 	
 	�� 	� �	�� b � 	���	�����

������� �� �� a 6��� D����� ���� ������� 	��� �	 b8- &����� #-O �8 ��	+� ��� :&�

	�����	����� �	 ���� ������� �2������	�- &����� #-O �8 ��	+� ��� �<�� 	
 ε0���	����

+��� �� ���� ��� �� �� �	�������� �� ���������� ��� 	���	��� ����� 	
 ��� ��	��

����� �� ��� ���� ������ ��� ���	���� ��� ε ����-



#% ������� #- "�,��	���

&����� #-O 8 ��	+� ��� ����� ��,�� �� ��� ������ 	�������	� ����� �� �	 ��0

�������;� ��� ���	���	�- ��� ���	����� ���� ������ �� �������� ��� ������� ����� 	


��� �&�� +��� �� ������� ��� ������� ����� 	
 ��� ε0
��� :&�- 5��� ����� ��� �+	

	���	��� ����� +��� ����	� b �� ���� :&�� ������� �	 ������ # ��� M� � ��+ �����

�� ��� �&� �� ������ 
	� ���� ������� ��� �� ������� V#�MW- ��� ������ ���� +��� b ��

����� K �� ��� �&� �	+ ������� �	 ��� 	�����	�� 
	� ����������� �� �	�	����� #-L-

5���� V#�MW �� ���,�� �� � ���� ����� ������ �� ����� 	�� 	
 ��� ������ �� ��� ������

�� � ���� ����� �� ��� ε0
��� :&�- ��� ������ 	���	��� ���� +��� a �� �	� �<���� ���

������� ��������� �	 ��� ε0
��� :&� 	���������- *� ����� # �� ��� ε0
��� :&�� b �����

�	 ��� ������ {2, 3} 	
 ������� ���� �� ����� # �� ��� �&�� ��� ���� +��� b ����� �	

����� V#�MW- 5���� V#�MW �� ������� ��2�T +��� �	�� ������ # ��� M 
�	� ��� ε0
��� :&�

��� 	�������� �� � +�	��� ����� +��� b ���� �	 ������ # ��� M- � ����� 
	� ���� ������

������� �2����� ��� ��� ���
0�		� +��� b �� ������- ��� ���	���	� �� ��� �	��	� �����

�� �����
	�� ��� � �������� �&� 
	� ��� :&� �� ��� �	� ��
�� ��� ����������� � ������

��� 	
 ε0���	��� ��� ������ 	�������	�-

�� 	�����	� ���� �	�� �	� ������� ������ �� ��� �������	� 	
 F�� �� 	�������0

����	�- *
 r �� � ������� �2������	� ��� A �� ��� � �������� ���	���	�� ��� L(A) ��

��� �������� ������ �� ��� ���	���	� 6���� L(r) ���	8� ���� ��� 	����������

���	���	� A ����� ��� �������� L(A)� +���� L = Σ∗ − L- ��� 
��� ��������

Σ∗ ���������� ����� �	������ ������ ���� �� �� 
	���� ����� ��� �������� Σ- ���

	���������� ���	���	� A �� �� 	������ 
�	� A ����� ��� 
	��	+��� ���	�����T

K- ���������;� A[

#- ��,� A 	������[

M- �	�������� ��� ���� ������T F ← Q− F -

��� ���������;���	� ��� 	������	� 	
 ���	���� ��� �������� ���� +���	�� ��	+0

��� 
��� ���	������- ����� ����� 	
 ���	������ ��� 
	������ ������ ��� �2���������

	����� �� ��� ���	���� ���	�� ���� 
	� !5) ��,��� �� ������� L- �� �2�����

��	+��� ��� �<�� 	
 ��� ���	���	� 	�����������	� ���	����� ��	�� �� ��	+� ��2��

�� � 	��������	� 	
 �2����� #-#-

+���)��  3"4 *
 ��� :&� �� &����� #-O �8 �� �	 �� 	����������� �
��� ���� 	�� 	


��� 	�����������	� ���	����� ��	��� ��� �����0�	�� ���	���	� �� &����� #-O 8 ��

��	����� �� +�� �2������� �� ��� ���������;���	� �2����� 6�2����� #-#8-

*� ���� �+	 	
 ��� 	�����������	� ���	������ ��� 	������	� ���� � ���� �����

6����� M8 ��� ��� �������� ����� �	 ���� � 	������ �&� �� ��	����- ���� ��
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������  3*4 �	�����������	� �2������ �� � 	��������	� 	
 �2��0
��� #-#- �8 �
��� 	������	�� �8 ��� ��������� 	���������� ���	���	�-

��	+� �� &����� #-% �8- ��� ���� ���� 	
 ��� 	�����������	� ���	����� ���	����

	����������� ��� ��� 	
 ���� ������ ��� ���� ���� ������ ��	�� �	�0���� ������

��� �
�� �����- ��� ��������� ���	���	� ���� ����� ��� �������� L((a|ε)b∗b) ��

��	+� �� &����� #-% �8- ���� 	�����	��� �	 ��� ��� ������� �2��� ��	�� 	�������� 	


	�� 	� �	�� b � 	���	����� ������� �� �� a-

��	���� 	�����	� �	� �������� ���� �� ������� �2������	�� �� ���������	�- *
 r1

��� r2 ��� F��� ���� r1``r2 �� � F�� +���� L(r1``r2) = L(r1) ∩ L(r2)- ��� ∩
����	� ���������� ��� ���������	�- ��� �	���� ��������� �	����	� +�� �	��� ����

�	 �	�� �	���� ������ �	 ��� ������ ������� ���������	� 	�����	� 
	��� �� !5)- ���

���������	� 	
 �+	 ������� �2������	�� 	�����	��� �	 ��� ������� ���� ��� �� �	��

��������� 	
 ��� F��- *� ��	��� �� �	��� ���� ��� ���������	� ��� 	�����������	�

	
 ������� ��������� ���	 ����� ������� ���������-

*� ���	���	� 
	��� ��� ���������	� 	�����	� �� ����������� �� �������� � ��	�0

�� ���	���	� 
�	� �	�� �������� ���	����- ���� ��	��� ���	���	� �� ����� ��

���������	���� ���������� �	�� �������� ���	���� ��� �2��	���� ��� ����� ���� ����

	��	� ����	��- *� ��� ��	��� 	�������	�� � ����� �� ������� ����� �� 	������

���� 6i, j8 +���� i ���������� � ����� 
�	� ��� ���� �������� ���	���	� ��� j �� �

����� �� ��� ��	�� ���	���	�- ��� ���	����� ������ �� ������� �� ������� ����� ����

��
������ �	�� ������� ������ �� ��� ����� ���	����- &�	� ������ ��� ��������	�� +���

� ����� ����	� ���� ���������	���� ������ �	�� ���	���� ��� �2��	��� ��� ����

�	 	������ ��+ ������ ��� ����� �� ��� ��	��� ���	���	�- � ��+ ����� �� � ����

����� 	��� �
 �	�� ��
������ ������ ��� ���� ������ �� ����� ��������� ���	����- *�

��� +	��� ���� ��� ��	��� 	�������	� �� ����� �� ���	���	� +��� mn �������

+���� m ��� n ��� ��� ������ 	
 ������ �� �	�� �������� ���	����-

5	�� F� ��������	��� ��� �� !35*] ������� �2������	��� ��� �2��� 	�����	��

�	 ������
� ��� +������ 	
 F��- ��� V-W �� ���� �	 ���� ��� ����	�� ��� V\W �� ����

�	 ���� ;��	 	� 	�� ������� 	
 � ����	�� ��� VaW ������ 	�� 	� �	�� �������� ���

� ����� 	
 �������� �� �� ������ ������� �� � ���� ���,��� ��� �� X009Y� +���



M$ ������� #- "�,��	���
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������  3-4 �	�����	�� ������� �2�����- �8 ������ ���� ��������
�� ��� ���� ����� ������� �8 	�����	�� �������-

������ ��� ������ �������-

1��� ����� ���	���� �	 ���
	�� ������� �������� �
 ��� ������� �2������	�

�������� � ������� �	 �� ������ ���+���� �� ��� ����� ������� � ����2 ��������	�

��	��� ��������- &	� �2������ &����� #-Q �8 ��	+� ��� ���	���	� 
	� ��� �������

�2������	� abc- ��� ���	���	�=� ������� ����� �� ���������� �
��� ��� ���� ����� ������

�� ��	����� ������ ����� ��� �	 �		���, ����� �	 ��0������� ��- ��� ������� abc

+��� 	��� �� ��,�� �������� �� ��� ���� ����� ������- *� 	���� 
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� ���� "		����

��	��� 	�� ������� ��
	�� ��� ����� ���� "		����� 	� ���� ��� ��	����� 
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	��������� �����	��� ��� ��
� ���� "		���� �� ���	 ���	+�� �	 	�� �� ��� ���� �	,
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��� �	� ����� 	� ��	������� 	
 ��� 	����� �� ���� ������� ���� ������� ��� +�� ���

	����� �� ������� ����- *� ���� �2������ ��� ��� 	
 ��� 	����� �� ��� ���� �	��	���

��	��� ����� 	�� 6����� �������	�8� ��� ��� �����	����� ��	��� �� �������� ���

	����� ����	������ 6
	���� �������	�8- �������	�� �� �� ���� �	 ����
� ��� ��������

	������	� 	
 � ������ ��� ���	 �	 ����
� ���� ��� ����� �� ��	����� ���� �� ��� ��������

�����	�����-

1��� 	��������� 	��� ��� �������	�� ��	��� ��� ������ �������	�� �� �	� ��

������- &	� �2������ cnt ��� load ��� ������� ������� +��� �������	�� [width0

K:$] �� ��� �	��� ������- *� 	���� 
	� ��� ��,�� �������	� �	 ��	��� ��� 	����

����� 
	� #
��cnt� 
	� �2������ ��� ���	� +���� 	
 ��� cnt ������ ���� �� ,�	+�-

*� �� 
	� ����� ����	�� ���� ��� ��,�� �������	� ���� ���	 ���� ���� �	 ��� �	���

������ +��� ���������� �������	� ��,���� �� +�� ����������� �� &����� #-#- ��� 	��


	� ��� !5) �������	��� ��� �	��� ������ ��� ��� ��������� ��,��� �� ���� �2�����

�� ��	+� �� �������2 �-

*� �2����� #-O� � ��,�� �������	� +	��� �� ���� �	 ����� � �	���	���� �����


�	� ��� �������	�� 
	� ������	� ���	 ����+��� �������	�� ����	� ����� 	� �	��0


�������	� �����	���- 5����� 	���������	�� ��� �� �������	� ��������2��� ��� ��0

�����	� ��	����� ���� �� ���� +��� � ����� ��	��� 	
 ��,��� ��� �	 �� ��������

��� ��	���- ����	��� �� ���� �2����� �������	�� ��� �	� �� �� ����� �� �2��������

��������� �	 ���� ����
� ��� � ������ 	������ ��� ������� 	
 �������	�� ���  ��,��

�������� �� ������ �������-



������  

!������ !������

���� ����	� �������� ������� ������� �	 ��� ���	����� ��������	� 	
 ��,��� 
�	�

�������	��- ��� ���� �+	 ����	�� ���� +��� �+	 
������������ ��<����� ����	���� �	

��,�� ��������	�� ������ ��� �	����� ��� ���	����0����� ����	����- ����	���

���	����0����� ����	�� ��� �������� ���� �� ��� ��,�� �������	�� ��� �	�����

����	�� +�� ���� �� ��� ������� �����	�� 	
 ��� �		� X#QY- &	���� ��������	� ���

�	��� ��,��� ����� ��� ��,� ����� ��� 	
 ����	�� ����� 	
 ���	����� ��� �����

��� �������� �� 5���	� M-M-

5���	� M-L �������� �	+ �������	�� ��� �������� ���� �� �������	�� ��� ������	��-

�������	� ��,��� ���	 ���� � ,�� �	�� �� ����	� ��������� ������	�� ��� ��<�����

����� ��� ���� �	 ����	�� ��� ��������� 	
 �������	�� ��� �2��	��� �� 5���	� M-P-

���������	�� �	��� ��� ��������� �	 ��� ���� ����	�� +���� � ������� 	
 ��<�����

��������� ��� ���	 ����U� ���������-

'! ����&�� �,,����� �� 
����� %���������

*� ��� �	����� ����	�� �	 ��,�� ��������	�� ��� !5) 	�����	� �� ����������� ��

��� 	+� �������� ���0�	���� 6	� ���0�����8� ��� �� 	������ �	 	���� �	����� �	


	�� � ��,�� 
	� � 	������ !5) �������	�- ��������� ��� �	����� ���� � ���������

��������� ��	�		� +������ �������	�� ��� ������ ������� ��� �2������- ���� 	
���

	������ 	
 � ������ +���� 	� � ���� 	
 +����- ��� ���� 
������ 	
 ���� ����	�� ��

���� ��� ���0�	���� ������� ��� �������� ��������� ��� �� ���� �� � ���, �	2 
	� ���

	�����	�� �� ����������- ��� ����� 	����� 	
 ��� ���, �	2 �� ����������� �	 ���

	���� �	����� �	 +��� �� �� 	������- ��� ���0�	����� ��� �����	������ �	�����

�	 ��� �����2 ���� 	
 ��� �������	�� �� � �������� ��	���- 3�� ��� 	������ �����

�� 	��������� � ��,�� �� ��	���� ��� ��� 	����� ������� �� �� 	������� ������

LO



L% ������� M- F������ F������

��������	� 
	� ������ ���	��-

��� (3F�5 ��,�� �������	� �� ����� �����	��� �� ��� �*��0E�5 ���	���	��

�� &���� �� ���������� "	���	�� ��� �	���0���	��� ��� ����� ���	�����- "������

���������� E����	� 	� E(�) 	��������	� �	���	��� ��� �		� ���	 ��������� 	�� 
	�

���� �� ���� ��������	� XKL$Y- ����	��� ����� �		� �� ����� ����� �����	������ �

������ 	
 ��������	�� ������ ����� ����	�� �	 ��,�� ��������	�- ����� ��� ����U�

	������+�� �� ��� ��2� �+	 ����������-

*����������� 5�F�� ����� ��� �	����� ����	�� ���� 	������ 	
 �������� � ��0

����� 	
 ���0�	����� �	 ��������� ��� ��<����� 5�F� 	�����	��� +��� ��� ���� ����

�	 ����� � ���+	�, �	����� �	 ��� �����2 ���� 	
 ��� 5�F� ����� ����������� XKMLY-

��� �����	�����	� ��	�		� �� ����� 	� �	,��� ���� ��� ������ 
�	� 	�� �	���� �	

��� ��2�- �	�	��� �	,��� ��� ���� +��� �� ����� ��� ���� �� ��	������� 6�� ���

	��� ���� 	
 � ��42 ��������	� 
	� �2�����8- ��� 	�	��� �	,��� ��� ���� �	 ����0

���� ��� 	�����	����� ���+��� ��<����� 	���������� �������	��- ����	��� �� ��

�����	��� ���� ��� 5�F� 	�����	�� ��� ����	����� �	 �������,� ��� ���
	����-

&�������	��� +��� �������� 	������� ������ ��� ��,��� ����� � ����� ������ 	


	�	�� ���� �� ����	���� �� ��� �	,���� +��� ���������� � �	�0���������� ����+���

	������� �� ��� ����� ������������	�- ��� �	,�� ����	�� ������ � 	��	������ +���

��� ������
� ������
�� ����� ���������� �����	��� �� 5���	� N-L-P ������ �	��

����� ��� �� ���� 	������� � 
������ +��� ��� ����� ����� 	�����	�- ����	��� ���

����� ��� ���	���� ��� ���� ��<������ ��� �������� ���+��� ��� �+	 �� ���� �����������

��� +�� 	������� �� "	���	�� X#MY-

��	���� ��� 	
 ��������	�� 
�	� ��� �*�� ��	�� �������� � �	����� ��������0

����	� 	
 !5) 
	������	� �������� ��	������� X#L� #P� KMM� KMPY- � ���� 	
 �����	����

������� �� ����� ��� �������	�� ��	��� � ���� 	
 ������� ���� ������� ��� ������ 	


��� �������	�- ��� ����	�� 	������ 	
 �����	���� ���0�	����� 
	� ��� ��	�����

	�����	� ��� �����	������� ��� ����	������ �	����� �	 
	�� � 	������ ��,�� 
	�

�� �������	�- �	��	���� ��� 
����	��� 	�������� 	
 ��� ����	�� �� ��	��� �����


	���� ����	�� �� ��� !E5 ��		
 ������- ��� ������� 	
 	��	����� 
	� ��	�����

	�����	�� �� ��	��� 	����� ��� ���� ��� �����	�����	� ����� �� ��	��� 	�����

��� �� ������	� ��� ��,��� ���� ��� ��������� ��� ��	��� 	����- ��� �������

��������	�� ��
����� ������=� +	�, XOQY 
	� ��� ������������	�� 	
 5�F�� +���

�� �����+�� �� ��� ��2� ����	�- �2���������� ������� ��� ���	���� X#L� #PY 
	� ��	���0

����� +������ ��� ��,��� ��	���� ��� 	������ �	 ��	�� ��	���� �� &	�� �#-$#-

����	��� �	�� ���	�� ��� +��, ��	������� ��� ����	����� ���	�� ��	������� ��� �	�

�������,��- ��� ��,��� ��� ����������� ����� ��� 5��	���� ������ �	������



M-K- �	����� ����	�� �	 ���,�� ��������	� LQ

��� ��� ��;� ����� ���	���� �� ����� 	� �+	0����� :�:� �����-

���������� �����
�� �	���	�� 
	� ����
���� ��	��� ��	�		� ���+��� ������ �	�0

���� �� ��� �	�� 	
 ��� ������� +	�, �� 3������� ��� (� XKL#� KLMY- ���� +	�, �� �����

	� 	������	��� ������� �2������	�� +��� �� ����� ���������� 	�����	� ��� ��	����

���������� ��� �	�� �	� ��� !5) �	� 5E�- ��� �	����� ����� �� ���	 ����	����

��� �������	�� ��� ������ 
�	� 	�� ���0����� �	 ��� ��2� �	 ���
	�� ��� �� �����

������� �������- F�������	�� 	� ���������� ��� ��������� �� ��� �	���	���� ������

��� ���	��� ��� ���� �4���� �	���	�� �� �� �����- �2���������� ������� ��� ���0


	���� XKL#Y 
	� ��� �(" ��� 3�! ��� ��	�		��� +���� ����� 
�	� ��� ���������

��������	�� ��� �	����� �� ��� ���	� ��������- 3��� ��� ������ 	
 U��0U	�� ��

���	���� �� ��� ����+��� ������ 
	� ��� �	���	� ������ ���� ��� ��	����-

��� ��,�� ��������	� 	
 5E� 65�����E����	� �������	��8 �� �2��	��� �� ���

��� ��� XN$Y- 5��0�	����� 	�����	����� �	 ��� ��<����� �� ����� 	���������� ���

�����	������ +��� +���� ������� V�����W ��� V����W- 5� ���� 	�����	�� ��� ���0

����� ���	 ������� ���� ���� ��<����� ��������� ����	����� ��� � ������ ������ 
	�

�� ����� 	�������� ���	����� ��������	� 	�����	�� �� �������- �� �������	� ����

��� �	����� ����	�� ��� ��� ��������� �� �2�������� �� ��� 
�� ���� ��� ����	��

��,� �����	� 	
 ���� +���� �2������	�� 
�	� ��� ���	����� ������ �� �	� �� ���0

�����;�� ���	 � ����� ��	��� 	
 ����+��� ���	����- �� +��� �� ��	+� �� ��� 
	��	+���

�������� ���� ��������	� �� �	� ������� +��� ���	���� ��� ����- 5��	���� ������

�	������ �� ���	 ���� �	 ��������;� � ��� 	
 �������, �������	��� ��� ��� 5��	����

E�5 �������	� �� ���� �	 	����� ��� ��,��� +��� 3E� ��,��� 63���E��� �����0

��	�� XKNNY8- *� ��	�� �������� �������	�� 
	� ��� �F� ��"� �(" ��� �����
�� ���

����- ��	�� ��� ����������� ������� XN$Y �� ��� ��������	� 	
 ��� V�	�W 	�����	� 
	�

������� �� ����� �� ��� 	��� ���� 	
 ��42 ��������	��- 5������� ����� ��� �����

�	 ��������� ��� V�	�W 	�����	� 
	� ��� �� ���� 	�����	�� �	+���� �	 �2�������	��

�	� �������� ���	 ��� 	�������� 	
 ��� ��	�	��� ����� ��� �����- ��� ���0���� ��0

������ ��	���� �� ��� ����� �� ���	 �	� ���������- ��� 	��� 5E� ��	������� ����

��� ����	���� ��� ��� �+	 
	��� 	
 ��42 ��������	�-

��� ������������	� 	
 5E� ��,��� �� ���	 �2��	��� �� !������� ��� ��� XKLOY-

��� V����0����W 	�����	� �� ���� �� � ����� 
	� ������������ �� ����� �� ��� 	�0

�� ���� 	
 ��42 ��������	��- ���,��� ��� ��	���� �� ��� "���5�� 5�����E����	�

��������� +��� �� �� ���	,�� �������� +���� �	���� ��� ����� ������ ����������

���	 �� ������� ����+���- ��� ������������	� �� �	� 
���� �	����� �� ���� ��� �	��

����� � ������� ������� ���� +�� 	������� �� 	���� �	����� ����	����- ��� 5�F�

���� 	
�� ������ ���������� ����� 	�� ����
	� �� ��� ����������



P$ ������� M- F������ F������

������� �� ���
	���� ����� &5�� 6&����� 5���� �������8� +������ � ������ &5�

�� ���� �	 ��������� ��� ��������� �� ��42 ��������	��� ��� �������� &5�� ���

���� �� ��� 	��� ����- 5��� � ����� ������ 	
 &5�� �� ��� 	��� ���� ��� ���� �	

��	��� ��� ������ ��������� �� ��� ���������� ���	����� ��������	� �� ������	+��

�� ��� ��������� &5�- ��� ����	�� ���	 ����	��� ��� 	���� 	
 ��������0���������

�������	�� �� ����������� 	������ +����� ��� ��,���- � ��� ����� 	� � ��� 	�0

��	���� �� ���������� ��� ����+��� ��������� ������� ��	+��� ��� 	������� ����� �	

��� ������ ��� ��������� �	�� 
	� ��� �	���� 
����	��� �������	�� ��� ��� ��������0

��������� �������	��-

�������	� ��,��� ���� �� ���� �	 ������ �������� 	������� �� ����� 	
 ������

���� �� 	������ ����	�����- *� �������� ��� �����	������ �	���� ����	�� ��	+�

��4������ 
	� ������������ ������ 	�����	��� ��������� +��� ������� +��� ��� 
���0

��� ������� 	
 5�F�� ���� ��� ���	����� ��������	�� ��� ���������	� 6��� ��� ���

�� 	�����	��8- ���� ��4���� +�� 	������� �� ��� ���� �����	� 	
 ��� ��,�� ���0

����	� �� ���� +	�, X#QY- ����� ���	����0����� ����	�� �� 	�� �	������ +�� ��	���

���� ��	����� ��� ��� ��,�� �������	� �����	��� �� ���� +	�, �	�� �	� ���� ���

��������	�� �����	��� ���	���	�� ���� ����	�-

'!$ ����-���� �,,����� �� 
����� %���������

F������ �2������	�� 6F��8 ��� ���� �� � ����	��� ������ �� �������	� ���������-

�� � ���� ���� �	 ��	����� ����+��� �������	� ��,���� ����+��� 
	� ��� �������

	
 ������� �2������	�� �� ���� �2��	���- ����	��� ����+��� F� ������� ��� �	�

�������	� ��,��� �� ���� ���� �� ����� �� 	�������� �� ��,��� �� �	�� ������-

��	�� ��� �������� +	�, �� ��������� ���	� ������� 
	� ���
	����� ����+���

F� ������� �� ��� 	�������	� F�� ���	 ���������� ������ �� &�	�� ��� ������ XOMY-
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Alternating Büchi Automata
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Universal Automata Existential Automata

NFAs, DFAs

Q is a finite nonempty set of states
 is the finite nonempty alphabet
: Q B(Q) is the transition function

q0 is the initial state
F Q is the set of final states
A Q is the set of accepting states

: Q  2Q

A 

B(Q) is the set of Boolean formulas
obtained using  and  on states Q
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�	���- ��� �	� ���� 	
 &����� L-N ��	+� ��� ���	���	� �� �� ������� �
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���� ���	���	� ��� ������	�� � ��������� ���� �� �2����� �� ��� �2�����[ �-�- ���

�		� ������ �� ��� ����
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 	�������� ���� ������ �� ������� 	
 �
�� ������ �
 �� ��

�	� ���
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' ��� q �	 �� ��������� ����� ��� C SSC �� V�	0	������W
( 1���� C �= ∅ ��

�) ������ � ����� r 6+��� ��� ����� T 8� 
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�� ��
!! U ← U ∪ {d}
!" �� U �= ∅ ���
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	�����	�� ��� ��	�� ��� �	 �<�� 	� ��� U��0U	��- *� 	���� +	���� ����� U��0U	��

��� ����� ������ ��� ��� ���� ������ �	 ����� � �	, ��� �����- *� �� �� �	 ���

������������	� �	 ��������� ����� ������� �����- � U��0U	� �� �� �� ������������

����� ����� � ��	��� ����� ����� �� �� ������ �� ��� U��0U	�-

H(
������^e�) = ∼���(e) � e�

H("������^e�) = ���(e) � ∼e�

H(������e�) = ���(e) �� e�

��� ��	�� 
����	�� ������ ��� ����� 	
 �� �2������	� �	 ��� ����� �� ��� �����	�� �	,



P-#- *�����������	� 	
 "		����� QK

���� ��� ���	 ��� ��� (�) U��0U	� ��������	� �����	��� ��	��- ��� 
���68 ���

"���68 
����	�� 	������ 	� ������0��� �2������	�� 	���� +������ ��� ���	�� �� �� ����

�� ������68-

H(���$�����^���	�^e�) =  e−1� � e� �� %�

H(���$��%���^���	�^e�) =  H(���$��e�) || e �� %� �

��� ������������	� 	
 ��� ���$�� 
����	� ��,�� ��������� 	
 ��� ��������� 	���0

��	�� ���� �� �� ������� �� ��������� ��� �� E����	�- �������� ��� ���� +����

� ������ ��� �� ����� �� � �� ���� 	
 ���� �� ���
	���� +��� ��� V��� ���,W ���	��0

��� �����������	� ��� +	��0����� ���������	�- ��� ���$��% 
����	� ���	 ���	+� 
	�

���0;��	� �	 	��� ��� �� ����������� ����� ���$��68 +��� �� ������	��� "		����

�2������	�-

H(��&�&s�) = H(AP (����
 s))

��� ��&�& 
����	� ��������� �	 �	��0K ����� ���� ��� �������� �� ���� �� ������-

���� �� �	����� ����� ��� ����
 ��	������ +��� �������� +������� ��� �� ���� ����0

���� �� �������- ��� ������������	� 	
 ��	������� �� ������� 
������ �� ���� �������

��� ���� ����	������ �� ������� �� ���� �	���-

��� ����� 	������� �� !�	�	����	� P-K ��	+ �	+ ��� !5) "		���� �� �� �20

������� �� ��� (�) �����- �	��������� �� ���	���	� 
	� ��� ������� 	
 � "		�����

�� �� ����� �� �� ����� ��� ��	�������� �� �������� ��2� �� !�	�	����	� P-#-

8��)������ (3 4 *
 b �� � "		���� ��� H(b) ���������� ��� (�) �2������	� 
	� b�

�� ��������� �� !�	�	����	� P-K� ���� ��� 	�������	� 	
 �� ���	���	� 
	� "		����

b� ���	��� AB(b)� �� ���
	���� �� 
	��	+�T

AB(b) T

• AB(b) = ��������(H(b))

�� ������� 	��� ���� 	
 ��� �������� ������������	�� �� !�	�	����	� P-K ���

!�	�	����	� P-# �� ���� ���	���� ��� ����� 	��� 
	� �	�0����� "		����� �� 	��	��� �	

�������� ���	���� 
	� ��������� ���0�2������	�� 	
 � 	����2 "		���� �2������	�-

��� ���	����� 
	� ������� �� ���	���	� 
	� � "		����=� (�) �2������	� �� ��0

������ �� ���	����� P-K- ���� �� ��� ���� ��� 
	� ��� �������� ���	���	� 	�����0

��	� ��	����� 
	� �� �����- ��� ���	����� ��,�� �� (�) �2������	� �� ���������

��� ��	���� �	 ����� �� �2������ ����	� �	 ��������� ��- �	�0����� ������	�� ���

���	��� �� ���� # ��� ����� �� ���� P +��� ��������- ��� ������� ����	� ����� ��

���� �� ���� M� +������ ��� �2������ ����	� ����� �� ���� �� ����� P ��� O- ���� ��



Q# ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

� &�:��*3:T ��������6H8
! H ← ������ 	�����	�� ������	�� 
�	� H
" π ← ����� 	� ������� ������� ����	� �� Π 
	� H
# �� 	�� ������ 	
 	�����	�� ������	�� +��� ���	��� �� ���� # ���
$ σ ← ����� 	� ������� ������� ����	� �� Σ 
	� ¬π
% ����
& σ ← ����� 	� ������� ������� ����	� �� Σ 
	� π
' ����� ��+ ���	���	� A = ({q1, q2}, {(q1, σ, q2)}, {q1}, {q2})

�������� (3�4 ���	���	� ���	����� 
	� (�) "		���� �2������	��-

1
~req

2 1 2 1= 1

1 =  req

������ (3�4 ���	���	� 
	� "		���� ∼req� ���	��� AB(∼req)� �����
!�	�	����	� P-#- 5�������� ������������	� 6��
�8 ��� �������� ��������0
����	� 6�����8-

+���� ��� ����0����� ����	� �������� ��,�� 
	��- ��� ���	���	� ���� �� �������� ��

���� % ��� �+	 ������� ��� ���� �� �� ������� ����� ��� ��� ��	�� �� � ���� �����- � ������

���� 	����� ��� �+	 �� ��� ��	��� ������	�- �� �2����� �� ��	+� �� &����� P-K


	� ��� "		���� ∼req� +���� req �� � ����� ������ �� ��� ������ �	 �� �������- ���

��������� ������������	� 	� ��� ��
� +��� �� ���� �	�� 	
���[ �	+����� ��� ��������

������������	� ��	+� �	+ ��� ����	� ������ ��� ������� ����-

/!' �-,&�-�������� �� ��3������

� �� ���� �� 	������� �	 �� � �������� ���	���	� �� �� �������� ������- &�����

�������� ���	���� ��� ����� 
	� ��� "		����� �� � �� ����- :�2�� ����� ���	����

��� ���������� 	������ �	����� �	 ��� �� ���� 	�����	�� 	�������� ��� �����

�2������	�-

5� ����� ��� �� ���	����� ���� 	
 ��� ����	��� ����� �� !5)� ��� ��� �����0

������ ����� ������ ��+���� ����� 	� �������� ���	������- ����	��� �	 ��������	� ��

���� ���� �� �	 +��� 	�����	�� ��� �������� ����� ��� +��� ��� ���� ����� �� +���

�� �	����� 	�� 
������� �	�� 	
 ��� ��+���� ����� ��� ����� 	� ��� �������� �����0

��	�� �� �������2 " 	
 ��� !5) ��������	� XKKKY- 3���� �� ���� 	�����	�� ���

����������� +��� �������;�� ���	������� ��� �� 
���	� ��� ���������	�- ����� �+	

	�����	�� ��� �	� 	
��� ���� �� ���	���� 
	� 	������	��� ������� �2������	��� ���

��� ������� ���	������ +��� ��� �� ������� �� ����� 	+� �������	�- �� ���	�����



P-M- *�����������	� 	
 5� ����� QM


��	� ���� ���� �� 	�������� �� ����� ��� 	���� ���	���� ���	������ �� ��� ����	��

�������� ���� �	 ���
	�� ������� ������� 	��� "		���� �2������	��-

��� ���	���	� ������������	� 	
 �� ����� �� ��	+� ���	+ �� !�	�	����	� P-M-

*���� +��� �� ������;�� 	����� �� � ���� ���,��� ��� ���� 	
 ��� ":& �����2

��������	� ��� +��� ���������� �	 ,��� !�	�	����	� P-M �� ������� �� �	������ �	 ���

������� �������	� 6�������	� #-%8-

8��)������ (3"4 *
 i ��� j ��������� �	��������� �������� +��� j ≥ i� ��� k

��� l ��������� �	������ �������� +��� l ≥ k� b ���������� � "		����� s ���������� �

5� ����� r ���������� � 5�F�� r^r ���������� � ��������^5�F�� c^r ���������� �

	��	���^5�F�� ���� ��� ���	���	� ������������	� 	
 ���������� ���	��� AS(s)�

�� ���
	���� �� 
	��	+�T

AS(s) T

• AS(r^r) = X��%��� ���$ Y

• AS(�r�) = AS(r)

AS(r) T

• AS(b) = AB(b)

• AS(s) = X��%��� ����Y

• AS(r1 � r2) = ��
����
���(AS(r1)� AS(r2))

• AS(r1 � r2) = ����(AS(r1)� AS(r2))

• AS(c^r) = X��%��� 
� ���� �
��Y

AS(c^r) T

• AS(s) = X��%��� ����Y

• AS(c^r1 � c^r2) = ���	��(AS(c^r1)� AS(c^r2))

• AS(c^r1 � c^r2) = AS(��c,r1����c,r2������ � ��c,r1��������c,r2��)

• AS(c^r1 �� c^r2) = �
�������(AS(c^r1)� AS(c^r2))

• AS(c^r1 �)�$)� c^r2) = AS(�����c,r1����� �� �c,r2�)

AS(r^r) T

• AS(b���) =  ���
��������(AB(b))

• AS(b��i�) = AS(b��i�i�)

• AS(b��i�j�) = ��
��������(i� j� AB(b))

• AS(b��i�)�"�) = AS(b��i��b���)

• AS(s���) =  ���
��������(AS(s))

• AS(s��i�) = AS(s��i�i�)

• AS(s��i�j�) = ��
��������(i� j� AS(s))

• AS(s��i�)�"�) = AS(s��i��s���)

• AS(���) = AS(�
�����)



QL ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

• AS(��i�) = AS(�
����i�)

• AS(��i�j�) = AS(�
����i�j�)

• AS(��i�)�"�) = AS(�
����i�)�"�)

• AS(b�-�) = AS(b�b���)

• AS(s�-�) = AS(s�s���)

• AS(�-�) = AS(�
��� �
�����)

• AS(b��i�) = AS(b��i�i�)

• AS(b��i�j�) = AS(�∼b����b���i�j�� ∼b���)

• AS(b��i�)�"�) = AS(b��i�� ���)

• AS(b����) = AS(b���1�)

• AS(b���k�) = AS(b���k�k�)

• AS(b���k�l�) = AS(�∼b����b���k�l�)

• AS(b���k�)�"�) = AS(�b���k�� � ���0��������b�)

��� ���� AS(b) = AB(b) ���� ��� ���	���� 	�������	� 
	� "		����� ������ ��

!�	�	����	� P-#- ��� 	���� ����� 
��� ���	 �+	 ����	����� ������ ��	�� +��� ����� ��0

�	����� ������������	��� ��� ��	�� ���� ��� ����������� ����� ��+���� �����- ��	��

+��� ��+���� ����� �� �� ������ ��������� ���� ���� ���� ��� 
	�� AS() = AS()� ���

+��� �� ������� �� 5���	� P-M-P-

#� �� "��$�������� %�
���� &'������ (�������

��� 	������	��� ������� �2������	� 	�����	�� ��� 	��������	�� �	�� ��� D�����

�	���� 6D����� ����8� ��� ��� ���	 ���� �� �� �����- ��� "		���� �2������	� ���0

�	� �������� ��	���� �	������������� ���	���� ������ 
�	� � ����� ������ �+	

������� ����	�� �� ���� ���������	�� 	���	��� ��������	�� +��� ����� ���������

"		���� �2������	�� ��� �	�� ����- ��� :&� 	�������	� 
	� 	������	��� 	�����	��

���� +�� ��������� �� &����� #-P �� �� ������ ����� ���� �	�� ����� 	
 ���	����

��� �	�������������- 5��� ��� ���	���� 
	� �������	�� 6�������	� L-M8 ���	+ ���0

����� ������� ������ ��� �	 �	� ��� ε ��������	��� ��������� ���	������ 
	� ��� �����

	������	��� 	�����	�� ���� �� �����	���-

��� 	��������	� 	
 �+	 	��	���^5�F�� �� ����������� �� 
	��	+�-

AS(r1 � r2) = ��
����
���(AS(r1)� AS(r2))

���	����� P-# �������� ��� ���	����� ���� 
	� ��� 	��������	� 	
 �+	 ��������

���	����- *� 	��������	�� 
	� ��� ���� ����� �� ��� ��
�0���� ���	���	�� � 	�� 	




P-M- *�����������	� 	
 5� ����� QP

� &�:��*3:T ��
����
���6AL, AR8
! ����� ��+ ���	���	� A = (QL ∪QR, δL ∪ δR, IL, FR) SSQ, δ, I, F
" ��� ��� ����� fL ∈ FL ��
# ��� ��� ���� (sR, σR, dR) ∈ δR | sR ∈ IR ��
$ δ ← δ ∪ {(fL, σR, dR)}
% �� sR ∈ FR ���
& F ← F ∪ {fL}
' ����� A

�������� (3 4 ���	���� 	��������	� ���	�����-

� &�:��*3:T ���	��6A1, A28
! ����� ��+ ���	���	� A = (QL ∪QR, δL ∪ δR, IL ∪ IR, FL ∪ FR)

�������� (3"4 ���	���� �	�� ���	�����-

��� ����� ���� 	�������� 
�	� ��� ������� ������ �� ��� �����0���� ���	���	� �� �����

+������ ��� ��+ ����� 	�������� 
�	� ��� ����� ���� ����� �� ��� ��
� ���� 6����� M �	

P8- *� ���� ������� ��� ���� ��� ��
� ���� �� ������� ��� ����� ���� �� ���������- ���

���� ������ 	�����	�� �	 ��� �����0���� ���	���	�=� ���� ������ 6���� #8- 1��� ���

����� ���� ��� �� ������� ����� ���� �� ���	 � ���� ������ ���� ������ �� ��� ��
� ���� ���

,��� ���� �	 ���� ��� ��
� ���� �� ���	 ���� � �����
�� ���� 6����� N ��� O8-

��� ���/����	� 	
 �+	 	��	���^5�F�� �� ������� �	 ��� �	�� 	������	� 	


	������	��� ������� �2������	��� ��� �� ����������� �� 
	��	+�-

AS(c^r1 � c^r2) = ���	��(AS(c^r1)� AS(c^r2))

���	���� �	�� �� ������ ��������
	�+���� ����� ���� �������� ������� ������ ��� ���0

������ �� ��� ���	���	� �������	� 6�������	� L-M8- ��� ���	����� 
	� ���
	�����

���	���� �	�� �� ��������� �� ���	����� P-M- 1��� �������� ������� ������� ���	����

�	�� ��	���� �	 ����������� �	�� �������� ���	���� ���	 ��� ���� ������ ���	��0

�	�� ��� ���� �	�� ��� ���/	���� ��� ��� ��� 	
 ������� ��� ��� 	
 ��������	��� ��� ���

	
 ������� ������ ��� ��� ��� 	
 ���� ������ ��� ������ 6���� #8-

�+	 ����� �� !�	�	����	� P-M ��,� ��� 	
 D����� �	����T

AS(b���) =  ���
��������(AB(b))

AS(s���) =  ���
��������(AS(s))

��� D����� �	���� 6	� ���� ��������	�8 	
 � 5� ���� 	� "		���� �� ���
	���� �����

���  ���
��������68 ���	������ ��������� �� ���	����� P-L- ��� ���� ���� ���� �



QN ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

� &�:��*3:T  ���
��������6A8
! ����� ��������	� ������	� δ1 = ∅
" ��� ��� ���� (s, σ, d) ∈ δ | d ∈ F ��
# ��� ��� ����� i ∈ I ��
$ δ1 ← δ1 ∪ {(s, σ, i)}
% δ ← δ ∪ δ1

& F ← F ∪ I
' ����� A

�������� (3$4 ���	���	� D�����0�	���� ���	�����-

���� ����� �� ��������� ����� ��� ���� ����	�� +������ ��� ���������	� ������ 	
 ���

��+ ����� 	�����	�� �	 ��� ������� ������ 6����� M �	 P8- ����� ��� ���� � ���� �����

�� ��������� ��� ���	���	� �� ���	 ���	�������� �����������- *� ���� O� ��� �������

������ ��� ���� ���� ������� ��� ���� ��� ����� ���� �� ���
	���� �� �� ����� 
	�

D����� �	����- ��� ��������	� ������	� δ1 ���� �� ����� #� P ��� N ������� ���� ���

���	����� 	������� 	������ ��� �	�� �	� ����� � �	��������� ������� �		�-

��� ����� ���	������ 
	� ��� 	��������	�� �	�� ��� D����� �	���� 	�����	�� ���

������ �� ��� ��;� 6������ 	
 ������8 	
 ��� ����� ���	����- �� �������	� ���� �����

���	������ ��� �	� ��������� �	 ���	���� ���� ��� ��� �+	0����� ����	� �������� ����

�� ��� 	��������	� ���� �	 ����	� ���� 6Π �	� Σ8 ��� �<���� �� ����� ���	�������

��� ���� 	��� +��� �� ���� �� ��� 	���2� 	
 	������	��� ������� �2������	��-

�2������ 
	� ��� ����� 	������	��� 	�����	�� ��� ��	+� �� &����� P-#- ���

���	���� 
	� ��� ����� ��� ���� �� ����� 6�������	� #-Q8 ��� ���	 ����������� �	

��	+ ��� ����� +��� �	+ ���� +��� ������ �� &����� #-P 
	� 	������	��� :&��-

��� ���	���	� 
	� ������� ��� ����� �� ���� 	������ 	
 � ������ ����� +��� ��

�	�� �� ������� ����� ��� � ���� �����- ���� ���	���	� �� ��	���� +��� ��� �� ����

��0� �� ����- ��� ���	���	� 
	� ������� ��� ���� �� ���� 	������ �� � ������ �������

����� +��� �	 ���� ������� ��� �� � ����� ���	���	� �	����� �	 �������	� L-M- ����

���	���	� �� ��	���� +��� ��� �� ���� ���1�����2�� �� ����� 
	� �2�����-

#� �� )����

*� !�	�	����	� P-M� ��� 
���	� 	
 �+	 5�F�� +�� ����������� �� 
	��	+�-

AS(r1 � r2) = ����(AS(r1)� AS(r2))

�� 	������� �� 5���	� #-L� 5�F� 
���	� 	�����	��� �	 �� 	��������� 	������0

��	�- ��� ���	����� 
	� ���
	����� ��� 
���	� 	
 �+	 ���	���� �� ��������� �� ��0
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 5� ����� QO

a) terminal symbol

e) choice  A|B

f) concatenation  A;B

d) Kleene closure A[*]

b) empty

c) null

a
1 2

1

1

a
1 2 3

b
*     = a

2 3
b

ba

a
1 2 3

b c
1 2 3

d; =

a
1 2 3

b c
4 5 6

d

c c

a
1 2 3

b c
1 2 3

d| =

a
1 2 3

b

c
4 5 6

d

1

������ (3 4 ���	���� �2������ 
	� 	������	��� F� 	�����	��- *�
��� �2������� a� b� c ��� d ��� "		������ ���	���	� A ������ ���
�� ���� �a�b��0�1�� ��� ���	���	� B ������ ��� �� ���� �c�d�- *�
��� 	��������	� �2������ ��� ����� �� �����0���� �� ������ ������
������;���	�-



Q% ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

� &�:��*3:T ����6AL, AR8
! ����� ��+ ���	���	� A = (QL ∪QR, δL ∪ δR, IL, FR) SSQ, δ, I, F
" ��� ��� ���� (sL, σL, dL) ∈ δL | dL ∈ FL ��
# ��� ��� ���� (sR, σR, dR) ∈ δR | sR ∈ IR ��
$ σ ← ����� 	� ������� ����	� �� Σ 
	� σL ∧ σR

% �� �3� ������ /∈ σ=� ������� ����	�� ���
& δ ← δ ∪ {(sL, σ, dR)}
' ����� A

�������� (3(4 ���	���� 
���	� ���	�����-

�	����� P-P- ��� ���	����� ������ �� ��	��	������ �	�� �������� ���	���� ���	 �

��+ ���	���	� ��� ���� ���� ��� ���/	��� 6���� #8- &�	� ������ ���������	� ����� ���

������ 
�	� ����� ���� ��� ���� ������ �� ��� ��
�0���� ���	���	� ��� ����� ���� �����

��� ������� ������ �� ��� �����0���� ���	���	�- ��� ���������	� 	
 ����	�� �� ���� P

������� 
�	� ��� �	������ ���� �� ��	��� �� ��� ���� ����	� ������� ��� �� �����

	�����	�� +���� "		���� 	�/����	�� ������
� �	 "����- *� ��� ���� �	 ���� ��

������� ������ �� ���� O 6�	� ��	+� �� ��� ���	�����8- ��� �2������ ����	� ������

	� ��������� �� ���� P �	�� �	� �<�� ��� ��� 	
 ������� ����	�� Π- ��� 	�����	� ��

���� N ��� �	 �<�� ��� �� ��+��� ���� �� 5�F�� ������ ��� ��� 	
 �2����	� 6�3�8

������ ������� 	��� �� ��� ��	����� �����- ���� ���� �� �� ����� �	 ������ ��� ��	���

������	� 	
 ������ ���	�� ��	������� ���� ���	 ��,� ��� 	
 ��� 
���	� ���	������ ���

�� �2������� �� 5���	� P-L-K-

�� ����������	� 	
 5�F� 
���	� �� ��	+� �� &����� P-M 
	� ��� 5�F� �a�b������c�d�-

5�F� 
���	� ��	���� �� ���	���	� ���� ��� O(m + n) ������� +���� m ��� n ���

��� ��;�� 	
 ��� ����� ���	����- "����� ����� 5�F�� 	� ������ ���� �	 �	� ������

�� � ����� ���� ������ �� ��� ��
�0���� ���	���	� ��� �	� ���� ������ �� ��� ���������

���	���	�- 5��������� ��� ������� ������ �� ��� �����0���� ���	���	� ��� �	� �������

������ �� ��� ��������� ���	���	� 6���� #8- ����� �
 �� ������� ����� �� ��� ����� ����

�� � ���� ������ �� +��� �	� ������ �� �� ������� ����- ��� ������ 	
 ����� ���� ���

����� �� �� ���������� �� �2������� ��� �+	 ��� �		�� �� ��� ���	�����-

#� � *��
��+!������
 ,����������

��� ������0������� ���������	� 	
 �+	 	��	���^5�F�� +�� ����������� �� 
	�0

�	+� �� !�	�	����	� P-M-

AS(c^r1 �� c^r2) = �
�������(AS(c^r1)� AS(c^r2))
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1

b

2a : 1 2c 3d
=

1

b

2a

a  c b  c
3 4c 5d

������ (3"4 5�F� 
���	� �2����� 
	� �a�b������c�d�- ��� ����� ��
�����0���� �� ������ ������ ������;���	�-

&& =1

a

2b

a  c 1,2 1,3

b  d
b  c 2,32,2

a  d

1,1

1 2c 3d

������ (3$4 5� ���� ���������	� �2����� 
	� �a����b����c�d�-
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������ ���	���� ���������	� XK$KY� +��� � ����� �	 �������� � ������ ���	���

	
 �	�� ���������� �� ��	�������� +��� ��� ����	�� �������� ��� �� �	� �� ����

������� �� ��� ���������	� ���	�����- *
 ��� �������	��� ���������	� ��	����� ��

������� �	 �+	 ���	���� ���� ���� �	 ����	� �� 	��	� 6�-�- �	 ����������� � ���

����	��8� �� ����� ���	���	� �������- ���� ���	���	� �� 	���	���� �	� ����� ���

���������	� 	
 �+	 5�F�� +��� ��� ���/	��� ���� 	
 �2������ ����	��-

�	 ��������� ��� ���������	� ���	����� 	������� ��� 	�����	� 	� �������

� ������ 	
 ����	�� ���� �� ����2�� ��� ��� 	�/����	� 	
 ����	�� ���� �� 	�0

������� �� ��� ���	�����- �	 	������ ��� �������� ����� 	
 ������ ��� ��	��� ��0

�	���	� �� 	�������� �� ��� � +�� �� �	 ���
	�� "		���� ���������	� ���+���

����� 	
 ������ +���� ��� ���� �� � ���� �� 
�	� � �������� ���	���	�- �� ��	+� ��

��� ���������	� ���	����� �� ���	����� P-N� � ����� �� ��� ���������	� ���	���	� ��

������� �� �� 	������ ���� (u, v)� +���� u ��� v 	�����	�� �	 ������ 
�	� ��� ����

��� ��	�� �������� ���	���� �����������-

��� ����� �����
� ��� 6���� %8 �� ��� ,�� 	��	���� �� ��� ���	������ ��� ��

��������;�� �	 ��� ���� 	
 ������� ������ 6���� N8 	
 �	�� �������� ���	����- ��� �+	

����� ���	���� ��� +��,�� ���������;�� �� ����� # ��� M[ � ����0�<�� 	
 ���� �� ����



K$$ ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

� &�:��*3:T �
�������6A1, A28
! A1 ← ����������	
	��6A18[
" A2 ← ����������	
	��6A28[
# SS���� |I1|=|I2|=K[ �-�- I1 = {i1}� I2 = {i2}
$ SS� ����� �� �� 	������ ���� (u, v) | u ∈ Q1� v ∈ Q2

% ����� ��+ ����� q ������� +��� (i1, i2)
& ����� ��+ ���	���	� A = ({q}, ∅, {q}, ∅) SSQ, δ, I, F
' ��� q �	 �� ��������� ����� ��� C SSC �� V�	0	������W
( 1���� C �= ∅ ��

�) ������ � ����� r 6+��� ��� ����� (u, v)8� 
�	� C
�� �� u ∈ F1 ��� v ∈ F2 ���
�! F ← F ∪ {r}
�" ��� ��� ���� (s1, σ1, d1) ∈ δ1 | s1 = u ��
�# ��� ��� ���� (s2, σ2, d2) ∈ δ2 | s2 = v ��
�$ ��� ����� t ∈ Q +��� ����� (d1, d2)
�% �� �t ���
�& ����� ��+ ����� t ∈ Q ������� +��� (d1, d2)
�' C ← C ∪ {t}
�( σ ← ����� 	� ������� ����	� �� Σ 
	� σ1 ∧ σ2

!) δ ← δ ∪ {(r, σ, t)}
!� ����� A

�������� (3'4 ���	���� ���������	� ���	�����-

��� ��������� ���	���	� ��� � ������ ������� �����- ��� ���	���� ��� ���� +��,��

������������ �	 ���� +��� 	��������� � ����	� 
�	� �� ���� �� ��� ���	���	�� σ1

��� σ2 
	� �������� ����� �� 	�� ��� 	��� 	�� ���������	� ����� �� ��� ���	���	��

��� ���� � ����� ���� (d1, d2) ���������� � ��+ ����� �� ��� ���������	� ���	���	�-

��� �+	 ��� �		�� �� ����� KM ��� KL �������� �+	 ������� ��� ��� 1���� �		� �	������

+��� ��� ��� C ����� ��� ������ ���������	� ���	���	�- � ��+ ����� (u, v) �� � ����

����� �
 ��� 	��� �
 ������ u ��� v ��� ���� ������ �� ����� ��������� ���	����- ���

����	� ������ 	� ��������� �� ���� KQ �<��� 	��� ��� ��� 	
 �2������ ����	�� Σ-

��� ���	����� ������ ��+ ������ ��� ����� 	��� 
	� ��� �������� ������ 	
 ���

��������� ���	���	�- ��� ����	� ���������	� �� ���� KQ ���	 ������� 
�	� ��� �	0

������ ��	��� �� ��� ���� ����	� ������� ��� �� ����� 	�����	�� +���� "		����

	�/����	�� ������
� �	 "����- *� ��� ���� �	 ���� �� ������� ��� ��� ��	, 	


���������� �� ����� KP �	 #$ �� �	� �2����� 6�	� ��	+� �� ��� ���	�����8-

�� �2����� �������� ���������	� �� ��	+� �� &����� P-L 
	� �a����b����c�d�-

5� ���� ���������	� ��	���� �� ���	���	� ���� ��� �� ��� +	��� ��� O(mn) �������

+���� m ��� n ��� ��� ������ 	
 ������ �� ��� ����� ���	����- ��� ���	����� ��

��	��� �	 ��������� ������ 	��� � ����� ������ 	
 ������ �� �� ����� �	 ���



P-M- *�����������	� 	
 5� ����� K$K

� &�:��*3:T ��
��������6low� high� A8
! �� high = 0 ��� SShigh ≥ low �� �������
" ����� ��+ ���	���	� A1 = ({q1}, ∅, {q1}, {q1}) SSQ1, δ1, I1, F1

# ����
$ ����� ��+ ���	���	� A1 = A
% ��� i← # � high ��
& A1 ← ��
����
���6A1� A8
' �� i ≤ (high− low + 1) ���
( I1 ← I1 ∪ {s | s ∈ Q1� s +�� �� I 6�� A8 ��
	�� ��� 	��������	�d

�) �� low = 0 ���
�� F1 ← F1 ∪ I1

�! ����� A1

�������� (3%4 ���	���� ����� ��������	� ���	�����-

	�������	� ���-

#� �� %��������� ���� � %��
�

5� ���� ��� "		���� ��������	� +��� � ����� �� �� ����� �	 ��������� ��� �+	 ���

����� 
�	� !�	�	����	� P-MT

AS(b��i�j�) = ��
��������(i� j� AB(b))

AS(s��i�j�) = ��
��������(i� j� AS(s))

��� !5) ��������	� �������� ���� �� ���� ��������	� +��� � ����� �� �� ������

����� �� ���� ���/����	� �� 
	��	+�T

s��i�j�
def
= s��i� � . . . � s��j� 6P-#8

��� ��	�� � ����	� 	��� �� ���� �	 
	�� � ��+���� ���� �� ��� ��2� ����	�[ �	+�����
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 ���	����- 1������ 
	� � "		���� 	� � �� ����� ��� �����
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 �� ���	���	� �� ���
	���� ����� ��� ���	����� �� ���	����� P-O-

��� ���	����� ������� ���� ��� ����� �	��� 
	� ��� ��������	� �� ������� 	� � ���

�	 ��� �	+�� �	���- ��� ������ ��� high = 0 �� ������� ���������� �� ���� M� ���

��	���� ��� ����� ���	���	� ���� +�� ��	+� �� &����� P-# �8- 1��� high > 0�

��� �������� ���	���	� �� ��������� 
	���� �� � 	�� 	
 ��� �������� ���	���	�
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6���� P8- )���� N ��� O 	�������� ������	��� 	���� 	
 ��� �������� ���	���	�

high− 1 ����� 6���� NT ��� �		� 
�	� # �	 high8- 1��� high < 2� ���� ��	, 	
 �����

��� �	 �<�� ���� �	 	��������	�� ��� ������- :	������� 	��������	� �	�� �	�

������ ��� ������� ������ 	
 ��� �����0���� ���	���	� �� ��� ��� 	
 ������� ������ 	
 ���

��������� ���	���	�- )���� % ��� Q 	������� ���� ��� ��� ��� �������� �� +���

��� ��������	� ����� �� �����������- ��� ���� high− low + 1 	��������	��= �������

������ +��� ������ �� ������� ������ 
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��� ���� ������ 	
 ��� ��
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5��� ��� ��	���� 	
 ��� �+	 5�F�� �� �	� �� ,�	+� � ��
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	� �

����� "		����� ��������� �� � 5� ���� 
	� �2�����-

��� ���	���	� ������������	� 	
 ��	������� �� ��������� ���	+ �� !�	�	����	� P-L�

�� � 
	�� ���� ��������� ��� �������	� 	
 ��	������� 6�������	� #-K$8 �� �	�� ��

�	������� �	 ���� ��� ���, ���+��� �����2 ��� ������������	� �� �� ������ 	�������-

8��)������ (3$4 *
 i ��� j ��������� �	��������� �������� +��� j ≥ i� k ��� l

��������� �	������ �������� +��� l ≥ k� b �� � "		����� s �� � 5� ����� f^p �� �

&)^!�	������ p �� � ��	������ ���� ��� ���	���	� ������������	� 	
 ������
���

���	��� AP (p)� �� ���
	���� �� 
	��	+�T

AP (p) T

• AP ("�
��� ident )� �������� p) = ���	��(AP ((p)ident←����)� AP ((p)ident←�����))

• AP ("�
��� ident )� �iTj�� p) = ��������
��(i� j� ident� p)

• AP (f^p) = X��%��� 
� ���� �
��Y

AP (f^p) T

• AP (b) = �	�����	�(AB(b))

• AP (f,p�) = AP (f^p)

• AP (s 	) = �	�����	�����
�(AS(s))

• AP (s) = �	�����	�(AS(s))

• AP (f^p ���
� b) = !""#	�����(AP (f^p)� H(∼b))

• AP (	 b) = �	�����	�(AB(∼b))

• AP (f^p1 �� f^p2) = ���	��(AP (f^p1)� AP (f^p2))

• AP (b �� f^p) = AP (�∼b� ��� f,p)

• AP (b �� f^p) = AP (�b� ��� f,p)

• AP (b1 !�� b2) = �	�����	�(AB(b1 !�� b2))

• AP (������ f^p) = AP (��-�� ��� f,p)

• AP (����
 s) = AP (��-� � s� ��� "����)

• AP (���� f^p) = AP (�����1�f,p�)

• AP (����	 f^p) = AP (����	�1�f,p�)

• AP (����������	 s) = AP (��-� � s�	)

• AP (f^p ���)�	 b) = AP (f,p ���)� b� �� �b�����	�)

• AP (f^p ���)� b) = AP (�∼b��-�� ��� f,p)

• AP (f^p ���)�	, b) = AP (f,p ���)�, b� �� �b�����	�)

• AP (f^p ���)�, b) = AP (� �∼b��-�� � �b����� � ��� f,p)



P-L- *�����������	� 	
 !�	������� K$Q

• AP (b1 ��"�
�	 b2) = AP (�∼b1�∼b2���� � b1�∼b2��	)

• AP (b1 ��"�
� b2) = AP (�∼b1�∼b2���� � b1�∼b2��)

• AP (b1 ��"�
�	, b2) = AP (�∼b1�∼b2���� � b1�	)

• AP (b1 ��"�
�, b2) = AP (�∼b1�∼b2���� � b1�)

• AP (�����i�f,p�) = AP (����,������
����i + 1�f,p�)

• AP (����	�i�f,p�) = AP (����,�����	�
����i + 1�f,p�)

• AP (����,��i�j�f,p�) = AP (����,�����,��
����i + 1 � j + 1�f,p�)

• AP (����,�	�i�j�f,p�) = AP (����,�����,�	�
����i + 1 � j + 1�f,p�)

• AP (����,��i�j�b�) = AP (����,�����,��
����i + 1 � j + 1�b�)

• AP (����,�	�i�j�b�) = AP (����,�����,�	�
����i + 1 � j + 1�b�)

• AP (����,�����	b�f,p�) = AP (����,�����	b��1�f,p�)

• AP (����,�����b�f,p�) = AP (����,�����b��1�f,p�)

• AP (����,�����	b��k�f,p�) = AP (����,�����,�	b��k�k�f,p�)

• AP (����,�����b��k�f,p�) = AP (����,�����,�b��k�k�f,p�)

• AP (����,�����,�	b��k�l�f,p�) =

AP (����,�����,�b��k�l�f,p� �� �b���l��	)

• AP (����,�����,�b��k�l�f,p�) = AP (�b���k�l�� ��� f,p)

• AP (����,�����,�	b1��k�l�b2�) = AP (�b1���k�l� � b2�	)

• AP (����,�����,�b1��k�l�b2�) = AP (�b1���k�l� � b2�)

• AP (s ��� f^p) = ����(AS(s)� AP (f^p))

• AP (s ��� f^p) = AP (�s � �
��� ��� f,p)

��� 
	��	+��� �2����� �	������� ��� ���	����� 	
 ��� ���������� ����	�� �� ���

���	���� 	�������	� 
	�������-

AP (s1 ��� s2)

*� ��� �2������	� ��	��� s1 ��� s2 ��� �� �����[ �	+����� s2 �� ���� ������� ��

� ��	����� +������ s1 �� ��� ��������� 	
 � ��42 ��������	� 6+��� ���� �� �

�� ���� ��	���8- �
��� 	�� ���� 	
 ��	������ ����� ��� ������� ��	��� ��� ��	�����

������ �	T

����(AS(s1)� AP (s2))

(��� �� �� �������� ���� s1 ��� s2 ��� �	� ����������� �� ��� ���� ������ 6�����0

������8- �	�������� 	�� ���� 
������T

����(AS(s1)� �	�����	�(AS(s2)))



KK$ ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

:	+ �	�� �� ����� �� �� 	�������� ����� ��� ��	������ �� ��� �����	�� ����	�-

���� ��	������� ��� ����������� �� ������ ������� �2�������� ���� �� �� ����

�2������	��� 	� �� ����� ��� ���	������ �����	��� 
	� �� �����- *� �������� ���

������������	� 	
 ��	������� 
���� �� �+	 ����	����T ���� ���� 	� ��+���� �����- *�

��� 
	��	+��� �������	��� ��� ��	����� +��� �� �2������� ����������� 
	��	+��� ���

���������-

#���� -�� "�� ��� .��������

*� ���� �������	�� ��	������� ���� �� ���� �������� ���	������ ��� �������- 5	��

��	������� ��,� ����� ��� 	
 �� ���� ���	������ ��� �� �	� �� �2������� �� ��+����

������ �����
	�� ����� ��	������� ��� ���	 ������� ����-

AP ("�
��� ident )� �������� p) = ���	��(AP ((p)ident←����)� AP ((p)ident←�����))

��� "�
��� ��	����� ��������	� 	��� � ������� �� ����������� �� ���/	����� ��� ��0

�	���� 
	� �+	 �����	�� 	
 ��� ��	������ 	�� +���� ��� ��������� �� ����������� +���

�
�� ��� ��� 	���� +��� "����- ��� 
	��	+��� ��+���� �� �	� � ����������� ����� �����

����	��� �� ������� �	����T

"�
��� ident )� �������� p � (p)ident←���� �� (p)ident←�����

F�+���� ����� ���� ������ �	 ��� 
	���� �������	�� 	
 ��� ��������� ��� �� ��� ���

��	��� ��� &)^!�	����� 	�/����	� 	�����	� �� �� �	� �� ���� ������ "�
���

	������� 	� ��� ���� V!�	�����W-

�� +��� �� �2������� 
������� ��	����� 	�/����	� �� ������� ����������� ��0

��� ���	���� ���/����	�- 5��� �+	 
������ ������� ���	���� ������������ ���0

��	������� ���� �	�� �	��� �	�� ���	���� ���� �� ��������� �	 ��� ��� �	������


������- ���� �2������ +�� ��� ���	��68 ���	����� +�� ���	,�� �� ��� ���� ���� ��

���� �������	� 6"�
���8� +���� ����������� ��� "�
��� ��	����� 	�����	� ������� ���� ���

��������	� ���� �	�� 6�-�- ���� ����� ��,����
� ���� �	��8-

AP ("�
��� ident )� �iTj�� p) = ��������
��(i� j� ident� p)

*����������� ��� "�
��� 	�����	� 	��� � ����� 	
 �������� �� ���
	���� ����� ���

��������
��68 ���	����� ��������� �� ���	����� P-%- ��� ���	����� �	���� �����0

���� ��� ������������	� 	
 ��� "		���� �����	� 	
 "�
���� �2��� ���� �������� �	��



P-L- *�����������	� 	
 !�	������� KKK

� &�:��*3:T ��������
��6low� high� ident� p8
! ����� ��+ ���	���	� A = AP ( (p)ident←low )
" ��� i← low + 1 � high ��
# A ← ���	��(A� AP ( (p)ident←i ))
$ ����� A

�������� (3*4 &	���� ���	����� 
	� ��	����� p ���� ���� ���������
ident[ i ��� j ��� �	��������� ��������-

	������	�� ��� �� ����� �	 ������ ��� ����� 	
 ������ �� �����- ���� �� ���
	���� ��

��� ��� �		� �� ���� M- ��� �		� ������ �� low + 1 ������ � �	�� 	������	� �� �	�

�� ����� 
	� ��� ���� ������� 	�����	����� �	 ��� ��� ident← low 6���� #8-

AP (f,p�) = AP (f^p)

!���������� ��� ���� 	��� 
	� ��	����� ��� �� �� ��	���� �� ��	+� �� ��� �����0

�������	� ��	��-

AP (	 b) = �	�����	�(AB(∼b))

AP (b1 !�� b2) = �	�����	�(AB(b1 !�� b2))

������� ��	������� ��� �� ������	� ��� � �������� ��� ��������� �	 ��� "		���� �����

�� ��� ������ ������- ��� ������	� ��� � �������� 	
 ��	�������� �� ���	+�� �� 
���

!5)� ����� ��	������� ���� ��� �	� �������� 
	� �	�	�	������ �������� ����- ���

�	�����	�68 ���	����� �� ���� +��� "		����� ��� �� ����� ��� ���� �� ��� ��	�����

������ �� �2������� ��2�-

AP (b) = �	�����	�(AB(b))

AP (s) = �	�����	�(AS(s)) 6P-KK8

1��� "		����� ��� �� ����� ��� ���� �� ��	������� 6��	��8� ����� �	�0	������

���� �� �������- ��� ���	���� ����� �� ��� ���	������ 
�	� ��� �����	�� ������

���
	�� �������� ��� ���, 	
 "		���� ��� �� ���� �������- 1��� ���� �� ��	���0

���� �	+����� � "		���� 	� �� ����=� �	�0
��������� �������� �� ���	�- *� ������

��������	� ���� �� �� ����������� �� ��� ������� 	
 ��� ���� 
������- �����
	���

� �������� ��	����� �� �� ����� �	 �����
	�� ��� ������� ���	���	� ���	 � ����0


������ ������� ���	���	�-

��� 
������ ���	����� ���������� � 
	�� 	
 ������	�[ �	+���� ���� �	�� �	� 	�0

����	�� �	 ������� ���	���� ������	� ������ 
	� ���0���� �	���	����� �� �� �	��



KK# ������� P- ���	���� *�����������	� 	
 �������	��

������� �	 ���	�� 	��� ��� ���� 
������ 
	� � ����� �������	�- ��� 
	��	+��� �2�����

��	+� +�� ������	� �� �	� ����	������ �� ������ ��������	�-

+���)�� (3�4 �	������ ��� 
	��	+��� �������	� ���� ������ ���� +������� a �� �����

b ���� �� ���� �� ��� ��2� �+	 ����T

����
� ������ �a� ��� �b��2���

��� �� ���� �b��2�� �� �	����� �� ��� ���	���	�

A1 b AS(�b��2��)

��� �������� ��� ��������

L(A1) = { �b�b� }
"����� ��� �� ���� �� ���� �� � ��	������ ��� �	�0	������ ���� �� �������

������ �� �� �2����� �	 �	��- ��� �������� ������� �� ���� ��	����� �� �	����� ��

��� ���	���	�

A2 = �	�����	�(A1) = AP (�b��2��)

+�	�� �������� ��	��� ����������� 	�����	�� �	

L(A2) = { �∼b�, �b�∼b� }

�� +��� �� ��	+� 
������� ��� �	�����	�68 ���	����� �����
	��� �� ���	���	� �	

���� ��� ���� �	�0	������ �������- *� ���� �2������ ��� ���� 
������ 	��� +���

b �� 
���� �� ��� ���� ��� 	
 ��� ����� ����� 	� +��� b �� ���� ���� 
	��	+�� �� ���

��2� ��� �� � 
���� b- ���� ���������� ��� 	������ ���	� ���	����� ������	� �������


	� ���0���� ��������� ����� ��� �������	�- ��� �	��� 	
 ��� �2����� �� �	 ��	+ ����

������	� �� �	� ����	������ 
	� ���� ���� 	
 
������ �����
	�����	�- "��	+ �� ��� �����

�������� ���� +	��� �� ������ �
 ������	� +�� ���� 6��� ������68 ���	����� +��

�������� �� 5���	� L-#-L8T

A3 = ������(A1)

L(A3) = L(A1) = { ���0��, �b�, �∼b�, �b�∼b�, �∼b�b�, �∼b�∼b�, �b�b�b�, - - - }

��� ��	���� �� ���� L(A3) ���������� ��� ������ ������ �b�b�� ��� ���� ���	��� �

������ 	
 
���� 
�������� ������� 
�	� � 
������ �� ��� ���� ��� 	
 � �����
�� �����

��� ������� 
������� �
��� ����� ���� 	� �	��- &	� ����� ����	�� ��� ���� 	�������



P-L- *�����������	� 	
 !�	������� KKM

� &�:��*3:T �	�����	�6A8 SSQ, δ, I, F
! �� I ∩ F �= ∅ ���
" ����� ��+ ���	���	� A1 = ({q1}, ∅, {q1}, ∅)
# ����
$ A1 ← ����
�������	
	��6A8
% ��� � ��+ ����� qf �	 Q1 SSqf ���� �� ��� 
��� �����
& ��� ��� ����� qi ∈ Q1 − {qf} ��
' ����� ��� 	
 ������� ����	�� P = ∅
( ��� ��� ���� (s, σ, d) ∈ δ1 | s = qi ��

�) ��� σ=� ������� ����	�6�8 �	 P
�� �� P �= ∅ ���
�! ��� ��� ���������� ω 	
 ������� ����	�� �� P ��
�" �� � (s, σ, d) ∈ δ1 | s = qi� (σ)ω = �
�� ���
�# σ ← ����� 	� ������� ����	� �� Σ 
	� ω
�$ δ1 ← δ1 ∪ {(qi, σ, qf)}
�% ����
�& σ ← ����� 	� ������� ������� ����	� �� Σ 
	� �
��
�' δ1 ← δ1 ∪ {(qi, σ, qf)}
�( ������ ��� ����� (sj , σj, dj) ∈ δ1 
	� +��� dj ∈ F1

!) F1 ← {qf}
!� ����� A1 SS|F1| ≤ 1� �� �� ����� 
	� �	�����	�����
�68

�������� (3-4 &������ ������� ���	�����-


������ ���������� ��� �	�� ����	������ ��
	�����	� ���� ��	��� �� ���	���� �� ���

���	����- *� ���� �2����� L(A2) ⊂ L(A3)-

��� �����
	�����	� ���	����� ���� �	 ��	��� � 
������ ������� ���	���	� 
�	�

� �	���� 	������0������� ���	���	� �� ��	+� �� ���	����� P-Q- ��� ���	�����

���� ������ �� ��,��� 
	� ��� ����� ����- *
 ��� �������� ���	���	� �����

��� ����� ���� 6�-�- �
 �� ������� ����� �� ���	 � ���� �����8� ���� ��� ���	���	�

�� ����� 
���� ���� ��� 
������ ���	���	� ���� �� �������� 	�����	��� �	 ��� ����

���	���	� 6���� M8-

1��� ��� ����� ���	���	� �	�� �	� ����� ��� ����� ����� ��� �������� ��0

�	���	� �� ���������;�� 6���� P8 ��� � ������ 
������ ����� �� ����� 6���� N8- *� ���

���	���� ���� �� ���� +	�,� ��� ���� ������������ �	�� �	� ����� 	����������� ����

�� ���� �	�� �	� ���� �	 �2��� 
	� ��� ����	� �� ��� �����- �	 �� ���� �	 �����

	��� ��� ���� 
������� ��� ��������� ���	���	� ��� �	 ���� 	��� 	�� ����� ����� 
	�

� ����� �������	�- *� 	���� 
	� ��� ���	���	� �	 �� �� 	��� 	�� ������ �� ���� ��
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