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��# ��	 ���������� �� �	#�
����� ���#�� �� ��	

��
������ (� �� �	
��	� �� ��	 ��#��
 �� ����	 ������ ��	 
��	� ��	 
	�	
 �� ����	� ��	


��	� ��	 �	������������ 	����� ��� ��	�	���	 ��	 
��	� λ�

2�3	�	�� �	����� ���	 		� ������	� �� 	������	 λ� ��	 �	���� ��	� ���

���� ����� �� ��

	� ��	 4"����	 �	����� ��� ��� %��� ������	� � ,���	� ���

��

	�#�	� . 50� ��	 �������
	 �� ���� �	���� �� �� ��
��
��	 ��	 ���	��	 ��
����� ���
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�������� �	
��� � λ� ��� �	� ���� ��������� � ��� �	�� ����� ‖M − GJ‖2F 	� 	

������� � ‖J‖2F �� �������� �	
��� � λ� ��� ������ ��� ���� 	� ��	��
� � ����

�������� ��� ����	
 λ �� ���� ��
����� 	� ��� ���� ���� ��� ������� ����	���� 

	� ���� �� ������ ��� !" ��� ����� 
����� #����� ���� ����
	"��� ��� �	
��� �

��� ������	
 ��� $‖M − GJ‖2F % 	�� ��� ����
	��&	��� ���� $‖J‖2F % �� ��������

�	
��� � λ �� �	� ��� 	 ���&��	
 
��� 	�� ������	
 
���� ��� ���&��	
 �	��

$����������� � ���� �	
��� � λ% ���� ��������� �
����� �
" ����	���

!" ����
	��&	��� ������ �� ��� ���� �	�� ��� ������	
 
��� �	��� ���� λ ��

� ��	

 ��� �
����� ����	��� !" ������!	��� ������ ��� ��'���� ����"

	������ ��� !��� �
���� 
��� �� ��� ����� � ��� �� 
���� 	������� 	 ��	���

!������ ��� ����
	��&	��� 	�� ������!	��� ������ ��� ����� � ��� ����� ��

���� !" ��
������ ��� ���� ���� ��� ������� ����	�����

(� �	� �����	
�&� ��� ������� ��� !" ��	����� ��� �������" �	���� ��

)*�	��� ��+ !" 	 �"������� �	���� K,

Ĵ = argmin
J

(‖M −GJ‖2F + λ‖KJ‖2F
)

$��-%

#� ��	� �	�� )*�	��� ��. !�����,

Ĵ = (GTG+ λΣJ)
−1GTM $��/%

����� ΣJ = (KTK)−1 	 �	���� ��
	��� � ��� ��	��	��� �	���� � ��� �����	����

��� 	��������� ��� � ��� �
���� � "�� ����� 
�	
�&	��� ������ � ���

�	���� � K,

�0



������ ��	 � 
����� �� ������������ ���������� ��� ���� �� ��������� �� �
������� ������ ����� ���� ����

�  � K = I! �� ��� ��� ������� ���� ������! �� ����� ���� ��� ����������

�� ��� �����" ��� ���������� �� ����������� ��� ������#���� ����������� ��

��� ����

�  � K = W ! $��� W #���� � �������� �����"! ��� ������ �� ������ ���	
���

������� �����  � �� #���� �� ��� ���� ���� ��� ��� ���������� �� ���

������#��� ��������� �� ��� �����  �����! �����%���� ������� ��� � ������

�&��� �� ��� ���� ���� ���� �������� ���������! ����� � ������� ����

������ ������'�� ���� ������� ��� �����%���� ����� W �� ���� ���� ��

�(



���� ���� ���	 
��	� ��������� �� 	�� ��� �������� �������	 �� W �	

wi = ‖Gi‖γ� ���� γ = 1 �� 2� ����� Gi �	 ��� i�� ������ �� ��� ���� ������

G� ��� ��������� �� ���� �� ��� ������	 �� ��� ���� ������ �	 ���������

�������
������� 
� ��� W ������� ���� ���� ��� ��� ���������	 ���� ���

	��� ������ �� ��� �����

� �� K �	 � 	������ ��������� ������� ��� 	������� �	 ��� ��� ���� ��� �����	�

	������ 	�������		� ��� ����������� �	 	������ �� ��� ������ ������

�� !�"� ��������� 
� #�	����$%��&�� �� ��� '(()�

����� ������	
�� �
	� 	�� ����
�� ��������� �������	
��

*����� ��� +���	��� ��������,� ����� !&������ -�. �� ���	���� ���� E ��� J

��� ��		��� ��	���
�����	 ���� ���� ���� ��� �� �������� �� σ2
EIn ��� σ2

J(K
TK)−1

��	���������� ��� �����	� ���
��� ��� 
� ������ �	 ��� ����������� ���
�
����� �� J

����� ��� ���� M � "�������� �� +���	/ ���0

p(J |M) =
p(M |J)p(J)

p(M)
1-�23

����� p(M |J) �	 ��� ���� ��,�������� ��� p(J) �	 ��� ����� ��	���
����� �����	������

��� ����������� 
������ 
� J �

*����� ���	 +���	��� ��������,� � 	������� �� ���	 �����	� ���
��� ��� 
�

����� 
� �	��� ��� %������ � #�	������� �	������ �� J � ����� �	 �&�������� ��

������4��� ��� ���$��	������ ���
�
�����0

ĴMAP = argmax
J

p(J |M) = argmax
J

p(M |J)p(J) = argmax
J

(ln p(M |J) + ln p(J))

1-�53

67



����� ��� ��	�
������ � E ��� J � ��� ������� �����	�

ĴMAP = argmin
J

[‖M −GJ‖2 + λ‖KJ‖2] ������

���
� λ =
σ2
E

σ2
J
�

������ ��� 	����� �	 ���� ����� ���

ĴMAP =
(
GTG+ λ(KTK)−1

)−1
GTM ������

����� �	 ���������� �  ������ ��!

����� �����	 
���
������ ������ ��	 ��� ����	����

��� �������
	

"�� # # �$$
��� ��	���
	 J �	 � 
����%���� � � �������
���� 
����

��
����� ���� � $
�������� ��	�
������ dp(j) = Prob(J = j)� &�����
�%���� �	

���
����� �� �
����� ��� 	����� �� ��� �
� � dp(j) = f(j)dμ(j) ���
� ���


���
���� ��	�
������ dμ ����	 ��� � $
�
� ���
����� ��� f �	 � μ'���	��� � ��

���� 	��� ���� dp ��� �($���� ��� ���� � ���
����

M =

∫
jGf(j)dμ(j) ����)�

*���
� �+) ����	�
���	 ��� $
����$�� � ��� # #� ,�� �	 ��-�� Cm �	 ��� 	��

� ��� ��	�
������	 	�����  ������ ���) ��� μ �	 ��� 
���
���� ��	�
������� "��

# # 	����� �	 ��� 	����� p̃ ����� ������%�	 ��� ��'���
$� � dp� Sμ(p)�

����� �	 ������ ��	� ���� ��� $$	��� � ��� .������/',�����
 ����
����� �������

p ��� μ� ,�� �	 ��-�� �	 p∗ ��� 0�
�� 	�����1 ��� �����	 � Cm� 2�� ��� 	��

3�



������ ��	 � 
��������� �� ��� � Cm �� �� �� �� �� ��������� p̃ �� �� ���
�������� ����� �� �� �������� ������ � �� ����� μ� ����� ��� !	"�

�� �� ����#���� �� �� �������� ���� �� ������� $����� p̃ ��� p∗� �������

�� �� ������� �� �� ����#���� �� �� ��������� dμ� 
 �� ��� #��� � ����� �

��%�� �� ���������� ��������� �����$�����

�������������� �	 �
� ��	����� ������������

�� ��%�� �� ��������� �����$����� �� ���  ���� ���������� �������� $�

& $���� � �� !	" ��� ���� �� ��� ����� ���� ������� �������� �� ����� ��� ��

��������� ��� �������� ��������� ����� �������'��� �� ��������� �����$����

dμ ���� %�� ������ �� ���� ������ �� ����� ������� ������� ��� nk ���(

�#��������� ������� � ���� ������ � � ���� � ��)���� ����� ��� ���� �������

������ �� ����������� ��� �� ������� ����#�������� �� �� ��� �� �������� � ������

��������� $���� �� � ���(���#�� �������'���� *++,-  ���� !	�� ./"� ����

 ���� �� $���� �� ��  ���#����� ������ ���������'���� *�0,-  ���� !12"�

��� �0, ���#���� ��� ���� ������ �� ����3 ������������� � �� ���$�$���� �� ���
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������� �	
	����� �� ��
�����	 �� ��	 �������
� ��	 �		� ���
�� ��� 	��� ����	� ��	

���
� ���
� ��	 ����� ������ �� ��	 ��� ��	���	
��� �
� 
	������
� �����	�

���� ����	� ��	 ����	� �� ��	 ��
�����
 ��	� ��
�����	 �� ��	 ���	 �
�	����
�

�	
	������ ��� �	����	� �
��������
� �	�	� �� ���������� � !! "!#$� % ����	�

������	� �� ����
� &   �	
	������ �� �����	��'	� �
 �	�� �� 	��		
 (# �� !# 

����	���

)��� ����	� k �� �������	��'	� � � ����	
 ����*����
 ����	 Sk� �	�����
� ��

��	 ����	� �� ����*	 +Sk = 1, �� 
�� +Sk = 0,� -� ��	 ����	� �� ����*	� ��	 �
�	
���� ��

��	 �	
	������ �����
 ��	 ����	� �� �����	� �� ������ � .������
 ����������
� /


��	 ���	� ��
�� �	
	������ 	��
��
� �� �
 �
����*	 ����	� ��	 �����	� �� ������

� 0���� �	��� ����������
� �	�
�
� ���� ��	 ����	� �� 1���� ���
2 +��	 ����	
�

�	
���� �� ��� ��	 �	
	������ �� �	� ��  , �
� ��	� 
�� ��
�����	 �� ��	 ����� -� αk

�� ��	 ��������� ��� ��	 ����	� k �� 	 ����*	3 αk = p(Sk = 1)� -
��������
 ����

����������
� ��
 	 ���
� �
 )*	���� 	� ���� � ! "�4$� ��	 �	�	�	
�	 ����������
 ��

��	 k�� ����	� ��3

dμk(j) = (1− αk)δ(jk) + αkN (μk, Σk)(jk) +(�!(,

%�����
� ��	 K ����	�� �� 	 �������� �
�	�	
�	
�� ����� �
��������
 ���

��	 �)� ��� �
������	� � ��	 �	�	�	
�	 ����������
 dμ �	5
	� � ��	 �������
�

������� �� ������	�3

dμ(j) =

nk∏
k=1

dμk(j) =

nk∏
k=1

[(1− αk)δ(jk) + αkN (μk, Σk)(jk)] dj +(�!&,

&(



��� ���� �����	
 αk ���� �����	���� ���� ��� ����� �� ��� ����� �� ���

��������� ����� ��� �����	 k� μk ��� ��� �� ����� ��� ���
 Σk ��� � ������	

������
 ����� ������	 ��� ��	��	���� ���� �� �� ��� ��� �� ��� ������ �� ���

������� � ��� �����	 �������� ! �"� 	���	������� #�� ���� ������� ��� ����

��� ���� �� ��	��	��� Σk ������ ���� �� ��� ��������� ��	���	��� ! � $���%�

������ �� ��� ��&���� ������
 � ����� �� ������ ������	 ��������� ����� ���

�����	� '()*�

��� ������	
��

#�� μ+����� �� ��� ������!���� dp �� ��� ���� ! ,

Sμ(dp) = −
∫

dp log
dp

dμ
= −

∫
f(j) log f(j)dμ -.�(�/

#�� ��� ��	���� �� ���� ! ��������� Sμ(dp) ���� ������� �� ��� �����

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
J��� =

∫
j d̂p

d̂p = argmaxdp Sμ(dp)
 ����
∫
dp = 1 �� M −G

∫
j dp = 0

-.�()/

#��� ������� �� !� ��	��� ���� ��� 0������ ������� #�� 0������

������ �� ������� ��,

L(dp, a, b) = −Sμ(dp) + a(1−
∫

dp) + b

(
M −G

∫
jdp

)
-.�(1/
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����� a ��� b ��� ��	���	� 
���������

��� ��� ������� � ���� 	���� ���

d̂p =
eb̂

TGj∫
eb̂TGdμ

dμ ������

����� b̂ � ��� ������� � ��� �
����!�����  ��"���� D(b)�

b̂ = argmax
b

D(b)# ����� D(b) = bTM − log

∫
eb̂

TGdμdμ− ΣE

2
bT b ����$�

����� ΣE � ��� "�������"� ������ � ��� ���� � �� �%������ ����

��� ������!����� � D(b) � ���� ����������� ����� "�����	��"� ���	 ��

��"��������� ��������� �
����!����� ����	 ������ �
����!����� ��������� &� "��

�� ���� ���� D(b) � � "�����  ��"����# ������	 ���� ����� ��� �� ��"�� �������

��������# ��� �������� � ����  ��"���� � ��� ������ � ���� ��� ��� ���

������ � 	��������� ����� ���# ��� "��
������ � ��� �
����!����� 
������ ���

��� ��
��� �� ��� 
��"���� � ��� "����"�� �� �"� ����� ��� ������ � �����"���

'���� ��� �%������ ���( ��� ����# �� "�� ���� ���� ��� �������  �� ��"�


��"�� k � 	���� ���

Jk
���

= α̂k

(
μk + ΣkG

T
k b̂

)
= α̂kΣkG

T
k b̂ ���)*�

(+



α̂k �� ����� �	�
� �� αk,�����

α̂k =
αk,����

αk,���� + (1− αk,����)e
− 1

2
bnTGkΣkGk

T bn
�����

Gk �� ��
 ����	���� �� � ����	����� ��
 ������� �� ��
 �
�
�	���� ��
�
�� ��

�	��
� k�
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�
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	 ������

����	�� 
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	 �����
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 ��
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 �����	�
�

����	� �	��� �
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����� 	�� ����	��� 	 ����
 ����	�	���� 	���� ��
 ������	�

����	�
 ��
 ����
 �
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� �! �
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� #�� ��
 �	��
�

�� ��	������� 	 �$$ �� ���� ���� �� 
"
��� �
�
 �����	�
�� ��
 ��%
�
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�
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