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RESUME

L'étude de 1'instabilité linéaire barotrope du jet de Bickley
( u(y)= sech® y ) se fait & partir de 1'équation du tourbillon barotrope.
Le jet de B:.ck]ey est un écoulement parall®le; sa stabilité s'étudie en
superposant une. petite onde perturbatrice. En utilisant 1'approche des
modes normaux, on obtient 1'équation de Rayleigh-Kuo.- Celle-ci, avece
les conditions aux limites, est solutio;rmée’ comme un probléme aux .
valeurs propres. Le jet de Bickley satisfait les conditicns requises
pour utiliser 1'approximation du plan B.

Certadns résultats analytiques servant & imposer des Limites
sur les résultats numériques sont déduits. Entre autres, l'application
du théoréme du demi-cercle modifiél Les variations des contraintes
de Reynoélds sont aussi cons’idérées. '

Les résultats numériques présentés ici sont en pariie différents .
de ceux obtenus par Kuo. On localise approximativement ‘et pour la
premiere fois une partie de la frontitre de stabilité neutre ( B autour
de -2.0 .), Cette partie ne correspond pas au "mode singulier similaire
4 une onde de qRossby': pour lequel la vitesse de phase est égal & un,

A la suite de cette recherche, nous concluons que ce mode sj.ngiuier'

ne ‘joue pas un rdle important dans 1'étude de la stabilité.

© Godelieve Deblonde 1981
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‘of its stability is done‘by superimposing a small wavelike pertui‘bation.

5§

+ + ABSTRACT

/

The study of linear barotropic instability of the Bickley

jét (ﬁ(y)zsechzy) is accomplished by considering the barotropic
vort},icity equs;.tion. The Bickley Jjet {s a parallel flow, and the study . e.\
Using the nnrmal-mode apprc_vach; 'we obtain the Rayleigh~Kuo eéuation.
This equati?n, together wiqth its boundary cénqitions 1s solved as an
elgenvalue problem. The Bickley Jet satisf:}es "lfglrle requirements for
use of 1;he"\(:3M Iilzane approximation.’ ~
) Some a;na.lytical results are deduced,which provide bounds
for the numerical results. Among them is the modified .semi-‘circle
theorem. The Reynolds stress variatlon is alég\ considered, ‘
The numerical results presented herein -ari in part different
from those obtained by Kuo. We locate apprgximatgly, and for the first
time, part of the neutra\:l stability boundary ( B avound +2,0). This
part does not colncide with the "singula.r submode like Rc;ssby wave'

for which the phase velocity is onep After our research, we conclude

that this singular submode does not play an important role in the

- study of stabllity., d
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_Chapitre premier

INTRODUCTION

1.1 Descriptiort du probléne

Nous étudions la stabilité linédaire barotrope du jet de Bickley,
en utilisant 1'approche des modes normaux. Le fluideconsidéré est non
visqueui, homogene et incompressible. ILe mouvement est suPposé horizontal

et non divergent. L'équation décrivant 1'écoulement est celle du lour-

_ blllon en deux dimensions, L'écoulement principal. se fait d'ouest en est.

N

On suppose que le maximum ,de la vitesse de l'écc;\,xlemem. dec base se produit
dans une bande étroite de 41ati‘t‘.ude et que cet écoulement atteint ;:'apide-
ment une valeur c;onstante lorsqu'on approche le pSle ou 1l'équateur. Sous,
ces conditions, il esi; pemis\d'approximer les coordonnées sphériques ter-

~ N 4 " .
restres par des c_oo}données cartésiennes (x,y,z) qui soil‘t respéctivement
dirigées ver; 1l'est, le nord el la gverticale. Les vitesses respectives
sont u, vet w., Ia vitesée de base Unprend 1a forme U = E(y).l

' \

Puisque le couramt est non diverggnt et.‘; horizontal, nous pouvons
.définir une foncti;n de courant KP (x,y,t) pour un mouvement perturbé de
la fé,gon sulvante: & ‘

oY vy
On suivt ici la comre;ntion utilisée en météorologie.

>

-1~
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L'équation du tourbillon nous dit que pour tout élément de fluide,
la composante verticale du tourbillon a:bsolu est conservée. Le tourbillon
absolu comprend le tourbillon produit par le mouvement relatif 3 la terre
et celui causé par la rotation de la terre. L'équation du tourbillon est
la suivante:
(2 + a2 )Py + (8- 25,002 =0 )
ot ox 3y® ax .

Soit® f = 2f)sin § 1le paramdtre de Coriolis, ol § est la latitude et 2

- est la vitesse angulaire de la terre. Alors, puisque nous cpnsidérons

un jet ,restx\eint ? une bande étroite, f peut &ire linfarisé autour de la

latitude moyenne 0y s 1een f= o+ Boy, EO}L < £, ol £y = 2Q sin 60

0 ol R est le rayon de la terre, ! . .

R .

.) En météorologie et en océanographie, 1'approximation utilisde ci-

y .
haut ( dans laquelle on remplace les coordonnées sphériques par des coor-

i .

Ny
données cartésiennes’ et oh on considdre B(y) comme une constante) est

appelée 1'approximation du plan béta.

‘ \ ¢

Podons \Y (x,3,t) =Rnlem(x - Ct)¢(y)}, alors 1'équation (1.1)

devient A
a® - o® L N u-c =
;2¢ g+ ((BY 44/ g =0, (1.2)

ot « est le nombre d'cnde. et 6 Re ic] est la vitesse de phase (¢ pouvant

étre complexe) c'est-a-dire ¢ = e +1ic L'équation (1.2) est appelée

i L]
équation de Rayleigh-Kuo. Par la suite, 1'indice o associé & B sera onis.

°
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Tout dépendant de la valeur de Cys plusieurs possibilités se pré-

1}

sentent pour le comportement de la foncﬁon de courant:
R # 0, la fonction de courant contient un terme de

croissance expon;mtielle dans le temps;

o

-~ si ¢y 5 0, 1'onde est amplifiée;

~ =1 ci< 0, 1'onde est amortie;

- si"c1= 0, 1'onde est neutre.

3

Le jel de Bickley ( u(y) = sechzy), dimensionalisé de fagon appro-

yriée, remodﬁt'bien les conditions requises pour utiliser 1'approxima-

o

tion du plan béta. Nous utiliserons les variables sans dimensions suivantes:

" )
y = y*/L = 6R/L et B(y*) = Z,SR; cos ® = VL zﬁ(y).

. — * .
V est une échelle de vitesse de u *(y ) et-L est une échelle d¢ lopgueur

' —_ %, ¥, ®
qui mesure les variations de u (y ). .

Maintenant, étudions les conditions aux limites. Puisqu'on consi-
ddre un fluide s'éte;ldant Jusqu'a 1'infini, ¢ doit étre b;)rné 4 1'infini
afin de satisfaire les conditions physiques., Asymptotiquement, u et
JZE/Jyz tendent vers zéro, de sorte que-les deux solutions indépendantes

de 1'équation (1.2) sont exp(+nf d_y) et exp(- af +y) lorsque y —+ %, ol

|

-j; .
L= (1+ B/uzc) Z est une racine ayant une partie réelle non négative.

Donc, & + 0o , P est borné si on prend

gﬂ ~n exp ( i a£+y), lorsque ¥y — *eo . (1.3)

A3
\
A
\

\
\
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En général, requéri; que¢ soit i}mité 2 * e, implique que ¢ tend
vers zéro & l'in:t‘i;'xi. -Les conditions aux. limites pédvent donc &tre

¢ = 0 aux pointss‘rioo . (1.4)

Gependant, sif, est inaginaire, les deux solutions indépendantes

sont bornées et ondulatoires & 1'infini; elles ne subissent ni amorts—
sem’ent, ni amplification. Pour troﬁver"la forme correcte qq.e¢prénd
a l'infini,‘ nous utilisons la condition du rayonnement de Sommerfeld
disant que le flux d'énergle doit &tre dirigé vers 1'extérieur. Ceci
1mplique' gque la composante y de la vitesse de groupe est orientée vers
1'extérieur. Donc ¢rvexp(iak+y) lorsque y3w, ol k+={8/ (-caz)-I} H i
est la racine tel que d(ac)/d(alc+)>o . Notons que dans ce ;zas c est
toﬁjoﬁrs réel et puisqus la perturbation oscille comme exp(-icct)
dané le temps sans amplification, ce ;1'est pas important i la recher'che

d'instabilité 1linéaire,

2

-
1

-Donc, en généra.l, la sté.bilité est gouvernée par 1'équation

(1.2) et les conditions aux limites(a.4). On doit ainsi résoudre un

-

probléme awx valeurs propres (posé par Kuo ,1949) ofi la.valeur propre
est c(d,B). Etant donné que le probléme est invariant sous 1'opération

34< 0 implique-1"

4> 0 (et vice versa).

Ceci est évident mathématiquement. Mais du point de vue physique,

de conjugaison complexe,une onde amortie avec c

existence d'une onde anplifide conjugée avec c

cet aspect est controversé.

£3

Puisque noud utilisons la terminologie des ondes modifices

de Rossby, nous introduisons ici tout d'abord la notion des ondes

U
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de Rossby en se servant d'un exemple dornné par Howard et Drazin,1964.

Considérons le cas ol 1'écoulement de base est nul, g.2.d u(y)=0 de- w

3 00, Alors l'equa.tlon de Rayleigh-Kuo devient:

¢ =(a®+ B/c) 51‘ : ) ) (1.5)
La seule solution permissible bornée et pou:c laq_uelle l'énergie n'est

pas radiée vers l'imtérieur d y= 1+« est la suivante:

@ =constante, =8/02 = - a , ’ k1.6) (
Ceci représente une onde de Rossby a.vefcqune vitesse de \phas‘e = B/az,
dans la direction des x nega.tifs (Rossby 1939). les ond'es de Rossby
- sont des andes dlspersivea avec une vitesse de groupe d(ac)/d(a)-—-c—a
L'énergie. est; donc. propagée. vers 1'est avec une vitesses B/q dans
la direction opposée 4 la vitesse de phase. '(Une onde t}\is rsive \ st

une onde pour laguelle la dérivée premidre de la fréquence Q¢ par -

_rapport au nonbre d'onde n'est pas une constante.(Whitham,1974))

Si-a-»w, tel que Boroo pour V fixé ou & la linite Jorgque
¥-> 0 pour u*, B* fixe, alors on s'attend 4 ce queg o tende vers ='sa.

valeur dans le cas limite V=0. Dans ee cas limite, une des valeurs

' propres devralt &tre cq -a, adoo pnisqix'on salt qu'une onde de Rossby

existe dans le cas limite coneidéré précédemment. Puisque le fluide
s'étend dans un domaine infini,/ nous n*avons pas de contraintes
cinématiqués causées par les frontidres. Dans cé cas' liniite, i) n*
Y a pas d'instabilité inertielle de 1'écoulement de base Tyt
relatif au systtme de rotation par ie'quelvl"équiliure ‘du tourbilion ‘
serait perturbd, Notons que nous avons la présence du gradient de

tourbi).ion B* di & la rotation terrestre.
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. Soient L — 0 pour o* e{’) g% fixes et 1o chanp de courant
Vi(y) ne rétrégissant pas & zéro. Lorsque L-»0 pour g* fixe,q—0 ;
donec _ une limite équivalente est a0 pour o* fixe., Lorsque L-20 pour
y* fixe, y=y*/L tend vers +w ,0 ou - » dépondant du fait que
y* > ,= ou <0 respe;:tivement. Donc a la limite ,
w(y*) =V d(«) , y*>0
=V u(0) , y*=0

=V () , y*< 0.

i

Pour.un jet, on a G(-w) = 4i(=) et () = 0, ce qui implique que
u*-3 0 lorsque L-0 pour y* fixe. Pour u*=0, nous savons que la
valeur propre c*=-a* provenant de 1'onde de Rossby.:Nous en dé~
duisons gue toui, les courants du type 3et ont (an n;oins un mode
avec) une valeur I.Jropre stabilisatrice c(a,a) — -a iorsque

o> O pour a fixe,

1ntroduisons maintenant le critére de Rayleigh-Kuo
(Rayleigh, 1980 et Kuo, 1949). Le théortme de Rayleigh-Kuo
. ¥ ' .
stipule que: une conditiofi nécessaire pour 1'existence d'un

courant instable est que d' 212'1 - B change de signe & un point
. dy .
quelconque & 1'intérieur du courant. Ceci implique dans ce cas

que 51_2121 ~ B doit ésre zéro quelgue part dans 1'intervalle
dy
(% ,> ). Physiquement, cela signifie que le gradient de

Lo TN a
tourbillon _‘«‘21 - B vaut zéro quelque part dans 1lt'intérieur de

1'intervalle (- , ) daLhS le cas _.instable. Trouvons les régions

ol cette condition nécess\?ire d'instabilité s'applique.

On a ﬁ(y)=sech2y et izlzl = \,4 sech2y tanhzy-ZSechuy. Nous devons

& Jy 2
trouver les racines de‘g-g - 8 =0. En utilisant le changement de
i y

: ‘ 1
variable z=tanh y, on obtient comme racines: z, = 2/3 + (16-6(2+g))2

5 v SRR BB AN s

1
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Puisque z, 2 0, céci“ implique 4 >'(14—6(2+B))_21—. . Par conséquent,
-2,0<8 € 2/3, et 1a régi’on B < -2.0, B> 2/3 est stable. (Voir”
figure 1.) ﬁ

Considérons maintenant les solutions explicites que Lipps,1962

et Howard et Drazin, 1964 ont trouvés.

t o

1.2 Solutions explicites trouvées jusgu'd présent.

Lipps en 1962 a trouvé deux solutions neutres. Notons qu'il
a considéré le cas B 2 0 seulement. La décowerte de ces solutions
est basée., sur la freuve de Kuo,1949 qui dit que pour un jet fini,
restreint entre deux frontidres, si u=c 3 un point y= ¥, Pour une onde
neutre, alors B~_J__22ﬁ est nul & ce point. Cette preuve, basée sur le

dy
théortme de comparaison de Sturm( Ince 1944), peut &tre selon Lipps

. _ facilement ramende & notre cas & la suite de quelques retouches,

D'apres. Lipps, il faut tout d'abord trouv%)er les vitesses de

phase des ondes neutres pour lesquelles ¢ >0,.cecl en évaluant les -«

racines de B—s!z u =0, Si ¢, , sont ces vitesses de phase, 1'
dyz ’
équation (1.2) devient: ‘ i .

¢
-

2 . 2 2y o . 2 2 '
%yZ'fé +(6sect|1y—k)¢~’0 ouk_,6c1’2+0. (15)

En utilisant le changement de variable z = tanhy, 1'éguation (1.5) -
prend la forme de 1'équation associde de Legendre. Les deux - £
solutions sont les polyndmes associés de Legendre suivant:

¥

1 1 . )
P;(z)=32(1~z2)2 et Pg(z)=3(l—z2)2. D'aprés les propriétés de symétrie

(chapitre 2,section 1), les conditions aux limites sont:

 Fo=0,( 0 @)

%

i

E— o -
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o : B (0)=0, P (0)=0 (1.7).
Nous avons donc les deux solutions avec y comme variable indépendante:

¢ l= sechzy

avec c=(1/6) «° et B = (1/6) o (4-«%), qui est paire et

i
i

¢ 2~ sech y tanh y \
avec c=(1/6)(3+a%) et B=(1/6)(1-—a2)(3+a2) qui est impaire (voir fi-
gure 1). . )
'Notons que 1a solution paire a deux branches dans le plan
(az,B). Pour la solution paire, Lipps, utilisant la méthode de

perturbation de Lin montre que les ondes sont amplifides pour des

A

J

longueurs d'onde entre celles des deux ondes,neutres, correspondant (
A /

e s

aux deux’branches‘ mentionnées ci-haut. De méme, pour la solution
impaire, ;Les ondes de vlongueurs d'onde plus grandes que cette onde
neutre sont instables el celles avec des 10ngﬁeurs d'onde plus cour-
tes sont stables.

Howard et Drazin, 1964 ont poursuivi la recherche de
Lipp;. Cependant, ils ont également considéré le cas B< 0, Ils (;nt
remarqué qu'un changement dans le signe d¢/B es£ mathématiquement
équiv‘;,lent & un changement de signe de 1, bien que p en pratique
soit toujours po;si;tif. Dorénavant, nous allons considérer g>0 et

850. Les deux solutions neutres que Lipps avait trouvées sont enco-

re valides lorsque B<O0,

LA LR e " LN W oA R w3 Lk Bhea nBh s Se w0 N el 25T
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Fig. 1 . Courbe a:@ =sech2y, c‘zu2/6, B=q2(’+ha2)/6, mode pair;
. . Courbe b:{ =sech y tanh y, e=(3*?)/6, B=(1—a2)(3+a2)/6"'
mnode j:mpair; . i
Courbe c: @ = (sech y)mz/3 (tanh y)z—az/B, c=1.._B=-0L2(9-a2)/9
Howard et Drazin, 1964 ont trouvé une autre solution qu'ils ont
appelée:"sous—mg;ie impair similaire & une onde de Rossby". Cette

solution correspond & la courbe ¢ & la figure 1. D'aprds eux,

cette solution fait 'partie du sous-mode stable représentant
~ 1'onde mo’difie’e de Rossby, et en général elle n'est pas une
fmr;tiéa.:e de stabilité., Notons que si c=1 dans 1'équation d;e . ‘ L.
Rayleigix-—l(uo et que si le changement de variable z2tanh y est - : - | ‘

o0
utilisé, alors développant en série de Froebenius: ¢ =z Z zn,"

mz=o0
on obtient 1'équation indicielle suivante: :

.t - *.”mmnum.m—wﬂ.yxﬁ, -

[

, o
s e —— i —————T———— e s b o S oy e - wtn © i} o _
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1 #(1+(248))%

s(s-1)-2-8=0, de sorte que s= >

Si B=ﬂa2+(l/9)a?, alors on obtient un carré parfait sous la
racine carrée et s=2—a2/ 3. Pour les termes d'ordre supérieur
en z, il \est aisé de montrer que ceux-ci convergent vers
(1~ ) /6 et ¢ =(1~ zz)az/6 2—a2/3. Lorsque y est la varia-
ble indépendante, ¢devient ¢ = (sech y)¢ /B(Tanh y)2~a /3
soit ¢ = (tanhzy)(l/sinh y)* /3 La courbs ¢ représente cette
solution. Notons que ce mode est singulier au point y=0 et
qu'il n'est pas évident comment prolonger celui-ci & travers
y=0. | .
! En 1962, Drazin et Howard développeérent une méthode
utilisant une approximation pour les grandes longueurs d’onde,
afin d'étudier les caractéristiques de stabilité pour des cou-
rants non bornés (a—0). Mais cette méthode ne s'appliquent gue
pour B=0. En 1964, ils ont générali:s,eé_ leur méthode pour B#0.
Ainsi, pour le mode singulier, ils obtinrent c=~a~(a+2/3)2a2/h3*..
I1 est mainienant clair pourquoi ils appeltrent ce mode singulier
un sous-mode similaire ‘a: une onde de Hossby (dans le cas d'une
onde de Rossby, cn,-a). Nous allons discuter encore de ce mode
plus loin. Jusqu'd présent, on peut conclure que 1le mode im~
palr est pliis instable que le mode palr pour lés grandes ondes,
bien que le mode pair soit instable & certaines ondes pour une
plus grande étendue de B. Ceci signifie que des jets se diri-
geant vers 1'est (G>0) sont plus stables .que des jets se diri-

geant vers 1'ouest (u <0).

N

AT . A ————————
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Selon Tung ,1981 (qui consid®re seulement B 20), une forme
additionnelle de solutions existe pour le c;is rotationel (B#0),
qui peut aussi avoir des voisinages in.sta:bles. La sol'u\.‘,ion neutre
est caractérisée par la présence d'une couche critique 4 1l'une é

des frontidres (c =1 ) et est absente lorsque B=0 (par le

min )
théoreme du demi-cercle, Howa.rd,l96l). ’ Ce deuxitme-mode neutre
existe sous une condition différente de celle du mode de "point
d'inflexion" ol "%‘?.?ﬁ = B. De plus, 1l'existence du "point d'in-
flexion" n'est pasy;‘equise. Cependant, pour avoir un voisinage
de solutions instables, un “point d'inflexio.n“ dOi:h exister & 1'in-
térieur du courant et les mémes conditions que pour ‘l'instdbilifé
du mode d4'inflection sont satisfaites.

Nous avons essayé de trouver d'autres solutions expli-
cites en utilisant les fonctions hypergéométriques, mais cette

opératif)n .fut sans succes.

TN

Maintenant, consultons les résultats numériques.

1.3 Exposition des résultats numériques tro_uvés jusqu'd présent.
IL'étude numérique la plus récente a été fa.ite par Kuo
(voir fig.2). Cependant, il ne nous donne aucun détail, sur la
fagon dont les résultats ont &té obtenus, sauf qu'il a employé
une méthode itérative. Ses résultats nous disent que la vitesse
de phase des perturbations instables est toujours & 1'intérieunr
de 1'étendue du courant de base et pour p>0, sa valeur décroit

32 un minimum et croit ensuiiie avec la longueur d‘onde.




~12-

N
( N
A
¢
R '
. -
t
N W
Régime
- de Rossby:
g [ modifié
A 1 i A A L
20 -6 -2 6% -0 0 e ¥

B

~

Fig. 2. Valeurs propres pour u = sechzy. (a) ¢, en fonction de ¢
: (b) acy = const.
(kuwo, 1973) |
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() Pour =0, le mode pair a été calculé par Seto et Kuruki, 1961 et '

par Kaplan, 196%. Les résultats sont montrés & la figure 3.

4 - v

[y

)

Fig. 3. Stabilité d'un jet non, visqueux et symétrique (ﬁ—‘:sechzy).
Sur la courbe I, la solution est symétrique et sur 1la
courbe II, la solution est antisymétfique (Betchov et

Criminale, 1967).
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Chapitre deuxiéme

RESULTATS ANALYTIQUES - % #

4 " Etant donné le peu de succks obtenu lors de 1la recﬁerche \

des solutions explicites de 1'équation de Rayleigh-

liserons tous les moyens possibles pour faciliter le
numériques et avoir un contréle sur ces derniers. Rappelons que
le buyyprincipal est de trouver la frontitre de stabilité neutre
/ . . ‘entre Tes points (B,a2)=(—2,3) et (B,a2)=(—2,6). Pour se situer,

veulllez consulter la figure 1. N

" Tout d'abord, nous considérons la symétrie des solutions

de 1'équation différentielle étant donné que le courant de base

—

est symétrique. Ainsi, 11 nous est possible de réduire le coiit
des calculs d'environ un tiers, en intégrant senlement sur la

moitié du domaine. En second 1lieu, nous trouvons des limites

res
sur les valeurs de c

0 C3 et oc; en appliquant entre aufres le

théortme du demi-cercle modifié trouvé par Pedlosky, 1963, et
aussi par Kuo et M;lesi Finalement; on étudie les solutions loca-
les en utilisént le développement en série de Froebenius ainsi que
la contrainte de Reynolds qui devrait éclaircir la nature de la

.

frontidre de stabilité neutrefanquante.

.

- : R
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2.1 Symétrie de 1la solution de 1'éguation de Rayleigh-Kuo.

2 LU (
Solt = jyz - - %——B— tel que 3L ¢(y) =0 repré-
u -c

sente 1'équation de Rayleigh~Kuo. La solution générale dei¢ =0 est

s

¢ = °1¢1 et cpfp (e et cp=constantes). @, el §, sont lindaire-
ment indépendants sur le domaine considéré, soit [-—L,L] s cecl im-
pligue que le wronskien de ¢ 1 et ¢2 est différent de zéro sur

[-1,1]. Soient ;
V()= #,(0) B (y) - B,(0) P.(5).

et. Vo(¥)= $1(0) g(v) - $5(0) g,(x).

Alors, V,(0)=0, V{(0)#0, v3(0)=0 et vz(o);éo et i1 est aisé de mon-
trer que le ;rlronskien de, Vl(y) et Vz(y) est auséi différent de
zéro sur [—L,I.] . Etant donné que S£ est un opérateur du second -
ordre, la solution -générale ¢(y) peut s'écrire ¢(y)= a.Vl(y)+bV2(y).
Dans notre cas, on a |
L () =k Ly

ou k est une constante; alors

'

Vl("y): ¢ Vl(y) +d vz(Y)'
Puisque V1(0)=0, ceci implique que de(y)=0 et par conséquent, d est
nuJ1, étant donné que 1'on cherche des solutions non triviales. De ‘

-~
néme,

I

e W(y) + & v(y)

e Vi{y)

~V1(-y)

1t

et par conséquent, N

‘ -V1(0)= ¢ v§(0) =) c=-1
ot V(=) = ~v;(v) .

Donc Vl(y) est une fonction impaire..

0
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Suivant le méme raisonnement, on a:

V() = e Vy(y) + £ V()

'vz(o) f‘vz(o) =Sf = 1,

]

Aussli, . .
VA(-y) = e Vi(y) *+ Vi(y)
—Vé(O) =0 = eV (0) =) e=0
ot ) =,

Donc Vz(y) est une fonction paire. Si les conditionsaux limites

sont homogénes, c.-3-d. @ (+ L) =0, comme dans notre probl2me, on

as

i

@ (L)
@ (-1)

a Vl(L) +b vz(L) =0 (2.1)

1

~a V(L) + b V(L) =0 . (2.2)

En additionnant les équations (2.1) et (2.2), on obtient:

1

2 b V2(L)_ 0.
Donc, si Vz(L)# 0, b =0 et ceci implique que ¢ est impair. D'autre
part, si on multiplie l'équati-on (2.1) par <1 et qu'on 1'additionne

3 1'équation (2.2), on obtient: - 2a V(L) =0. Donc, si V;(L)#0,

a= 0et@est palr. Par conséquent, ¢ est soit paire ou impai-

re. Notons aussi que @ (y) doif &tre analytigue au point y=0 pour

pouvoir conclure directement que @ (y) doit &tre paire ou impaire,

N

[ i

'
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4

2,2 Limites sur la vitesse de phase et le taux de croissance.

Dans ceti;e section, on considére les preuves faites par
Pedlosky. Tout d'abord discutons de Ja 1limite sur Cpae Dans son
livre, Pedlosky, 1979, a fait la démonstration pour le cas ol le
domaine s'étend de [—1,1] et B> 0, alors que nous sommes intéressés
par un domaine qui s'étend de (—°°’,°°) et ol B peut aussi étre
négatif. Etant donné que ,le résultat final changealt peu, on ’

a préféré rapporter la démonstration (qui n'est autre que 1'ap-

plication de la méthode de Pedlosky) dans 1'appendice I.

, Voici donc le résultat: si @ == maxinum du profil de vites-

max

_se et um.ln=‘ minimum du profil de la vitesse, alors:

pour §>0, on a: O oin ~ /20 < e, ST .o (2.32)

qui dans notre cas devient:

B/2’< ¢, <1 (2.3b)
car %i n=0 et ﬁmax=1' : -
Pour B<0,.on a: Opig € C} € Upay + |B|/2a2 (2.4a)

qui dans notre cas devient: .
- 0 gcp <1+ |B]/202 (2.40) :

Cecl implique que ér peut étre plus grand que 1.
Considérons maintenant le théortme du demi-cercle modifié. .
Encore 124, sa preuve s'applique pour un domaine fini, et B positif

seulement. Donnons ici les résultats; la preuve sera dans l'appendice IT.

o e

PO TPV
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Pour B >0, nous avonss

Ce q_ui.l dans natre cas devient:

(1/8) + /202 > 2

1312

it i s AR A~ ket o

(2.52)

(2.5b)

Illustrons ce résultat (et aussi (2.3b)) par le schéma de’la figure 4.

G

Interdit

|° ¥y 1o Dpax ¢

Fig.4. Illustration du demi-cercle modifié pour §> 0

[

° 1
Alors le rayon du demi-cercle est R = (1/4 + B/2¢2)2. Puisque
-s/zaz.g cy< 1 d'apreds 1'équation (2.3b), on peut montrer que

R-% < p/2a?, per conséquent’ (B-L) est contenu dans p/2x? et

le théortme du demi-cercle medifié donne une restriction plus sé-

vire sur les valeurs que c, peut prendre.

Pour 8 <0, nous avons:

- IR 1 . . = 4z ¥
- , - +

“max umin) + '.B_l Ymax " Ywin > ( o - “max “min + Q«Z
2 o? 2 - * 2 !

r

?

(2.6a)
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‘) ' Notons que pour B=0, on obtient le théordne du demi-cercle de

Howard (Howard,1961). Dans notre cas, 1'équation (2.6a) devient: '

. 4 + 8] /2 2 (e3P + o2 (2.6b)

Encore une fols, nous alloms illustrer ce résultat. et aussi 1'équation .

(2.4b) par le schéma 5.

13

(=

Interdit

. sopin b . v

.’ 3 f‘ig. 5. J1lustration du demi-cercle modifié pour B <O.

1)

4
o

Puisq;le 0 <, <1 g /212, on peut montrer que Ri%< 1 :PIBI /2a2. ' Lo
Par conséquent, on peut en tirer la méme conclusi;in{que dans 1le cas’

précédent. En général, c.-a-d. pour B->0 ou B <0, 1'équation (2.6a)

s'applique. Aussi, & }:a.rtir de 1%équation (2.6a), mézr‘x/\ peut conclure

) gue

‘2

+ ‘ ! L :
- Dans notre cas, on a: \\/_/

2 o -85 A% 18l fA, - .
¢, ” < Ymax ~ Ymin| + s Unax ~ “min (2.7a)
2 o o

9‘ : o, < 1/8 + Il /2 \ (2.7p)
NN g. , i ’ )
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Enfin, obtenons un dernier résultat, appliquant encore .

> la méthode de Pedlosky, pour les mémes raisons que celleUs citées ~ °
au préalable ; cette fois, puisque la preuve est courte, nous allons
la donner fci. Soit @ =( ﬁ—c)%)( , K =0 aux points y =+ o
Réécrivant 1‘'équation de Rayleigh—KRo en utilisgnt X comme variable

4

indépendante & la place de § , on obtient:

d - - ¢2(ii-c 24 (B—-dzu) =0
_d_y[( c)dx] a%(& >x ﬁ“)u(uc)“d XHE-L RS

Multii)liant la dernitre équation par X ¥, intégrant de moins 1'infini
4 1'infini, et prenant la partie imaginaire, on obtient:(l)
. 00 2
O [ I ] 02 aydu )l
. 2 ;
dy d(}, jo-cl

cg , ce gqui est évident, et puisque

Ipfee
dy &

on obtient: ('aci)2 (du )2
dy

Puisque  |H-c/ 2%

(2.8a)

max’
Dans notre cas,
i(y)= sechzy.

Pour- trouver le maximum dedd ,on trouve les racines dei_ =0 . On ob-

dut
tient ainsi: ' ¢ 2 , ¥
dy "me* 2 v &
C (1+sinhypay)
D'ol on a que: ac.12< 16/27= 0.5926] . (2.8Db)

v

(1)Par 1a suite, * dénote la conjuguaison complexe.

f
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() Tung a écrit dernitrement (1981) ﬂ\én article sur l'ingtabilité
barotrope  des courants zonaux. Le courant z\lmal“est considéré conme
étant continu et peut &tre monotone ou nc;n mom\jtone\\. 11 peut avoir . J@Eﬁ .
un ou plusieurs points d'inflexion (ceux-ci sont‘ ,1{\5 racines de
zﬁ/dy ~ B -0 et les racines peuvent étre de n importe quel ordre. °
I1 demontre aussi une condition suffisante pour avotrwde 1'instabllité
da.ns ce genre de profile Ces résultats complementent la condition
de stabilité trouvée par Arnold,l 1965. Cependant, toutes ces démons-
trations ne concernent que p>0. De plus, celles-ci étant trés généra- .
les et 1les exemple:s étant absents,l'application de ces résultats -

o
1 . v
i

est difficile.
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2.3 Contrainte de Reynolds.

\ a

Pour calculer la discontinuité dans la contrainte de

Reynolds, nous avons besoin du comportement local de -la fonetion
¢ , C.-3-d. autour du point {=c. Nous voulons calculer cette

discontinuité pour nous aider & comprendre quelle est la nature

de la fonction autour du point critique, en particulier la fonction

représentant la frontitre de stabilité neutre déj?a mentiomée. Pour

u',=£ 0, nous savons que la formule évaluant la discontinuité de

la contrainte de Reynolds est donnée par

BT =e T (TeB)ig)? @
TED - T6) e ( lﬁ'ck)‘?s‘"

Le résultat pour p=0 a été démontré en premier par Tollmien. Mais

(2.9) .

lorsque u'c=0 et qu'a ce ° moment =1, la situation est telle

}qu'il faut trouver une autre formule a@in d'évaluer la discontinuité

en question., I1- est facile de s'en convaincre lorsqu'on consulte

<

la démonstration avec laguelle le résultat (2.9) a été obtenu .

— Considérons maintenant la valeur de dT/dy et [1 ] sous

forne d'intégrale (u'c=0, ¢,=1) (ici [ ] désigne la discontinuité).

Nous avons :

S (&"-B)
;e acy 2 l I e 2a°it .
dy \uv-c‘

Alors, ‘ ; [’r] = 14 eﬁ%wl ("-p) Cj_ ay

(u - cp)? 4 ¢;2

(5 petit).

(2) Le prime dénote ici la différentiation par rapport & ¥

(2.10)

(2.11)
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; ) En utilisant le changement de variable z=tanh y, dz=(1—zz)dy, on

~ obtient:

-l

I
z +t e,
i

2

§ ) 2 2 2
E . J- o |¢|2~ (4z"~2(2-27)-g/(2-2°)) iz
%

(2.12)

12

Cette intégrale n'est pas triviale et de plus, nous ne savons pas

si ¢ est régulier au poeint critique.

>,

Maintenant,  calculons ¢(y) autour du point y=y_ et c=1,

Considérons 1'équation de Rayleigh-Kuo et développons en série de

Froebenius autour du point y=0. Alors -
- -
_ .8 n
‘ ¢ =y 2 B Y éto;6 0.
m=o ~
Développons en série de Taylor autour de y=0; on obtient:

4

donc, " - 5 = -2-B + 8y° - 3 4/3 + vas

L'équation différentielle devient:

(=)
nts-2 2 _nts
a (n+s)(nts-1) y -goa ay’ o o+

2 L o . -
Fo-pro®-3uy"/ 3*“') 1+zy2/3-17yb’/45f..)2a ¥ =0
. : I

AR
\ y? _

Lorsque n=0, on a: o ‘ .
s-2 S—% -
3, s(s-1) y ° + (-2-B) 2 ¥ [ =0.
B I'4

My

3
u

14

O

w = (132 + sy'/an - 61y8/7200,..)2 = (1-v%+2y%/3 - 17y8 5.
' ' . (2.14)

(2. 15)\

+(2.13)

' - " v PR D . L e B
RN 4T Y ' . . . o \ £ Y
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L'équation indicielle devient:' s(s-1)=2+B; donc

c WL
Sl 2 = 1+ (9+%)2 ; S +s _(9.}-)4,8)%
2

Pour g=0 (as=3), B= -5/l {as=2), p= -2 (A1), 11 y a possibilité d'avoir

un terme loga.rithmique dans la solution. Donc,, si B;EO,—5/4,-2:

4= Aysl(Z‘a ) +By2(3 b y) (2.26)

n=0

I1 est tres probable que B soit nul dans la plupart des cas.
Notons que pour la scflution (2.16), un changement de phase pourrait

se produire en traversant la couche critique.

" Pour g=-2 et c¢=1, on peut mbptrer gue gS est régMliers

fonfe y+(a L) o (o 5/6) # o]l
+B[b +b1y+(__§ by +<a )bly +] .

Par un choix approprié des constantes, on peut voir qu;a 56 pourrait
8tre pair ou impair. Nous ‘avons pris les valeurs de B=-2 et cr"l
car au début de ce travall, on pensait que g et . prenaient ces
valeurs sur la frontitre de stabilité neutre, Plus ta.rd (voir chapitre
troisiéme), nous mon‘trerbnsl que B n'est pas toujours égal & -2 sur la

frontiére de stabilité neutre.

JEUU U
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Maintenant, considérons le cas ol cr;l: 1, pour ‘tout B. Alors

o = cy ¢1 +c, P, ol ¢1 = ax (;L+clx+czx31j...) oll X=y-y,; on a

aussi:

2¢(2-3c)-p
he (1-¢)F

v

oo d (20(2—30)—6)2 1

6 2c(1-c)3 2 c(1-c)z
24(e-1/3)e(1-c)+(2-3c)(2c(2-3c)-p)
\ 24c(1-c)

et §, =k {Z?izii).;ﬁ An x (xro)xCropor...) + 1+ L ox+ 2 s ]

2¢(1-c)z, b, b
Aussi, )
2b,2b *b [28(c-1/3)e(1-c)F + 2e{2eB)(2-30) 2e(1-0)%
' S 2@ L |/
+y 2c(2-3¢)-B _ .

2e(1-c)3

donne b2/ b, en terme de bl/ b,,etc.. . Calculons maintenant 1a discon-

R § :d
tinuité dans la contrainte de Reynolds. Donc l¢1’ 2(\, (y—yc)2 et |

l'¢ 2lzf\; ((‘y~yc)1n(y*yc)+k)2- On a aussl dans ce cas *

11} - [}
"c-p —y constante.

el |
) (¢}

L

~u 2
Par'conséquent, [T]'—' ol Lo |¢Cl v

o 2 fd

2 2
const.  ( A(y-yo)24B((y-y,)in(yy,) *+ k)% )
Donc, en général, [TJ = constanta.
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Etant donné que pour le profil 1’1=sech2y, nous avons deux
discontinuités dans la contrainte de Reynolds égales mais,de signe
contraire, 1l s'ensuit que la somme des discontinuités est nulle

L]

comme cela doit étre le cas car &4 y =+ o  la contrainte de Reynolds
) AN
est nulle. Jusqu'id présent, 1'étude partielle faite sur 1la contrain-

te de Reynolds n'a pas ‘zzondgit 4 1'élimination de solution, quelle

\

qu'elle soit. {

S

A }'aide des informations recueillies jusqu'a présent, nous

allons maintenant passer aux calculs numériques et 2 l‘aﬁglysé

des résultats.

¢ b et e
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Chapitre troisitme

EXPOSITION DES METHODES NUMERIQUES ET ANALYSE

~ DES RESULTATS NUMERIQUES

Dans ce chapitre, nous décrivons les mé:'bhodes nunériques
L}Stilisées pour résoudre 1'équation de Rayleigh-Kuo comme un pro-
bléme aux valeurs propres c(a,@) . La méthode la plus employée eist
celle de Rungc;-Kutta du quatri‘;ame ordre (méthode d'intégration).
L'équatiqn différentielle est du second ordre; ceci est équivalkent -
un systéme de deux- équations du premier ordre. Le systdme d'équations
4 résoudre est & valeurs initiales. Nous effectuons 1l'intégration
sur l'axe des réels ou dans le plan complexe, Puisque les résultats
obtenus sont dans certaines régions différentes de ceux dz; Kuo,
nous .avons construit un autre progra.r;lme utilisant une méthode de
différences finles du second ordre seulement, servant & vérifier
les résﬁltats trouvés au préalable. Nous avons mis sur pled une
"dizaine de programmes diffévents, cha;:un pour un cas spécifique dé-
pendant des valeurs de ' 1'esppce des parambtres en quatre dimen-

sions @B, c,. et ¢;. Dans tous les programmes, on suppose que deux’

~ de ces quatre valeurs sont varia‘bles, eij. on garde les deux autres

fixes; ensuite, on 1intkgre des deux extrémités du domaine @érs

le centre y=0 (génér&lemept sur la moitié du domaine pour jes

raisons justifiées précédemment). Nous avons une condition pour tester _«
o

v [

‘les valeurs des deux Pafamétres choisis comme étant libres. Pour la
méthode de Runge-Kutta, cette condition est la valeur du v}ronskien‘

au .point central y=0. Celle-ci doit &tre nulle, afin que les

13
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( ) fonctions propres soient li;1éairement indépendantes. Si cette condi tion—
n'est pas satisfaite, on suppose une nouvelle valeur pour les deux
paramétres cholsis comme étant libres, et on poursuit le processus,
Nous utilisons double précision dans tous les programmes.

Dans les pages qui suivent, nous expliquons plus en détail

les différentes méthodes utilisées et on présente les résultats

corresponths . . > N

3.1 Méthoge de Runge-Kutta (R-K) avec intégration sur 1'axe réel.

o}

Le domaine d'intégration s'étend de —<° & o, ce qui théori-~
quement “e'st trés grand. Par conséquent, pour avoir des résultats
plus précis, nous utilisons le changement de variable z= tanh y R
réduisant le domaine d‘intégration de -1 & 1. Cependant, cette “
transformation est singulidre aux points de frontiwre, ¢.-a-d.

1 et -1. Nous nous débarassons de cettg difficulté en factorisé.nt

' , la singularité de 1'équation différentielle et en intégr/@ﬁt sur le

e
Ee

reste. Donc, soit ’z = tanh y, alors
. ig_ af az ap _ a®g (az\? , ap a%
dy dz ' dy dz dy dz dy
& on a aussi dz/dy = sechzy = l-—zz. L*équation de Rayleigh-Kuo
devient: 0

| 2 2 2 "
| g G_> £ L2 Gy - [wes)(0)] B0 (3.2)
dz? ¥ dz dyz )

7(& 4
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2 L2, . 2
. " —Zz - 2mgh? - 08 L 6z"-2~ B/(l~Z) =
ous 7{ (1-2°) - 224 (.____1—22);25 - p=0| (3.2)
)

¢/ Considérons maintenant les conditions aux linmites, tout/ d'abord en

fonction de la variable y. Nous voulons seulement des solutions qui
décroissent exponentiellement. Les conditions aux limites ont déja

été mentionnées au chapitre premier, nais rappelons les ici:

# votaliy y e (3.32)
$'nyta Q+ ) oy e (j.ll-a)\
f g" (az’rB/C) ¢ y t (.9

St 1la variable indépendante est z au lieu de y, les deux premitres

conditions deviennent:

. 1
- Q 11 1tz g 'Féaﬂ—i-'
ﬁme*a +2 *2 7o = exp (ln—-———)
, 1-z
’ — 1 1
+7 204+
- (1—5) HE P (3.3b)
1-2 '
car y= tanh ™tz = i %—f—g , ~l1<z<l

1-z 1z (1-z)2 o
F dals C .
+ 2
= 3 a9.+(.3-‘—§) L,z t1 (3.4b)
1-z (1-2)2 : ’ ‘

L'équation (3.4b) nous montre clairement que la transformation z=tanh 3
est singulidre. Pour se débarasser de cette difficulté, on écrit

$(z) = F(z) \’/(z)., ol W (2) sera la variable dépendante sur laquelle ‘
on va intégrer. ’
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('- ’ Plus précisément, écrivons
T F
P (z) = (._..
_alors: dF;(z) )
dz s,
| ar" %) _ -
TN . et =¥
‘ J dz?

Es S ok e e
.

-30-

¢; (z) = F;(z) qf(z) Soit:‘
1+g\ (IL/Z A

B

1~z

L'équation (3.2) devient ainsi:

4°F d
+ —_— + ‘ -2 - — Z-
| [ W z F 2\{/} (1-2°) 2[ \V + 5 d:’]

( % -2(1-z2) B/(l—zz)] F _

l—zz—c‘

a

(3.6)

(3.7)

‘Dans le but de simplifier les c:élcﬁls, on sépare le domaine en deux

parties: [-1,0]

-

et[0,1] . Cecil nous permet de cholsir une fonction

F(z) plus simple. Considérons tout d'abord les valeurs négatives de

Zs Fn(z)é (l-*z)ot}l"“/,2 , ol n désigne les valeurs négatives de z.

Ecrivons ps f(q(z)) o q (z)=1+z; alors 1'éguation (3.2). devient:

dq

- a® ¥ (afech)-cy -[4a(2-4)(a+1-2q)

-29%(2-0)°-6] ¥ = 0

Y P2 [a(z-a)e] + L7 [22(a(2-0)(a-1)(a(20)-c)]

(3.10)

1

=R

e
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Développant % en série de Froebenius, on a:

3(a) = Ef Ad™S Vo G2 S (o) 4T

>D dq Mo
, 2w o , )
et % - z (ktsHk+s-1) A q“?'z.
ag® g k ' :

Utilisant ces derniéres égalités dans 1'équation (3.10), on trouve
successivement les Ak L'équatin indicielle nous apprend que
s=od, comme on s'y attendait d'ailleurs (voir équation(é.é)).
Soit A, # 0, alors:

b= a, |2l vl -8 -2
[o]

~hegl, -be

ot A - M [(8+4c)s? + (16+200)s + 6o -2a2)* 4 [(-12-c)sP(-4-c)st28+0]

’

~ 16 ¢ (st1)
etce,.

On a donc: ’?n(z) = Fn(z)k!/n(z)_ et Wn(f) = A;)4:A1(1+z)+Az('1+z )2+:. .

N
~ r

‘EKV“(Z) = A+ 28,(142) + ...
dz -

SZLV n(Z) =2 A2'+ ree >
{ az® ) ’

et les conditions aux limites deviennent:

WD = Ay, W, By (),
az dz2

De méme, pour les valeurs positives de z , [0,1) , en mettant cette
fols-cl q=1-z, on obtient la méme équation que, lorsque q = 1+z,
c.-3-d. 1'équation (3.10) et: |

‘ -y ‘ 2

\Pp(z) = A+ A (L-z) + A(1-27) + ...

oh.p désigne (2z) pour les valeurs poéitives de z. ,, ' | »

I N -
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aP(z) A -2 A(1-2) + ..
dz

i‘ﬁV ™z . 24+ .0, et FP(z) = (1-z)%°&+.
dz?

Les conditions aux limites deviennerﬂ;:
‘ Diqy = 2 P
Yo = Agr M(l) = -A et Ly (1) . 2 A,
. dz 2

. dz

On intdgre donc sur‘.l’,nlde -1 jusqu'a zéro et sufq)P de 1 jusqu'i zéro.

Remarque: on effectue une itération sui' deux paramétres si ci%O el sur
un paramdtre si c.>1et ¢;=0, ou si la fonction propre est ré§p—
lidre et ¢;=0, parce qu'alors le p;‘obléme est strictement réel. Ia
valeur de test (le wronskien) doit &tre trouvé en:terme dey .

1 -

Soit w ce wronskien:

n agnh dg? “ N
w(@Pp") = ¢P g p™ L2 £3,11)
v dz dz - -
. B . X
En terme det{/P et \ljn, on obtient: =
. . b
P any 28 | P n 4 af,,. P n
@ = P (g B nay? "]
’ ' w dz \P dz 1-22&P W B <
. (3.12)
Puisque le wronskien est évalué’ & z=0, on obtient .
P n P on L
d
{87, 870) = YO N @) - W0 yieo)
‘ ~ dsz dz :
raf PO (3.13)
/ £
N , s
Etant donné que gxoﬁs solutionnons un probléme aux valeurs Propres,
hous avons une constante arbitraire, Nous avons choisl A, comme constante
arbltraire. ’
_ * .
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La raison pour laquelle n;us n'avons pas initialement
utilisé les avantages dus 2 la symétrie du problime est 1a.: suivante:
si par exemple la solution est singulieére, noﬁs ne pouvons . pas dire
a priori si celle-ci pos_sé&e une symétrie quelconque. Si nous uti-

" lisons la symétrie, alors, on intdgre seulement sur la moitié du
doma}qe ej. le wronskien prend une forme plus simple. Nous somnes.

surtout intéressés par les modes pairs, car ceux-ci possddent le

plus grand taux de croissance (o’nci). Nous avons alors: ‘
« 3P e v
() =gy ot (B - dgla),

dz . . dz -
‘ ,

d'ol,d z =0 ,on av a
$2(0) = g™(0)
ag®(0) . _ag™o)

dz dz

n

I1 est alsé de mmntrer que les ménes résultats s'appliquent ,Iiourq) .

Le wronskien devient:

w(0) = CXQ—{-[\V P(10)] 2 . 2‘,};(0)&‘{/?(\0) si on intdgre de 1 & O, .
dz .

a

Pour les modes impalrs on a:. -
~8P(-z) =4"(2) - ' - -
 4g°(-2) = dg'(z)
g i :

‘ ' d dz . .
et le wronskien est égal 2 -w(0),-oh w(0) est le wronskien dans le

cas de nodes pairs. Encore une fois, oh obtient la méme chose pour les \V.
\

o

r
.

- o e
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3.2 Méthode ‘de Runge-Kutta avec intégration dans le plan complexe,

¥
Considérons tout d'abord le cas oli ¢, # 1. Comme nous 1'avons

L2

‘vu précédemment, dans le voisinage du point cri%ique Ye» 1la solution
'S

généfa.le de 1'équation de Rayleigh-Kuo peut &tre obtenue par la
. méthode de Froebenius. Aprés avoir fait le développement de T-c

et "ﬁ"—g .en série de Taylor autour, de Y,» on obtient:
' . 2
¢=A¢A + B¢B ol ¢A= (y"'yc) + _u(-'B (y—yC) + ses (3.14)
¢ ﬁé 2

s,
w

et @o=1+...+ "‘uB ¢, 108 (3-y5) + vor (3.15)
: ,

La singularité ‘Z!.oga.rit}nnique qui apparait c{ansjzfrB (‘équaj:i;:n (3.15)) est
importante. Elle nous amdne deux difficultés dans le cas d'un mode

,~neutz:e ou d'un mode presque, neutre. 'Toyt d'abord, la vitesse hori-
zontale de perturbation est proportiommelle & dg¢f/dy et cette quan-

.’ t1té n'est pas bornde lorsque y tend vers y,. En réalité, la visco-
sité atténue c'eﬁ effet., Toutefuis, des gradients £€levés en u' ont liemn
et 11 s'ensuit qm}; cette région est physiquement impért.ante:

, La deux:’;éme difficulté concerne le prc;bléme aux valeurs propres.
En sﬁivant 1'approche usuelle au:c probldmes de points de rebroussemenff,
on essale de trouver une solution continue dans le plan complexe en shi=
vant un®contour passant au-dessus ou au-dessous-du point singulier. Si
¢B est écrit sous la form&de 1'équation (3.15) pour y>y, , alors
le terme log(y-y,) doit s'écrire log | ¥-¥¢g| t 17 lorsquey <y,

On prend le sigﬂe Plus ou moins dépendant que le contour passe au-dessus

o

’

ou au-dessous de la singularité.

/

7
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Dans le contexte de 1ld théorie des mod;as normaux non visqueux,
il est impossible de déeider quelle est la branche du terme logarith-
nique. Considérons la limite non visqueusé de 1'équation de Orr-
sommerfeld pour le cas ol on inclut 1'effet de la rdtation:

2 o ‘ by bl -
(-c) i_yg—azgs L) =2 %}? -zazg}g +fx¢J (3.16)

iRe

o . .
Re étant le nombre de Reynolds approprié. On peut montrer (C.C,Lin,

1955) en étudiant la couche critique (fi=c) & 1'aide de variables

"internes", que le signe moins est le bon choix pour E‘_lj_: > 0 et

on dit qu'il y a un chaungement de phas:e de ~ 1 1orsqu'oiytraverse
1'axe des réels en venant du dessus (voir figure 6). Dans 1e cas
d'un jet ou d‘un sillage ol 1'on a plus qu'un point critique, Foote
et Lin, 1950, affirment que 1l'on doit contourner la singularité par
au-dessous du point critique dans la région ol la dérivée de la vi-

tesse de 1'écoulement de base est positive,° et par au-dessus si elle

est négative.

Pour acdcroitre la précision des résultats dans le cas ol

¢; est petit ou égal & zéro, on intdgre dans le plan complexé plutdt

-
-

que sur.l'axe réel. Etant donné qu'il est plus facile d'intégrer sur
des contours lisses, nous avons choisi d'intégrer sur un arc de cercle
qui passe par -1 et 0, et 0 et 1 (voir figure 7). Puisque ﬁ'=--25ech2y X
tanh y, ceci & implique q'ue' i< o pour}; >0 et u'> 0 pour\y <0 et le
contour passe au-dessous de la singularité pour y <0 et au-dessus

1
pour y > 0. Le point singulier (@i=c) se trouve & z = + (1-c)3.

P W
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On intégre'de .—1 40, sur 1'arc montré (Et‘ig.'f) et del a0 sur
1'autre are. i’uisque nous avons cha.ngé‘le contour d'intégration ,

il faut modifier le wronsI{ien ainsi que les conditions aux limites,
La variable idépendénte devient t=r @, la longueur d'arc. Commengorisj
par le wronskien. Considérons le demi~plan x < 0 avec les variables N
(7,5,t) ot 2= -zo~rei§ et t=rf = longueur d'arc oh r est constant,
Considérons aussi le demi-plan x Y0 avec les va.fiables (z,e,t) ol

z = zo'lfr;'eie et t = ro. Alors: | ‘

W[ da(0), (1] =8 (0 V) g4y AR
.- dt Y

(3.17)
at =

(Drolte= R, x >0 et gauche==1, x< 0), Solent

B0 = D etdp(t) = )Yy (e) 4

Q !

s [py0), $(B] = - g0 DD -A.5) 5 (5.00)

, at . dt
I .

, PLAN 2

Ty .

R

¥

Fig.6 Contour d'intégration pour résoudre 1'équation de Rayleigh-Kuo -

lorsque u', >0.

“":;‘d :’;‘y e
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4 ‘
(.) ; PLAN gz
?
HFig.? Intégration sur \des arcs de cercle dsns le plan complexe.
/
L'8quation (3.18) devient:
g A "1 d~ et '\ ~ d % h '
- %) [t Ly ¢ aw® )]
. PN dt -
| _(142\S Y 2\ - _‘s-l dz s A, (1) i
SRR [Fs()® G+ () HFRY)
S PR |
2=0 - . at dti)izee
9= 0, T ‘ 026, -
Puisque dz/dt= 1e1® et d%/d'{ = —ieie, on as
: t fy. 3 d 19
W0 % [WR s A Yy q/ ]+ SVR\PL 21e7™
- dt at”’ ;
. 6=0o * o O:%' , |
v car 6=6. [ N
O Considérons maintenant les conditions aux limites:
AN : )
-y e " o
T e T MR e B il S
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d dz_ 4 dz a0 _ d -, 10

del a O: i‘=_..___.,=.........__._. 2. 1e
dt -dz 4t dz d§ dt~ dz -

2 16 .
a® _az a4 /a ieie)= aated ¢ 4
dt? dt dz \ dz ' az? T dz

- De méme, pour z de -1 & 0, on a: R ‘ :

\ - ' \ | m‘j
a . a . a2 = 2 19 °
_— ---;[e",Le ' .et s "3219 g:z + ° EZ"’ *
it az at dg r da

1

Les changements dans 1'équation différ\entielle sont-, de 1 & O3

a? .
st C VYR = r(ay/dz,z), alors:
dz2 ]

' Pp o R0 £(ap/az, ¥ ) _ oy

d
dtz e .dz

ou,-si 1'on écrit le cOté droit de 1'égalité en fonction de la: variable t,

V

on obtient:

, | ,
TWg = -e®0 g7 afp/at,y). + 1 Wr
i T at

- De méme, de -1 & 0, on a: ;

a S g(dy/az,§)  alors:
° dﬁz - ’
. N “
2 . s s :
Flhy = 0 ey 1eyy ¢ L 2V
T xr

dt ’ Cdt

Dans i'in’tég.ration numérique, le pas d'intégration est positif pour

' x>0 , et aussi pour x < 0, car 1'angle ¢ croft dans les deux cas.

r

81 la solution est régulidre, 1la fagon de faire contourner le chemin

v
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{”) ~ d'intégration n'a pas d'importance car a ce moment 13, il n'y a pas

de changement de phase en traversant la couche critique. Dans le cas
ob ¢, se rapproche de 1, les singularités approchent de plus en plus

le poi;t z=0, Pour garder la précision des calculs numériques asseg
grande, nous avons {augmente' 1le nombre d'intervalles d‘'intégration dans
' la région avoisinant la singularité, Aussi, au lieu 4'intégrer sur
l un arc de cercﬁle, nous intégrons sur un demi-cercle, pa:rc;a qu'a
ce moment la pente du contour est'infinie 3 z=0 et par conséquent.
on peut se rapprocher encore davantage dez=0 {voir fig.8). Nous dis-
) ;utons du mode °r=,l ;plué tard. Dans la section suivante, nous exposons

la méthode de différences finies qui sert & vérifier les résultats

obtems
N :
PLAN z
2
oD -
f T — 1 -7 .
\ N a4 L .
- )
5 “ f ‘ ; |
. I
7~ : ! | ,
) < Yintd l .
, g~y Pas d'intégration plus petit
AN .
N N
‘.’,‘ N . .

+

3
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3.3 Méthode de différences finies du deuxtbne ordre,

Lorsque nous étions én train de calculer les courbes -
ac; = constant dans le plan (0,B) suivant Kuo (voir figure 4), nous
avons constaté que pour la partie inférieure du graphique les ~ '
valeurs. de oey différaient considérablement de celles de Kuo |
(voir figures 4 et 9). Pour 8tre certain que ces résultats,
n'étaient pas dus 3 la présence de modes indésirables dans 1a \
méthode R-K, on a mis au point une méthode aux différencis finies
du second ordre qui, cette fois, solu\tionne un ﬁrobléme e
limites et non un probldme aux valeurs initiales. Un a.va.nta,gea\’—“~ .
de cette méthode est qu'elle se programme aiséme;nt. E)n intégre

1'équation originale (1.2) sur 1'axe des réels, étant domné que

cette méthode a été mise sur pied pour vérifier les résultats

obtenus précédemment. Le domaine d'intégration théorigue est ‘.
donc de - « 3 o. Numériquement, nous intégrons de -3 & 3. Nous’
préciserons pourquoi plus tard, On syppose que les fonctions propres

sont paires et par conséquent, on intdgre seulement sur la moi-

. tié du domaine (3 2 0). Ecrivons 1'équation de Rayleigh-Kuo sous

la forme suivante:
L sy g =0 (3:20)

. 2 2 L ‘
tel que Q(y) = o2 - 1_1 B =2 . 4 sech®y tanh®y - 2 sech y-g| (3.21)
sechzy - e

R A

T e

Fada N
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. g L4

Jet de Bickley

a

l.o

sechzy (-0 <y <o)

Olb

0.8

”

. Ve
Fig. 9 Grabdhique de ¢
en fonction de 8. Les
courbes tracées sont

pour ac; = const.

Les crdix réprésentant
des poipts par ol pas-
se la frontiére neutre
approximative, '

La courbe aci=0 est une
frontiere de stabilité
et la courbe cr=1 est le
mode singulier similaire
& une onde de Rossby'
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Utilisant la différence centrée, on a:

a®d _ @ (h) - 2¢ (y) +9(3-h)
dy?2 | ne

&

et 1'équation (3.20) devient:
$ (y+h) - 28(y) + P(y-b) + KQ (¥) () = 0

ou 8 1l -2+ Q‘(yn)¢ t P10 o (3.22)

Soit b = -2 + hQ(y )+ Alors 1'équation (3.22) devient:

¢ w1 Y bn’én +¢n-—l =0

(3:24)
On dénote ¢ | la valeur de ¢ au point y=3 (linite de droite) et
¢N la valeur de ¢ au point y=0 (limite de gauche). Considérons les condi-
tlons aux limites. Asymptotiquement’(y—)oo),sbm e ™ oh
1.- LY
m =( «® + B/c)? (voir section 1.1) . Pour utiliser cette condition

asymptotique & la limite y=3, u"(3) doit é&tre négligeable par rapport

"3 B et U(3) par rapport & ¢ (voir 1§ forme de Q(y) & 1'équation

(3.21)). Donc,si on considdre y=3 comme étant assez grand wpou:c satls-
faire la condition précédente, on a ¢o=e"m3 et¢l= e M(30) | pour

n=l, on a -
o + 0By 4P, =0

~mh
qui devient: Pt (b te ,)¢1 =0
Pulsqu?il s'agit d'un probldme aux valeurs propres, nous avons une

constante arbitraire. et nous chqisissons comme deuxi®me condition aux

limites : ¢ = 1* i au point y=-h ou ¢ j+y = 11 au point y=-h.

N
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matricielle suivante pour les ¢ e

Le probleme aux valeurs propres est donc équiva;ent 4 résoudre 1'équation

M @ pair). La condition est:

- k - j . [~ ~
- m
l’1 + e ¢| 0
“ i “Ll 1, . ¢l ‘0
1 h} A . )‘éak 0
v L‘/> < \ N\ . ! " — : .
AN \ =1
\ \ . ; :
| \ )
i bm 1. ¢m 0
3 - \ RN \ ' ' 1
‘ N NN , '
o \ “ > \
. 4 ’LN‘}SN ¢, f?‘uu
! JL 1 L]

'

*
)
[

Plutét que d'avoir le wronskien comme valeur de test, cette fois-ci,

on vérifie Si¢N+l a la méme valeur que ¢N—l (c.-a-d. ¢ '(0)=0 et

agy _ B ‘¢N—1

"“7’ 0- ) o
dy 2h -

P

1 : .
dérivée premitre centrée, avec précision du second ordre. .

Nous avons un signe moins dans 1'évaluation de la dérivée rremidre y
car on intdgre de droite & gauche et non de gauche & droite. On a

. ) N . N
n = (oa®4p/c)?, .

1,2, B¢ iBe
o +__.'_L,_. -~ i
Gref  Erof

aussls

ou m =

-l et
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v
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Donc, si B< 0, la partie réelle de m sera positive et la partie

imaginaire de m pour c; > 0 sera positive en choisissant le demi-

[
’ s M ' y - |
‘ Plan supérieur comme feuillet de Riemann. Donc, si e 7! 0, la condition L 4
3 aux limites sera de toujours avoirune fonction qui-décroit exponentiel-~
b ' 3
: lement. Utilisant cette méthgde pour vérifier quelques uns de nos ré-
¢ ' - R “
sultats cholsis avec précaution, nous avons obtenu des valeurs en bon P
. . - . 1
: accord. Nous pouvioms donc poursuivre nos calculs numériques. . L -
~ -s; R ' ' . 5
1 . Discutons maintenant les résultats numériques et déerivons
" la recherche de 1la frontidre de stabilité neutre, ‘ ‘ -
. \ .o N ' S
4 - \ . ! - Al
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e ¢
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3.4 Résultats mnériques et recherche de la frontitre de stabilité neutre

~

N v

Tout d'abord, rappelons nos buts principaux: premidrement
trouver la fromtiére e stabilité neutre entre les points (a?B‘)=
(6,-2), et (a2,3)=(3,-2); deuxidmement, expliquer le comportement de-
la fonction singuliére tro;lvée’ par Drazin et Howard (voir section 1.2).

" Nous a.llon\s discuter de ces objec’oi;‘s dans les deux prochaines sec-
tionst Afin de satisfaire le premler btut, nous voulions calcﬁer les
courbes de ‘tanx de crolssance (dci) = const. Pour vérifier 1'6tat
du programné wdont la description est donnée a la section.3.l, nous

.

avons recalculé les courbes de c.,

en fonction de ¢ et de ¢; en fone-
tion de g, pour B=0 (voir tableaux 1 et 2). Nous pouvions comparer
ces résultats avec ceuxvgubliés dans l'article écrit -par Drazin et

" Howard, 1966. Nos résultats étaient en bon accord avec ceux-1a sauf
pour la valeur de a:0.0S.(modé 'p;ir). Probablement ciue les valeurs
données dans cet_ article sont moins précises que les nbtres. la
ré.ison pour laquelle on voulait calculer des cburb\es’. ac\i=cons\t. R

est la suivante: 1'idée que la frontidtre de stahilité neutre form? :
un coin (B=-—2) ne nous semblait pas plaiisible., Pour ess\ayér de trou-

- ver la fron{:iérg de stabilité neutre, nous avons calculé des courbes
ac,= const, (aci=0.l ,0.09,.0.04,0.015 et 0.0035) ou acy était entre
-autres plus petit que‘ celui calculé par Kuo (aci=0.015 el 0.0635).
Ia partie supérieure des courbes de acy calculées par Kuo sont

en bon accord avec les nétres. Par contre, la partie inférieure

3
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des co&rbes étaient trés différentes (voir tableaux § & 9 et figure 9).

Les courbesgc; < 0.0%, gque nous avons calculdées, présentent wne p‘g.rtie incur-
vé;a vers 1‘'extérieur (voir fig.9).’ Nous avons pu fermer les courbes
seulement pour gc; >0.08. La difficulté est causée par le fait queq

varie trds Z(I.entement et au;sfi de 1la difficulté éprouvée pour

deviner les valeurs servant & initier 1'itération. Au-dessous dewla

courbe ¢ =1 ("mode singulier similaire & une onde de Rossby", voir

i:ig.9), ]on note 1'existence d'ondes modifiées de Rossby. Kuo avalt

déjd noté cette existence (voir fig.4); cependant nous ’o\btenons des

valeurs de cr.qui sont plus ou moins différentes des siennes. Remar-

quons que dans cette région, nous avons aussi la présence de modes

inétables. . }
. |
Retournons & 1a recherche de 1a frontidre de stabllité neutre.
Pour cela, rappelons \q_ue 1'on voulait dout d'abord calculer des
#ourbes avec acy trés petit dans le (éoin supérieur gauche du gra-
phique de ¢ en fonct;ion de B3 cette opération nous permettait de
nous guider (da.ns la recherche de cette frontitre. On a seulement -
réussi- & trouver quelques points, 1’initialisation de 1'itération
‘$tant trds difficile. A ce mnoment, nous avons décidé de calculer
»  les ondes de Rossby modifiées poui‘ B autour de'-2 dans le coln supé-
rieur gauche. On se déplagait de droite 3 gauche et on itérait

]

seulement sur un parandtre étant domné que ci=0 (voir tableaux °

a

3 et 4). A un momeni donné, les paramdtres ne convergeaient plus

e —— e
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et on conclualt alors que la région d'instabilité était atteinte.
En effet, nous avons continué’ les courbes pour occi=0.015 et aéi'—'
0.0035 et celles-ci se trouvaient bien a 1'inté¥eur (gfs trés
‘proche) de la frontidre approximative., Pour les valeuréc nunériques
de cette frontidtre, veuillez consulter le tableau 3: Donc le mode
singulier avec cr=1 ne sert pas de fro?tiére de stqbilité dans la
région -2< B § -1.6, comme on serait porté & le croire en consul-
tant les résultats de Kuo & 1la figure 4. Notons cependant qxze ce
n'est qu'au début (B aux .environs de -2) que laufrontiéreu:nulle trouvée
par Kuo correspond au node éingulier cr=l.

Dans lé. prochaine section, ‘nous allons surtout étudier le
d.euxié:'ne o'bjeétif mentionné au début dé cette section. b

\ —-

@

N



! "neutre soit autour de 1 et donc possiblement égal & un. Par ce fait,
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3.5 Le modé . singulier similaire & uneé onde de Rossby pour lequel c¢ =1.
' 7 - T

D'apres les résultats numériques-obtenus jusqu'd présent,
) '/ .
il semblerait que la valeur de ¢, pour la frontitre de stabilité

nous' sommes intéressés i mettre au point un programme pour le cas
olt c,. est égai % un. Pour tester 1le progi‘amme, on sait que pour

e =l et B=—a2(9~a2)/9, on a le mode singulier

' ¢ =( sech y)az/ 3 (tanh y)z—az/ 3,

. ) _—
Lorsque cr=fl, nous avons deux singwlarités (z = + (1-¢)?) et le
contour d'intégration passe au-dessus de 1l'une et au-dessous de
1'autre, comme on a vu précédemment. Maintenant, pour cr=l, nous

n'avons plus qu'une singularité, & z=0, qui correspond 3 la sin-

gularité de la solution. Nous ‘somnes donc forcés d'intdgrer dans le °

" plan complexe, car c'est & z=0 que 1'on teste le choix adéquat des

valeurs propres . Une question se pose: de quel cdté. doit-on con-

Yurner la /siqgﬁ’larité.'Nous ne pouvons y répondre directement car

d G,

, dy
mule toute préte & appliquer. Nous allons voir plus tard toute-

—

cetteyfois 0 et dans ce cas, nous n'avons pas de for-

fois que ceci n'a pas d'importance, c¢.-a-d. qu'on peut soit in-

B

tégrer au-dessus ou au-dessous de la singularité.’

3
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Examincﬁé la méthode numérique. Le contour est un arc de
cercle passant par -1 et 1 (voir fig.1p, courbe continue si 1'on

intégre au-dessus de la singularité).

KN

2 PLAN 7 — contour au-dessus de °
o s
] T Y la singularité
o P&/ . 3
-~~~ cohtour au-dessus de
o la singularité
!
Gauche 2.1, Droite = R

Fig. 10 Contour d'intégration dans le plan complexe lorsque R

Considérons le contéur d'intégration au-dessus de la singularité.d

Ona z=r ol® ot t=1xp = longusur d'la}e.QSoients

~
~N

Be(t) = Fya(tDYp(t) et Bi(s) = (HIY(H),

/

V4

]

et P ‘Y (-s(l—-z)s-lieie) + (1-2)° g _
at R T

(12)® 3Y1 + Y s(aem)* - 160,

at . dt

bl‘éﬁ:ﬁ

ot

dors w0, 6,0 = 450 L8 - B0 o)
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Wpp ¢1) = (-2°)® |y ZY2 - R V- ieiﬁ
- at at’ 128 | -

’

Wb b = (-z) [\y I
) o dt dt ‘
’ 5 eiO .
- Z=zo L]

EY e=o

/z\ . v . ]
Les changements dans 1'équation différentielle sont:

si

alors

Py
=]

Y- dYdz -5 10 ¥ ‘_1_2‘2_“ £(ay faz, Y ),
. dat dz dt dz dz .
dZ!E W L10y 1< {dz\? & at %z
= f( ("'19(- )’(}l) — + — — -—2.‘
212 dat - at it az at

i}

o Fae™) - « L3

T at ' .
~ Pour les conditions aux limites, on at =
a _ .10 4 a> | eead® &Y
C e = ke et : = - e »
dt Ty T aze r dz

\e

Notonns que cette fois-ci, h, le pas d'intégration change de signe

lorsqu'on intdgre de -1 4 0 et de 1 & 0, car de -1°3 0 1! angle

décroft et de 1 1 0 1 'angle croft, Si on veut integrer au-dessous

2

de la singularité, il suffit de poser.6— -0 et le tour est joud.

3
~

e e N

!

IR P,
by
. A




O

4
¢

~51- '

Numeriquement, pour le mocle s:\.ngulier avec ¢ "1 on obtient
¢*( -z*) = ¢R(z) en 1ntegrant au-dessus de la singula.rite. En/inte—
grant a.u—dessou§. de la singularité, on obtient les mémes valeurs
propres et on a ¢L(—z) =¢§ (z*). L'explication est la suiv;azite:
ona z=g,+r el® ot sans perte de'généralité, on peut mettre
2= F =1 el® (voir £1g. 11). L'éguation différentielle devient:

(1- 32)2 d¢ §(1-¥2) d’" - afgr BT g <o (3.25)

-1

DS

" comme on a vu précédemment (avec c=1), et si F= 19‘:Le celle-~ci

s

devient:

0= 219(1+ezie) [d2¢/_ 1 d¢} . 2i(l+ezie)_g zg{ 4 B ¢ (3.26)
d _

a0

I
4

M Lo=0

L bes |
Gauche I, Droite= R _ .

¥

F‘:;Lg. 11 Contour d'intégration o gz = J=1 91‘f( cr=1)a. '

- ’

S1 dans 1'équation (3.26) .on remplace § par § (=-8), on obtlents

0= e2116(1+e‘%13) [.‘fﬁ + 129]\; 21(1.,_3—216) gg ' R
B2 ] T b (3.27)
- g« {(a-ﬁl'j)/(ﬁ-l)'] o .

.
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‘On peut voir que 1'équation (3.27) est 1'éguation conjuguée complexe

de (3.26) et on en conclut que:

7 () = ¢R(6> N

. -
Done ce résultat est dil au fait qie ¢ est réel et & la particularité

du contour dans le plan complexe. Il s'ensuit que:
L
¢R(o) = ¢ L (0)

AN ’ . 4

et par conséquent, le wronskien devient:

Bt s - i8] B+ 611

1

~ Ceci est une quantité réelle et la partie 1magina.ire{du wronskien

est done identiquement nulle. Nous n'avons qu'une seule quantité pour
tester la valeur des valeurs Propres, mals ceci est suffisant car

i-—O et étant donné gue 1l'on intdgre dans le plan complexe, les

fonctions propres sont ree;uliéres. Schématiquemeng, on a:

* A : o '
'ﬁﬁéﬁ{ #&) PNz ,

pea| ') '

' ¢

~On voit donc clatrement que le fait d intégrer au-déssus ou au-dessous
de. la singularité revient au méme. o l
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Pour le "mode singulier (cr=1) similaire A une onde de.Rossby"
on se démande si celui-ci a bien sa place sur ie graphe des modes
pairs. La réponse n'est pas évidente. Pour une’ valeur c(q,B) complexe

(B autour de -1.2 et ¢, petit ) et prds dumode singulier c,<1, nous -

i
t

i
avons constaté que les valeurs de la fonction propre , n'étaient pas

prds de celles du mode singulier. Ceci nous porte & croire que la
réponse a l'interrogatiép est non, mais que conclure sl la fonction
propre varie rapidement? D'un autre c61;é, dans la région ol
-2< B K 1.6, le mode sinéulier ne joue .pas le r8le de frontidre de
stabili‘c{é; ds plus, ce mode traverse la courbe acy = 0.04, On est
donc amené & conclure que son réle n’est pas important ( du moins
du point de vue de la stabilité) et qu'il joue un rSle plus inpor=___ -
tant avec les ondes de Rossby modifiées, Notons que le nom domné A
_ ce mode singulier n'est peut-&tre pas aPPmpIié étant donné que

N celuirci posside 1i“ne couche eritique & z=0, alors qu'une onde de

Rossby n'en possdde pas;.‘ Notons que I:our trouver la frontiérle de sta~

‘tﬂ.iité neutre au-dessous du mode singulier, nous ﬂ'avoris pas pu nous

. servir de la m8me méthode que pour trouver ?la frontitre de stabllité
neutre au-dessus de celui-ci. En effet, on sait qu'il y a des ondes

de Rossby modifides dans la réglon ausdessous de la courbe cr=l;

) ] -
T 51 on étudie la couche critique en variables "internes" dans
le cas ol c=1, on obtient une équation différentielle plus compliquée

'que celle obtenue  pour ul f 0. On at

Sotent X (1) = #(y) ot M= (oRe)* s

alors 1l'équation différentielle est:-

SO
-
-

L R e e ks s B saa i h - CR s * N - A o
; Lt - N . . \
' . . . .
L2 N TR e R e s ks m st el e
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Pour pouvoir ‘la. solutionner, i1 faudrait faire des approximations
simplificatrices. Si on néglige le second terme de 1'équation
précédente, on obtient une équatn‘ion parabolique cylind_rique qui a
déJ:é. été étudide, Il faut aussi noi\:er qu'en utilisant: le programme
qui. fonctiqnne trds blen pour cy=1, chaque fols que nous essayons
de trouver la frontipre de stabilité neutre en posant cl, les )
valeurs propres  convergent: vérs celles du "mode singulier (cr=1)
similaire & une onde de Rossby". Done, solt que c, # 1 pour la
frontidre de stabilité neutre, ou qu'il y ait -présence d'un
phénomdne inexpliqué.
La ‘poursﬁite &e la recherche sur ce pirojet exigerait™
une étude complite de la contrainte de Reynolds lorsque ﬁ(" = 0 R
(°r=1) ,de 1'équation de la couche cx\it.{que en variables "internes" ,‘}'
et de la'fagon de raccorder la solutfori-de celle-ci & la solutihom"'
de l'e'quati‘on en varlables ‘externes" valide en dehors de la cog—-{/

che critique. Numériquement, il faudralt compléter le graphique

¢
f
P

de la figixre 9.
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TABLEAU 1

Modes pairs (B=0.0)

44 Cr Ci
'0.05 | 0.04879 | 0.1660
0.2 | 0.1678 | 0.2566
0.3 0.2282 | 0.2667
0.4 | 0.2804 | 0.2631 ]
0.8 0.4239 | 0.1984
1.0 | 0.4751 | 0,1590
1.5 | 0.5784 | 0.06849
1.9 | 0.6496 | 0.01151}
2,0 | 0.6667 | 0.0

TABLEAU 3 .

Frontitre neutre approximative
O B
2.3 ~1.996< B< -1,997
2.0 ~1.944< B<=1,945
1.8 | -1.85 <B<-1.84
1.6 | -1.705< B<-1.703

T (1.8

TABLEAU 2
Modes impairs (B=0.0
o ) cr . Ci
0.1 0.8904 | 0.1034
0.2 | 0.8261 | 0.1209
0.4 0.7450 | 0.1075
0.8 0.7002 0.07436
1.0 | 0.6667 | 0.0
—-
TABLEAU 4
Ondes de Rossby modifiées
o B C.
2.3 -2.0 1.0025
2.3 | -1.998 | 1.0015
2.3 | =1.997 |1.0011
2.0, | -2.0 1.0230
2;0 | -1.98 |1.0235
12,0 ~1.945 | 1.007
1.8 | -1.944 |1,0611
1.8 | -1.87 |1.0291
1.8 | -1.86 | 1.0221
1.6 | -1.75 | 1.0645
-1.71 | 1.0358
1.6 | ~1.705 |1.0182

2
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" TABLEAU 5
. aeg 0.10
a B €y ‘ci
0.35 -0.02655 0.3433 | 0.2857
0.36 -0.01203 0.2992 | 0.2778
0.36 ~0.05450 0.4257 | 0:2778
0.b ~0.09730 0.5087 | 0,2500
0.43 [v-0.1274 0.5482 | 0.2326
0.5 =0.2045. 10,6181 | 0.2000
0.6 -0.3197 0.6936 | 0.1667
0.7 -0.420% 10,7550 | 0.1429
10.76 | ~0.481% 0.7925 | 0.1316
0.80 | -0.5276~ . 0.8180 | 0.1250
0.86 ~0.6050 0.8543 | 0.1163
1.13 -0.9969 0.9558 | 0.08850
1.42 ~1.3467 0.9779 | 0.07042
1.5 -1.4091 | 0,6740 | 0.06667
1.6 -1.4529 0.9634% | 0.0625
1.7 -1.4323 0.9429 | 0.05882
1.76 ~1.3446 0.9178 | .0.05682
1.79 | -1.2113 0.8883 | 0.05587]
1.77 | -0.7600 0.7943 | 0.05650
175 | -0,6859 ) 0.7688 | 0.05714
1.6 | -0.1571 0.6383 | 0.0625
1.46 0.07667 0.5470 | 0.06849]
1.31 0.2058 0.4648 | 0.07634
0.9 0.2180: | 0,2980 | 0.1111
0.44 . 0.02948 0.2322 | 0.2273
lo.b 0.01152 0,2500 | 0.2500
0.38 0.001332 | 0,2670 | 0.2631

.
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TABLEAU 6 N
\ acs 0.08
« B ‘ br ci
1.8 -1,5686 |0.9592 | 0.OLLLL
1,88, | ~1.4251 0.9252 | 0.04255-
1.9 -1.0885 ]0.8616 | 0.04211
1.83 .| -0.5967 |0.7628 | 0.04372
1.62 [ 00.,005929 | 0,5988 0.04938
1.37 0.2854 |0.4538 | 0.05839
0.8 0.2261 |0.2310 | 0.1000
0.k 0.04183 |0.1708 | 0.2000
0.285 | -0.01109 |0.2731 | 0.2807
0.295 | -0.00266 |0.2383 0.2712
0.29 -0.03289 | 0.3661 | 0.2759
0.33 ~0.07075 | 0.4580 | 0,242k
0.43 ~0.2048 | 0,6087 | 0.186Q
0.58 -| ~0.5213 | 0.7495 | 0.1379
0,66 -0.6035 [-0.7824 | 0.1212
0.7% | -0.6479 " | 0.8019 | 0.1081
0.81 | -0.6143 0.8108 | 0.09877
0,84 | -0.6038 " | 0.8366 | 0.09524|
0.92 -0.7103 | 0,8942 0.08696
0.98 | -0.8018 [0.9246 | 0.08696
1.03 | -0.8793 | 0.9443 | 0.07767|
1.09 | -0.9717 |0.9625 | 0.07334
L15 | ~1.0695 | 0.9759 | 0706957
1.21 ~-1.1487 | 0.9854 o§06957
129 | -1.2570 | 0.9932 | 0.06202
1.89 | ~1.477° | 0.9951 | 0.05369
1,67 | -1.5868 | 0.9815 | 0.04790
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TABLEAY 7
(101:0_. ol
@ B Cy ci
1.05 -1.1971 0.9166 [0.03810
11.0 ~1.2543 0.9264 .[0.04
0.9 | -1.2593 " | 0.9286 |0.0LlLk
0.8 ~1.2322 0.9252 [0.05
0.67 | -1.1688 0.9154 |0.5970
0.48 ~1.0059 0.8838 |0.08333
0.4 -0.8950 | 0.8575 |0.1
0.33 | -0.7593 ' | 0.8191 |0.1212
10.27 | ~0.5927 | 0.7603 |0.1481
10421 |'=0.3221 |- 0.6223 [0.1905
0.193 | -0.1650 0.4963 |0.2073
2.0 -1.8123 - 0.9852 | C.02
1.8 ~1.7989 1.0038 |0.02222
1.66 «| -1.7181 |°1,0124 |0.02410
1.52 | -1.5957 | 1.0182 |0.03832
143 | 14972 | 1.0195 | 0.02797
1.3% | -1.3847 | 1.0178 |0.02985
1.26 | -1.2741 1.0128 |0,03175
1.18 | '-1,1552 ° | 1.0033 | 0.03400
0.9% | -0.7633 0.9181 | 0.04255
10,185 | 0.0009561| 0.1316 | 0.2424
fo-% | 0.07926 | 0.07917|0.1000
0.63 | 0.1979 |-0.1223 | 0.06349
1.0 _ 0.4105 0.2271 | 0.04
1132 | 0.4956 0.3558 | 0.03030
1057 0.3851 0.4830 | 0.02548
1.82 -0.005486 | 0.6370 | 0.02198
1.9 -0,2190 0.6936 | 0.02105
2.0 -0. 5774 0,7723 | 0.02000
2.1 -C.01141 | 0.8739

0.019501|"




TABLEAU 8

aci=0;015
_Partie supérieure de la courbe
o a B c. Sy

1.92 0.030719| 0.6470 | 0.007813
2.2k | -1.2846 | 0,8944 | 0.006696
|2.2562| -1.3605 | 0.9118 | 0.006643
2.2798 | -1.6002 0.9462 | 0.006579
" 2,2748 1 -1.8003 | 0.9741 | 0.006594
2.2321| -1.9018 | 0.9838 | 0.00672.
2.2096 | -1.9203. | 0.9920 ‘| Q.006789
12,1585 -1.9800 | 0.9966 |0.006970
2.1 21,9434 | 0.995 | 0.007143

2.0. | -1.9290 | 1.0039 |0.0075 |- .
1.8 | -1.8477 | 1.0130 ‘| 0.008333| .. ~ -

S S ~1.6990 | 1.0220 | 0.009375

Partie ‘inférieur;,* de la coui'be .
0.1 -0,6101 | .0.7646 |0.15
10,122 | -0.7785 0.8238 | 0.1230
0.16 | =0.9707 | 0.8761 |0.09375 | ;

v, - ‘|o.21 | -1.1301 | 0.9102 |.0.,07143
' ‘ 0.32 ~1325?7 | 0.9430 | 0.04688 |- A

0.46 | =1.4549 | 0.9600 |0.03261
0.6 | -1.5308 | 0.9682-|0.025 |
1.0 | ~1.6345 | 0.9762 |0.015 .
1.15 |'-1.6376 | 0.9739 | 0.01304
1.2 | -1.6191 | 0.9700 |0.0125

.
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TABLEAU 9
ae,=0,0033
Partie subérieure de la courbe
o A3 Ce G
2.28 | =1.280 [0.8793 0.001535
2.36 | ~1.6022. | 0.9477 0.001483
2.38 | -1.9355 | 0.9918 | 0.001A470
2.37 | =1.9580 | 0.9948 0.001477
l2.30 | -1.9870 | 0.993 | 0.001522
2.0 ~1.9440 | 1.0063 0,001750| .
1.6 ~1.7033 | 1.023 0.002188|
Partie inférieure de- 1la courbe
0.035 | ~0.9325 | 0.8669 | 0.1 14
0.042 | -1.04843| 0.8938 | 0.0833 |[¢
0.0758| ~1.3388 | 0.9455 | o0.04617 |,
0.1 | -1.k405 | 0.9592 | 0.035 |f
0,16 | ~1.5761 | 0.9743 .| 0.02188 |
0.285 | -1.6951 | 0.9849 0.01228 -
0.48 | -1.7710 | 0.9902 | 0.007292
0.68 | -1.8098 | 0.9925 | 0,005147
0.9 ~1.8359 | 0.9936 0.003889
1.14 | -1.8545 | 0.9939 0.003070]
1.25 | =1.8591 | 0.9931 0.0028
1.34 | -1.8293 | 0.9864 | 0.002612
" (?’
- ' ™~
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R CALCUL DES BORNES DE LA VITESSE DE PHASE

soit N(y)=g(y) /(). . @) .

-

Si on utilise pour variabtle dépendante N au lieu de .§ dans _ S .
.  1'équation de Rayleigh-Kuo, on obtient: Tl : \
7 4 (u_c)?_@ e N(ﬁ--c:),2 +BN(-e)=0 -, (L2)"
‘ . dy dy{ - ' oo '
' avec les conditions aux limites N =0 & y =f« , Sion mul- .
tiplie 1'Squation’(1.2) par N* (* stgnifie le conjugué complexe) .
' et ‘on intdgre 1'équation sur y de -'© & ‘w , On obtient:
| : - ’ ' . >
| © 4 2 aN] o 212 2 i 2 S
| I w2 [(ue) = dy -J of|N“(u-c)’ay -+ BIN|%(3-c) dy =0
‘ ' O wy o
- ] . R ) IS 1 .
Intégrant le premier terme par parties, on obtient:
LN WY . ) ] 2 - o0 ' - .
. - 2 |aN 214121 .- . 2 ;- -
J (§-e)” __.l + g IN, dy = pJ" [N|® (T-c) ay (1.4) . -
) ] 1dyt ) ~00 )
. Utilisant le fait g’[ue~ (ii—c:)2 = (i~ )2-fc 2 _ 21¢ (a-c. ), et |
\ s ‘r/™% 1\ U=Cp /s ﬁ
prenant la partie imaginaire de 1'équation (I.4), on a: « , !
' - Tias| 2 . 2,2 Pt 2 | ' - :
- 2(i-e)) “-_l + o [N} ]dy = g [Nl “ay .(1.5) . -
y OO dy - 00
' v c g
S . N / 1
’ - , , Sacha.rﬁ: que N'tend vers zéro lorsque y tend vers plus ou moins 1'in-
. fini, nous pouvons prendre sa tz:ansfomé_é de Fourier. So:fentz
* 0. ' . .
. B X’ ’ ‘ N [ J" Nk eiky ﬂ ! ' . ' .
O P | |
, - - . 1 ] -
et =l @) eMaky . - *
o . > 2‘"‘ ’
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On peut conclure que N = (N_k)*. Etant donné que
+ 00 ' N -
=S TS S A

y alors

A

. o sz oo )
g ,a_y-\ dy= fJ'f -k k' N N* "eiky ik'y dak dk'
0 o0

k
e
: * iky = M
' Puisque [ e Y dy/am= & (k), 1'équation (I.6) devient:
- \
{.{ 'k N N, dk'dks(ktk') =) ak K2 lNk\z >0
; N 2 T ~00 2n' v
(5 (x) est la fonctiomnelle cfe Dirac).
E
D'autre pa.rt‘
14 g

flmz JWwJ”akm% iwy&'w—de&L

2 m

L

211‘

k-]

L'équation (I.5) peut &tre réécrite de la fagon suivante:

o0 g ' o0 s ‘
J, TP ay = opf F oy + 8/2 7 ay N
| anft. 2.2 |
o B(y) = ‘_ + o2 |N| S
1 ‘dy L3
e " J - ’ !
- e y
o 2
- Z 2
Ona..EOdef dk N (k+a) J dliﬂ
. 211 CLRT
oo S |
: _ z . ;
etﬁdeyq;dk|%|.
2m - '
Alors . _,[mﬁde iﬁ/@f«.de

oo(%g ' ,
L

ay

G

(1.7)

(1.6) |

(1.8)




( ) On sait que :

m

L ‘ dey<I‘ iPay< uaxfdey\' . /

-
’ £
’ et si 1'on définit _
[2¢]
= _ \Lo a Pdy ) N
! 00 P
; d, . .
00 J..::o Y 00 .. o !
alors, 3.0 -plIW o Gl I W g gl
. min r = max
N 2 2 2 oo
~ [Pay [ Pd S Pay
L ) .
~ %
[« o] ©0
- poit: ([, Jdy /[,Pdy)= 2K, alors, d'aprds 1'équa’cion (1.8), on a
- o 2K < 47a et Ty, ~'B K < c<(umax—sx)
' Donec pour: '
‘ MB>°' n, -B/%° €¢, < U
v i , nin | S T T max
‘ : 0: 0 i+ {8)/2a% :
, @< 0: Woin < ¢ € umax Bl A

|
A e

5
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C} ’ Appendice IT

CALCUL DU THEOREME DU DEMI—QERGL}E} MODIFIE

A

Considérons

f dy(u—u )(u- ﬁ)P =J_‘:ay{uP(u A min)uP

. + - n-
o K Ynax"nin ] '

La partie réelle de 1'équation (I.l4) donne:
¢ ’

=<}

I (gﬁ-cr)zllc12>*'P'ay= B (nc) dy;

soit encore:
\f_:udey = +c )J"°de+sj_:°gﬁdy'.
’ —-BJ_;;Jcrdy +£°2ﬁchdy.«
En utilisant 1'équation (I.7), on .obtient:

Ld ' . - N .
o0 1 . (=]
2

o0
2 _ . : 2vp “
f o°pay= (e, +ef) Pay + pf Juay.
ﬂb )

[

" Utilisant 1és équations (I.7) et (II.1), 1'inégalité ci-dessus
devient: : »

v 00 . o0 . 7
02 (c2+e,%) Pay + BfJﬁdy ,

’_ . | - (umax min)[ f Pay +(B/a de]

u N . * '[ooumax min P dy.

Soit aussl:

] - R 2
> -
0’{ ’ °(max min)+°i Y ma.xmin}f Pdy

G 502 3 ey (5~ Hipy * ) :

'(II.l)v

”(jn.é)
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Poux/‘; B> 0, si ‘on remplace i par ﬁmin’ alors on a s
, ‘ 2

L a /\
.

00 . .

- A5 a Al - N
'I-w|J dy, [u z(llrnax+umin)}> 2(uma.x min)'r )

LW

L > Hliggy = By ) P .
' ‘ 2
v \a

‘
¥

Utilisant ce resul'&at dans 1'équation (II.2), divisant parf P dy

Y

et rearrangeant les termes, on obtient:

£ g \2 - = i 45 \° '
Ymax min) +P  (Cnaxnin 2y - max 'mi + ‘ciz (11.3)
2 / a? 2 d 2 =
Pour' B< 0, ‘on remplace G par Bax 002 Alors: ’
oo : T ’ . ‘ o
=~ U+ : -
§ o Jdy {u -( rna.x2 min )} < %(umax-umin) F, Jay <
o " (11.4)
~ %(ﬁmax"nmin) f, Pdy
r ‘ (xz

L' équation (II.2) devient:

1
o

AL ﬁv*{a-%ﬂimwm)i»'{ci?—,c.<u a1 * P @

Utilisant 1'inégalité (II.4) dans 1'équation précédents, on obiient:

v

18] i‘g%;"é.n.)f P dy >|Blf J dy (n %fﬂm;x Lan)l >

fad

2 2
zirhc(ua.x min)+°1/ Upax® mJ‘de

«

. -]

Divisé.ut cette équation pa.r.!;o P dy, on voit que 1'on obtient la méme

équation que lorsque B> 0. Il suffit donc de remplacer-p par la
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valeur absolué de B dans 1'équation (II.3) pour obtenir le demi-cercie

modifié valide pour tptit' B. ;
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