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,RESUME 

L'étude de l'instabilité l:tnéaire barotrope du jet de Bickley 

2 
( ü(y)= sech y ) se fait à partir de l'équation du tourbillon barotrope. 

Le jet de BickJey est un éC0u:L,ement parallèle; sa stabilité s'étudie en 

superposant une. petite onde perturbatrice. En utilisanli 11 approche den 

modes normaux, on obtient l'équation de Rayleigh-Kuo.- Celle-cir avec 

les conditions aux limites, est solutionnée comme~n problème aux 

valeurs propres. Le jet de Bickley satisfait les conditions requises 

pour utiliser l'approximat:ton du plan f3. 

Certains résultats analytiques servant à im,posE'r des limites 

sur les i.·ésul tats numériques sont déduits. Entre autres, l'applicat.:torl .. 
du thaorème dp. demi-cercle modifi<;). Les variations des contraintes 

de Reynolds sont aussi considérées •. 

Les résultats numériques présentés ici sont en partie d:ifférents 

de ceux obtenus par Kuo. On localise approximativement 'et pour la 

première fois une partie de la frontière de stabilité neutre ( ~ autour 

de -2.0 ). " "-Cette partie ne correspond pas a.u mod e singu] 1er similairt3 

à une onde de Rossby~ pour lequel la vitAsse de phase est égal à un. 

A la sui te de cette recherche, nous concluons que ce mode slngÎlJier' 

ne 'joue pas un rôle important dans l'étude de la sta bili té. 

@) Godelieve Ueblonde 1981 
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ABSTRACT 

The study of linear barotropic , instabilit y of the Bickley 

jet (ü(y ):sech2y) is accompli shed by considering the barotroplc-- -----, --- - - - - - ---1 ' 
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vorticity equation. The Bickley jet ls a parallel flow, and the study , 
. , , 

'of 1ts stability is done by superimposing a smal] wavelike perturbation. 

Using the n0rmal-mode approach, we obtain the Rayleigh-Ruo equation. 

This equation, together with its boundary conditions is solved as an 
, '-. 

eigenvalue problem. The Bickley jet satisfies the requirements for 

use of the' " 13 plane approximation.' 
1" ~-

- '"' ... 

Sorne analytical results are deduced,+fhich provide bound.s 

for the numerical resul ts. Among thém i s the modifi6d semi-'circle 

theorem. The Reynolds stress variation i15 al~COnSidered. 
The numerical resul ts presented herein are in part diff'erent 

" from those obtained. by Kuo. We locate apl1roxi.mat~ly, and for the first 

Ume, part of' the neutral stabilfty boundary ( f3 around .:.2.0). This 

" .,. ~ l " 

part does not coincide with the singular submode like Rossby wave 

for which the phase veloel ty la one..... After our research, "Ile conclud~ 

that thi:.; stngular submode does not. play an impo~tant role: in 'Lhe, 

study of stô.blli ty • 
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, ,Ch'a.:Pl tre premier 

INTRODUCTION 

1.1 Descriptiort du :problème 

Nous étudions la stabilité linéaire barotrope du jet de Bickley, 

en ut~lisant l'approche des modes normaux. Le fluide considéré est. non . 
visqueux, homogène et incompressible. Le mouvement est supposé horizontal 

et non di vergent. L'équation décrivant l r écoulement est celle du tour-, . 
billon en deux dimensions. L'écoulement :principal se f;üt dt oueM. en est. 

, , 
On suppose que le maximum de la vitesse de l'éGOlÜemeni. de base se produit , . 
dans un~ bande étro'i te de lat! t.ude et que cet écoulement at~eint rapide-

, .. " 

ment une valeur constante lorsqu'on ai'proche le pôle ou l'équateur. Sous, 

ces conditions, """ , , ~ il est permis d'approximer les coordonnees spheriques ter-
,t. J ~, 

res~res par deS ~oordonnées cartésiennes (x,y,z) qui sont res:pectivement 

dirigées vers l'est, le nord et laoverticale. Les vitesses respe~~ives 
o • 

sont u, v et w. La vitess(il tie hase U prend la forme U = ü(y). 

Puisque le cour~t est non di verg~nt e\1 hari zontal, nous pouvons 
,-

définir une fonction de courant tf (:x;, y, t) pour un mouvement perturbé de 

la fa~on suivante: 

On suit ici la convention utilisée en météorologie. 

-1-
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L'équation du tourbillon nous dit que pour tout élément de fluide, 
. 

la composante verticale du tourbillon absolu est co~servée. Le tourbillon 

absolu comprend le tourbillon produit par le mouvement relatif à la terre 

et celui causé par la rotation de la terre. L'équation du tQutbillon est 

la sui vante: 

- 20/ "9.
2 ~) ~ t ( ~ + u(y) ~ ) V +r (~ - = o. (1.1-) 

àt àx 
{} oy2 3x. 

Soi t' f == 2!lsin e le paramètre de Coriolis, où oe est la -1.atlt~e et n 
est l~ vl,~~sse angulaire de la terre. Alors, puisq~e nous cl;>nsidérons 

, \ 

un jet .r~f;lt~eint , un~ bande étroi t~i f peut être linéarisé autour de la 
. ~ ~"'~ , . 

latitud~ moyenne 90 ., i.e. f ~ fO + t3cY' poy« fO où fO := 2\1 sin 90 .... 

~t ~O = 2
R 

cos 00 où R est le rayon de la terre. 

"): En mÈHéoro1ogie et en océanographie, l'approximation utilisée c1-
\ . 

haut ( dans laquelle on remplace les coordonnées sphériques par des' coor-
\ , 

donné~s c~ésiennes~et où on consi~ère ~(y) comme une constante) est 

appelée l'approximation du plan bê~a. 

Posons ~ ~X,y, t) ::~teia.(X - ct) s6 (Y~I alors l'équation (1.1) 

devient 

(1.2) 

où cr est, le nombre d'onde. et _ Re \c.) est la vitesse de phas~ (c pouvant 

être 'complexe) c'est-à-dire c = cr + iCi. ~'équation (1.2) est appelée 

équation de ~ayleigh-Kuo. Par la suite, l'indice 0 associé à ~ sera OAis. 

r 
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Tout dépendant de la valeur d~ cl' plusieurs possibilités se pré

sentent pour le comportement de la fonction de courant: 
-

.. si c. /: 0, la fonctitOn de courant contient un terme de 
~ 

o 

croissance exponentielle dans le '!;emps; 

si c~ ~ 0 , l'onde est ampllfiêe; 

si c. < 0, l'onde est amortie; 
~ 

v 

si' , ci = 0,. l '-onde est neutre. 

Le jet de Biokley ( ü(y) = sech2y), di~ensionalisé de façon appro-
~ 

priée, reproduit-bien les conditions requises pour utiliser } 'approxima-

tion du plan bêta. Nous utiliserons les variables sans dimensions suivantes: 

* y = y /L = eRiL et 

-u *(y*) V est une échelle de vitesse de et- L est une 

. - * * .. 
qui mesure les variations de, U (y). 

Maintenant, étudions les conditions aux limites. Puisqu'on consi

dère un fluiqe s'étendant jusqu'à 1 '~nfini, ~ - doit être borné à l'infini 

afin de satisfaire 'les conditions physiques. Asymptotiquement, u et 

d2üjdi tendent vers zéro, de ~orte qu~el3 deux solutions indépendantes 
~ .'(-1 ~ ..... ...........-

f 

de l'éqUél:tion (1.2) sont e;q,(+-:aR+y) et exp(- a~+y) lorsque y-" 00, où 

o 2 .! ' 
..t+ = (l + ~/a. c) 2 est une racine ayant une partie réelle non négatl ve. 

-
Donc, à.± 00 , ~ est borné si on' prend 

rjJ rv exp ( + al,.Y), lorsque y ~ ± co 

\ 
\ 

(1.3) 
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En général, requérir que ~ soi t ~iml té à 2: (10, implique que ~ tend 

vers zéro à l'infini •. Les ,conditions aux limites peuvent dème être 

,~ = 0 aux points y ± 00 • (1.4) 

Oependant, si<R+ est imaginaire, les deux solutions indépendantes 

sont bornées et ondulatoires à l'infini; el1es ne subissent ni amorts

sement, ni amplification. Pour tro~ver 'la forme correcte q~e~ pr~nd 

à l'infini, nous utilisons la condition du rayonnement de Sommerfeld 
\ 

disant que le flux d' énergie doit être dirigé vers l' extértÊmr. Ceci 

implique' que la composante y de la vitesse de groupe est orientée vers 

l'extérieur. ' Donc ~fVexp(iak+y) lorsque Y"'I OO • oh k+={t3/(_~2)-lJ! . 

est la racine te~ que d(ClC)/d(ak+»O.. Notons que dans ce cas c est 

toujotU-s réel et puisque la perturbation oscill.e comme exp( -ia.ct) 

dans le temps sans amplification, ce n'est pas important à la recherche 

d' instabili té linéaire. 

·JDonc, en gén~ral, la s~bilité e~t gouvernée par l'équation C 
\ ' , 

(1.2) et les conditions aux limites(.,.4). . , 
~ , 

On doit ailJ.si resoudre un 

problème allX valeurs propres' (posé par Kuo ,1949) 011. ~a,valeur propre , . 

est c(a.,~). Etant donné que le problème est invariant sous l'opération 

de conjugaison complexe, une onde amortie avec Ci < 0 implique-l' 

existence d'une onde amplifiée con jugée avec c? 0 ~et vice versa). 
t 

Ceci est évident mathématiquement. Mais du point de vue physique, 

cet aspect est controversé. 

Puisque noua utilisons la temlnologie des ondes modifiél?s 

de Ross by, nous introduisons ici tout d'abord la notion des ondes 

. * 

! 
! l' 

1 -

-, 

i 
l' ". 
1-
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de Rossby en se' servant d'un exemple donné par Howard et Drazln,1264. 

Considérons le cas où l'écoulement de base est nul. 'ç.à.d ü(y)=O de- 110 

, à.' 00. Alors l' équa.tion de Ralleigh-Kuo devient: 

d2 ;/. 2 ,J 
- 2'P =(a + 13/ c) 'P 
dy 

Là seule solution wnni ssi ble bOrnée et pour laquelle l'énergie n' est 
1 

pas radiée vers -1 'intérieur, à y= ± 00 est la fil.u1vante: 

<fi =constante, C':i!-f3/a.2 ~ - a (1.6) 

,Ceci représente une, onde de Rossby a.vé~"une vitesse, de 'phase = ~/a?', 

dans la direction des x négattls (Rossby 1939). Les ondes éle Rossby 
.... .. ~ 

, sont :les ondes dispersives avec une vitesse de ~oupe d(ac)/d(a)=-c=a-

L' énergie. es'lt donc. pl;Opagée, vers l'est avec une Vi tesse= ~/ q.2 dans 

la direction o~sée ~ :avit.;ss. de phase. ,(une onde '!l:.~st 
une onde pour laquelle la d~rlvée première de la, fréquenoe ~ par , 

rapport au nombre d'onde n'est pas une constante.(Whitham,1974») 
, . 

* " 
Si, a-4 00, tel que f3-+oo pour V fixé ou à la limite ~0I'&lque 

* * ' * " v~ 0 pour a. ,~ fixe,' Mors on s'attend à ce qUtf c tende vers sa 

valeur dans le oas limite V=O. Dans ce cas limite, une' des 'valeurs 

propres devrai't être CI\, -a, a-+ 00 puisqu'on sai t' qu 'une ~nde de Rossby 

existe dans le c~ limite considéré précédemment. Maque ~e fluide 

s'étend dans un domaine infini 1 nous n'avons pas de oontraintes 

clnématiqués causées :par les front1~res. Dans ce cas l1~ite. il nO. 

ya pas d'instabilité inertielle de l'écou1em~t de base ü*(y*) 1 ... , , 

relatif au syst~lIIe de rotation par lequel' l"équi11~e . du tourbillon 
. 

serait perturbé. Notons que noos avons la :présence du gradient de , 

" * 
tourbillon f3 dû à la rotation terrestre. 

1) 

' . 

) 

t 
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Soient L -7 0 pour a* et 13* fixes et le champ de courant 

Vü(y) ne rétrétissant pas à zéro. Lorsque L~O pour a* fixe,a-,O 

donc ~ une limite éq~ivalente est a~ 0 pour ax- fixe. Lorsqu,e L-+O pour 

y* fixe, Y:=.y*/1 tend vers +00 ,0 ou - 00 dépendant du fait gue 
, , 

y* > ,= ou < 0 respectivement. Donc à la limite 

n*(y*) ::: V ü( 00) ,r-> 0 

::: V ü( 0) ,y*:: 0 

::: V ü( -00) , y*< O. 

Pour.un jet, on a ü(-~) = +ü(oo) ,et ü(~) = 0, ce qui implique que 

ü*~ 0 lorsque L70 pour Y* d.xe. Pour Ü*=O, nous savons que la 

valeur propre c*=-a* provenant de l'onde de Rossqy.-Nous en dé
c;-

duisons que tou? les coUr9.l1ts du type jet ont (au moins un mode 
~ . 

avec) ,une valeur propre stabilisatrice c(a.,a) -i -a lorsque' 

a. -7 0 pour a fixe. 

Introduisons maintenant le critère de Rayleigh-Kuo 

(Rayleigh, 1980 et Kuo, 1949). Le théorème de Rayleigh-Kuo 

stipule que: une conditiofi nécessaire pour l'existence d'un , . , 

courant instable est que i 2.ü - a change de signe à un point 
• dy2. ' 

quelconque à l'intérieur du courant. Ceci implique dans ce cas 

que ~2u - S doit ê~e zéro quelque part dans l'intervalle 

(..bo :~2.). phy$iCluemen~ cela .3ignifie que le gradient de 

tourbillon ~q - 13 vat:\:, z~ro quelque part dans l'intérieur de 
J 2 - 0 y l 

l'intervalle (...DO , 00) daps le cas _.instable. Trouvons les régionf? 

où cette condition néceS~ire d'instab~lité s'applique. 

- 2. d2.ü\ 2 2. 4 On a u(y)=sech y et- ::: \_4 sech y tanh y-2sech y. Nous devons 
" dy2 d2\ 

trouver les racines de' dy~ - s ==0. En utilisant le changem'ent de 

" 1 
variable z=tanh y, on obtient comme racines: Zo = 2/3 ± (16-6(2.+~))2. 

i : . 
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, \J 1 

Puisque Zo ~ 0, ceci implique 4 :> (J.4-6(2+B»)2 •. Par conséquent, 

-2. 0 ~.;3 ~ 2/3, et la région ~ < -2.0, ~> 2/3 est stable. (VoirV 

figure 1.) 
, 

Considérons maint~nant les solutions explicites que Lipps,1962 

et Howard et Drazin, 1964 ont trouvés. 

1.2 Solutions explicites trouvées jusqu'à présent. 

Lipps en 1962 a trouvé deux solutions neutres. Notons q~'il 

a considé~é le cas ~ ~ 0 seulement. La dé~erte de ces solutions 

est basée, sur la ~euve de Kuo,1949 qui dit que pour un je~ fini, 

restreint entre deux frontières, si ü~c à un point y= y pour une onde 
1 c 

12 -
neutre, alors ~~ u est nul à ce point. Cette preuve, basée sur le 

dy2 
théorème de comparaison de sturm( Ince 1944), peut être selon Lipps 

;facilement :t'amenée à notre cas à la sui te de quelques retouches. 

D'après. Lipps, il faut tout d'abord' trou~er les vitess~s de . ~ , , 

phase des ondes neutres poUr lesquelles c >O,-ceci en évaluant les ~ . , 
..12 -racines de ~~ u = o. 
dy2 

Si cl ,2 sont ces vitesses de phase, l' 

équation (1.2) deviem~: 

d
2 .'~ 

dy2 

2 2 . 
+ ( 6 sec? y- k ) ~ = ~ , k2 6 2 ou =: Cl ,2.f<l (1.5) . 

En utilisant le changement de variable z = tanhy, l'équation (1.5) 

prend' la forme de l'équation associée de Legendre. tes deux 

solutions sont les polynômes associés de Legendre suivant: 
• 

~(Z)=3Z(1-z2)t et P~(Z)=3(1-z2)1. D'aprè~ les propriétés de symétrie 

(Chapitre 2,seotion 1), les conditions aux limites sont: 

(1.6) 

-------------------..",""", ---:------..:.;---- , .... _~,_ .... ,,'Il , ,..'" 
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.. ou (1. 7) • 

Nous avons donc les deux solutions avec y comme variable indépendante: 

-----
avec 

~ 2= sech y tanh y 

avec c=(1/6)(3+a2) et ~=(1/6)(1~2)(3+n2) qui est impaire (voir fi

gure 1). 

Notons que la solution paire a deux branches dans 10e plan 

(a2,~). Pour la solution paire, Lipps, utilisant la méthode de 
~'-', 

/ \ 
perturbation de Lin montre que les ondes sont ruDplifiées pour des \ 

i 
longueurs d'onde entre celles des deux onde~;lneutres, correspondant f 

~ ! 

aux deux branches mentionnées ci-haut. De même, pour la solution 

impaire, les ondes de longueurs d'onde plus grandes que cette onde 

neutre sont instables et celles avec des longueurs d'onde plus cour-

tes sont stables. 

Howard et Drazin, 1964 ont poursuivi la recherche de 

Llpps. Cependant, ils ont également considéré le cas ~< O. Ils ont 

remarqué qu'un changement dans le signe d~ est mathématiquement 
\: 

éqUivalent à un changement de signe de ü, bien que S en pratique 

soit toujours posltif. Dorénavant, nous allons considérer ~O et 

~O. Les deux solutions neutres que Lipps avait trouvées sont enco-

re valides lorsque S<O, 

~ .... ,~~,." "' ......... ~" ,'<, .... ri<l\, ... _,.,,~~""'"~ .... "'...........-.... ~_I"II'._ ...... ,.-.. .. _lp ______ "'" ... _ ...... , ~<~i ,., "" .... ~ __ .... __ ~ .......... ~~~\., . ...-L"-... ,,..>I:: u...~,..J- .. ~"'" t\~_~~~,I~loIt"'À~ 

, _~".~" • 'H' 1 •• __ •• -->,._.,~~. ___ ~ ... __ .. _____ ~"","",",,_.....;.J."~_~._ .• _____ . __ . 

, 
:.-.-.', 
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2 a 

Fig. l • Courbe a:r/> =sech2y, c==a.2 /6, ~=n2( 4"-11.2)/6, mode pair, 

Courbe b:~ =sech y tanh Y. c=(3+n2)/6, ~=(1~2)(3+a2)/61 

mode impair; 

Courbe c: rfJ == (sech y)a.
2
/3 (tanh y)2-rl/3, c=l, .. a=4l(9~2)/9 

Howard et Drazin, 1964 ont trouvé une autre solutlon qu'ils ~nt 

" appelée: "sous-mode impair similaire à une onde de Rossby". Cette 

solution correspond à la courbe c à la 'figure 1. D'après eux, 

cette solution fait partie du sous-mode stable représentant 

l'onde modifiée de Rossby, et en général elle n'est pas une 

:frontière de sta.bilité. Notons que sl c=l dans l'équation de . 

Rayleigh-Kuo et que si le changement de variable z=tanh y est . 

utilisé, alors développant en série de Froebenius: {6 =zs i: zn," 
IThO 

on obtient l'équation lndicie~le suivante: 

.. 

~--""'!9-~ -.----~ .. _- ------:-- "'lU _ • i eMpur 111"_ T SUIF 11*~~·"·-""'~!'-

"fA '; "'.-. ... ~ .. _-'." ... ~:~ '\.1" .... """ ..... , ... '" .w .... ~ 
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s{s-1)-2-~=0, de sorte que 
1 

_ 1 ±{1+4{2+~»2 s- . 
2 

Si ~=-a2+(1/9)Œ~, alors on obtient ùn carré parfait sous la 

• racine carrée et s=2-cr2/3. Pour les termes d'ordre supérieur 

en z, il est aisé de montrer que ceux-ci convergent vers 

. 2/6 2/6 2 2/3 {1_z2)a. et ~ ={1-z2)Cx. z -a • Lo:r.sque y est la varia-
. , 2 2 

ble indépendante, ~devient f6 = (sech y)a. /3(tanh y/-a /3, 
. 2 ' 

soit ~= (tanh2y)(1/sinh y)a. /3. ,La courbe c représente cette 

solution. Notons que ce mode est singulier au point y=O et 

qu'il n'est pas évident comment prolonger celui-ci à travers 

FO. 

En 1962, Drazin et Howard développèrent une méthode 

utilisant une approximation pour les grandes lOl1gueurs à lende, 

afin d'étudier les caractéristiques de stabilité pour des cou-

tants non l?<'rnés (a.'-70). Mais cette méthode ne s'appliquent que 

pour S=O. En 1964, ils ont généralisé, leur' méthode pour S-;O'. 

Ainsi, pour le mode sjr~ier, ils obtinrent c=-a-(a+2/3)2a.2/~3_ ••• 

Il est ~aintenant clair pourquoi ils appelèrent ce mode singulier 

un sous-mode similaire à une onde de Rossby (dans le cas d'une' 

onde de Rossby, c'V-a). Nous allons discuter ericore de ce mode 

plus loin. Jusqu'à présent, on peut conclure que le mode im-

pair ef.'!t pl4Ûs instable que le mode pair pour les grandes ondes, 

bien que le mode pair soit instable à certaines ondes pour une 

plus grande étendue de ~. Ceci si,gnifie que des jets se diri

geant vers l'est (ù>o) sont plus stables -que des jets se diri

geant vers l'ouest (ü <p). 

1 
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Selon Tung"t1981 (qui considère seulement ~ ~O), une forme 
" 

additionnelle de solut.ions existe pour le cas rotationel (~f:.o), 

qui peut aussi avoir des voisinMes in.stables. La solution neutre 
#o. 

est caractérisée par la présence d'une couche cri tique à l'une 

des frontières (c :: Ü min) et est absente lorsque ~::O (par le 

théorème du demi-cercle, Howard,1961). Ce deuxième~mode neutre 

eXiste sous Ùlle condition différente de celle du mode de "point 

d'inflexion" où ',~ Ü = B. De plus, l'existence du t'point d'in-
dy2 

flexion" n'est pas requise. Cependant, pour avoir 'un voisinage 

i 

de solutions instables, un "point d'inflexion" doit exister à l'in

térieur du courant et les mêmes conditions que pour 'l'inst«biljté • 

du mode d'inflection sont satisfaites. 

Nous avons essayé de trouver d'autres solutions expli-

cites en utilisant les fonctions hypergéométriques, mais cette 
'-

opération.fut sans suc~ès • 
. 

Maintenant, 'consultons les résultats numériques. 

1.3 Exposition des résu1t~ts numériques trouvés jusQu'à présent. 

L'étude numérique la plus récente a "été faite par Kuo 

(voir fig.2). Cependant, il ne nous donne aucun détail, sur la 

façon dont les résultats ont été obtenus, sauf qu'il a employé 

une m~thode itérative. Ses résultats nous disent que la vitesse 

de phase des perturbations instables est toujours [ l'intérieur 

de l'étendue du courant de base et pour f,3>0, sa valeur décroît . 
à un minimum et croit ensui te avec la longueur d ·onde • 

• 

\ 
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-0,'1 () 

= 2 sech y. 

2.5 
a 

(b) .. '2..~ 

2..0 

1.6 

0: 
I.~ 
-~ 

o., 

6." 

0.'\. '(3 

S 

(a) c r en fonction de cr 

Cb) aCi = const. 

(Kuo, 1973) 
\ 
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Pour ~::O. le mode pair ~ été calculé Pélol.' Seto et Kuruki, 1961 et 

par Kaplan, ,1964. Les résultats sont monlrés à la figure 3· 

c 
r 

Cl 

Fig. J.Stabilité d'un. jet n~n,visqueux et symétrique (ü=sech2y), 

Sur la courbe I. la solution est symétrique et sur la 

courbe II, la solution est antisymét~que (Betchov et 

Criminale, 1967). 

" '* rMl$i.iII' .... _ ......... .w ... ~;Jl .. ~Aooa.\t..Jt ....... ;h,..- .... ~ 
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Chapitre deuxième 

RESULTATS ANALYTIQUES· ,II 

, Etant donné le peu de succès obtenu lors de la recherche 

des solutions explicites de l'équation de uti-

liserons tous les moyens possibles pour facil~ter 1 

numériques et avoir un contrôle sur ces derniers. Rappelons que 

le but principal est de t~ouver la frontière de'stabilité neutre 

'entre l'es :point:s (~,a:2)=(-2,3) et (~,a2)={-2,6). Pour se situer, 

veuillez consulter la figure 1. 

. Tout d'abord, nous considérons la symétrie des solutions 
• 

de l'équation différentielle étant donné que le courant de base 

est symétrique. Ainsi, il nous est possible de réduire le coût 
" 

des calculs dl environ un tiers, en intégrant seulement sur la 

moitié du domaine. En second lieu, nous trouvons des limites 
,,, 

sur les valeurs de cr,ci et aCi en appliquant entre autres le 

théorème du demi-cercle modifié trouvé par Pedlosky, 1963. et 

aussi par Kuo et ~les~ Finalement,' on étudie les solutions loca-
, 

les en utilisant le développement en série de Froebenius ainsi que 

la contrainte de Reynolds qui devrait éclaircir la nature de, la 

frontière de stabilité neutre~1manquante. 

-14- . 
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2.1 S~étrie de la solution de l'équation ~e Ra~leigh-Kuo. 

-....p J2 2 ü"-8 .....p 
Soit 0(.- - 2 - cr - te]. que <>c ~ (y) =0 repré-= qy ü -c 

sente l'équation de Rayleigh-Kuo. La solution générale d~1> =0 est 

~ ::: Cl 95 l et c2P 2 (cl et c2=constantes). ~ l et f/J 2 sont linéaire

ment indépendants sur le domaine considéré, soit r -L,LJ ; ceci im

plique ~ue le wronskien de ,p 1 et ~ 2 est différent d~ zéro sur 

[-L, L]. Soient 

et· 

, 

trer que le wronskien de. Vl(y) et V2(y) est aussi différent de 

z~ro sur [-L, q . Etant: donné que ~ est un opérateur du :,second 

ordre, la solution générale cf(Y) peut s'écrire ~(y)= aV1(y)+bVZ(Y)' 

Dans notre cas, on a 

;;l (-y) = kiCy) 
,-, 

où k est une constante; alors 

Vl(-Y): c Vl(Y) + d V2(y). 

Puisque Vl(O)=O, ceci implique que dV2(y)=O et par conséquent, d est 

nul, étant donné que l'on cherche des solutions non triviales. De 

même, 

et par conséquent, 

et 

-Vie-y) = C ~i(Y) + d v2(y) 

= C vi(-y) 

-Vi(O)= c viCo) --) 0=-1 . 

V (-y) ::: -v (y) l -1 

Donc 'vl (y) est une fonction impaire •. 
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Suivant le même raisonnement, on a: 

Vz(-Y) ~ e VI(y).+ f V2(y) 

. V2(0) = f V2(0) =*f = 1. 

Aussi, . -
-V'(-y) = e VI(y) + V2'(y) 2 l 

-V,(O) = 0 = eV' (0) 2 l ~ e=O 

et V
2
(-y) = V2(y)· 

Donc VZ(y) est une fonction paire. Si les conditions aux limites 

sont homogènes, c.-à-d. ~ Ct L), =0, comme dans notre problème, on 

a: 

~ (L) ::: a VI (L) + b V2(L) = ° 
~ ( -L) == '-a VI (L) + b V 2 (L) = ° 

En additionnant les équations (2.1) et (2.2), on obtient: 

:2 b V
2

CL) ,=0. 

(2.1) 

(2.2) 

Donc, si V2(L)# 0, b =0 et ceci implique q~e ~ est impair. D'autre 

part, si on multiplie l'équation (2.1) par --î et qu'on l'additionne. 

à l'équation (2.2), on obtient: - 2 a Vl~L) =0. 'Donc, si VI (L,)I 0, 

a = 0 e.t (J est pair. Par conséquent, rj; est soit paire.2!! impai

re. Notons aussi que ~ (y) doit être analytique au point y=O pour 

pouvoir conclure directément que fZl (y) doit être paire ou impaire. 

\ 
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2,2 Limites sur la vitesse de phase et le taux de croissance. 

Dans cette sectiop, on considère les preuves faites par 

Pedlosky, Tout d'abord discutons de la limite sur cr' Dans son 

livre, Pedlosky, 1979, a fait la démonstration pour le cas où le 

domaine s'étend de [-I,I] et ~> 0, alors que nous sommes intéressés 

par un domaine qui s'étend de (_00,00) et où ~ peut,aussi être . . 

négatif. Etant donné que le résultat final changeait peu, on 

a préféré rapporter la démonstration (qui n'est autre que l'ap

plication de la méthode de Pedlosky) dans l'appendice '1. 

Voici donc le résultat: si ü == maximum du profil de vites-max 

se ~t n . == minimum du profil de la vitesse, alors: , mln-

pour~, on a: (Z.Ja) 

qui dans notre cas devient: 

(Z.Jb) 

Pour ~,.on a: (Z.4a) 

qui dans notre cas devient: 

(z.4b) 

Ceci implique que cr peut être plus grand que 1. 

Considérons maintenant le théorème du demi-cercle modifié •. 

Encore là, sa preuve s'applique pour un domaine fini, et ~ positif 

seulement. Donnons lci les résultats; la preuve sera dans l'appendice II. 

..,,-_~ _____ .~<"'~ _____ ~_ ... "l: ... ___ Id __ ..... ' _"'5 ___ 11 WlrlCî""ffl""Y' ........... __ .. IIIIiI!II"' ....... __ ,w..ltJ.·_----:. ...... iiH'-" - , ,. .. " 
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Pour 13 >0, nous avons: 

(u -u ~ 12 a - -
~-

ü + li ~ u - u Z max 2 min + max min ~ max min (Z.5a ) r + Ci 
a.2 2 2 

1 
1 

Ce qui dans no.tre cas devient: 

(1/4) + a/20.2 ~ {cr D2 + ci
2 

Illustrons ce résultat (et aussi (2.)b» par le schéma de'la :figure 4. 

Interdit 

Cr 

Fig.4. Illustration du demi-c,~cle modifié pour fj> 0 

1 
Alors le ~yon du demi-cercle est R = {1/4 + f3/2JJ.2)2. Puisque 

-f3/2a.2~ Cr~ 1 d'après l'équation (2.3b), on peut montrer que 

R ~ ~ S/2a.2 , par conséquent" (Rn est contenu dans' a/Zn ~ et 

le théorème du demi-cercle modifié donne une restriction plus sé-
D • 

vère sur les valeurs que cr peut prendre. 

Pour 13 <0, nous avons: 

1_ - )2' u - u ' 
max 2 min + 

o 1 

~2 
+ !!i 

(Z.6a) 

1 _' 

----,-------------------------
__________________ J 

, ----,----
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Notons que pour ~=O, on ~btient le théorème du demi-cercle de 

Howard (Howard,1961). Dans not~e cas, l'équation (2.6a) devient~ 

1/4 + 1 ~I /21i ~ (cr n2 
+ ci

2 (Z.6b) 
J 

Encore une fois, nous allons illustrer ce résultat. et aussi l'équation • 

(z.4b) par ~e schéma 5. 

Interdit 

~, Fig. 5. Illustration du demi-·cercle modifié pour. f3 <0: 

Puisque ,0 <Cr ~ 1+ I~ /20:2, on peut. montrer que R::f~ 1 :- 1131 /2a.2 • 

, Â - l 

Par consequent, on peut en tirer la meme conclusion que dans le cas 

précédent. En généra.l, c.-à-d. pour 13-.>0 ou f3 ~O, l'équation (2.6a) 

S'éif.pplique. Aussi, à partir de l ~équat1on (Z.6a), 6n -peut conclure 
" , 

c Z ..; . ('\.ax ~ Ü-:f '* 1131 rax
; Um1~ (2.7a) i -2 a. 

. Dans notre cas, on a~ .'. 

ci
2 ~ 1/4 + I~I /2a.2 (Z.7b) 

~ 

... 

" 

~ 
.. 
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Enfin, obtenons un dernier résultat, appliquant encore· 

• la méthode de Pedlosky, pour les mêmes raisons que celles citées 
v 

au préalable j cette fois, puisque la preuve est courte, nous allons 
1 

la d9nner ici" Soi t f6 =( ü-c)"2 X , "K =0 aux points y = ± 00 • 

Réécrivant l'équation de Rayleigh-K~o en utilis~nt A comme variable 
• 

indépend.ante à la place de rjJ , on obtient: 

d f (U-c) ~'X1 -a~(ü-c) X ../dn,:)2 X +1. d2ü X +(I3-d2~)A .;::0 
dy l dy '.r ~y J 4(u-c) 2 dy2 dy 

HuI tipliant la dernière équation par X *, intégrant de moins l' infini 

à l'infi);ti, et prenant la partie imaginaire, on obtient~(l) 

Puisque 2 2 
lü-cl ? ci ' ce qui est évid~nt, et puisque 

on obtient: (2.Ba) 

Dans notre cas, 

Pour- tmuver le maximum deJü ,on trouve 

tient ainsi: - di 2 ' 

les racines del =0 • On ob
d 2. • If, 

( d Ü ) 
2 == 4 sinn y max 

dy max 
, \ (1+sinh2Ymax)3 

10 = -" 
/2,7 

D'où on a que: la.ci2~ 16/27= 0,59261 

(l)par la suite, * d~note la conjuguaison comp1ex~4 

l, 
i 
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Tung a écrit dernièrement 
, /' 

(1981) \~ article sur l'instabilité 

~otrope' des courants zonaux. Le courant zonal" est considéré comme 

étant continu et peut être monotone ou non mOrI6tone.,. Il peut avoir 
\ 

un ou plusieurs points d'inflexion (ceux-ci sont l~ racines de 
.;'~\ 

d
2

TJ./dl - f3 :;::0 et les racines peuvent être de n'import'e quel ordre. Q 

Il d~montre aussi une condition suffisante pour avo~~e,l'instabilité 

dans ce genre de profil." Ces résultats complémentent~~a cOrId1tion 

de stabilité trouvée par Arnold, 1965. Cependant, toutes ces démons-

trations ne concernent que ~O. De plus, celles-ci étant très généra-

les et les exemples étant absents,l'application tle ces résultats ' 

est difficile. 

i 
l 
\ , 

'~ 
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'0 

2.3 Cont~ainte de Reynolds. 
6 

pour calculer la discontinuité dans la contrainte de 

Rey~olds, nous avons besoin du comportement local de ~a fonction 

~, c .-à-d. autour du point ü=c. Nous voulons calculer éette 

discontinuité pour nous aide~ à comprendre quelle est la nature 

de la fonction autour du point critique, en particulier la fonction 

représentant la frontière de stabilité neutre d~jà mentionnée. Pour 

Ü ',c =1=, 0, nous savons que la formule évaluant la discontinuit é de 

la contrainte de Reynolds est donnée par 

=a ~ '(ü"C - ~)"1~12' 
2 \, 1 ü'c\ ' 

(2) 

Le résultat pour ~=O a été démontré en premier par Tollmien. Mais 

lorsque u'c~O ei qu'à ce 'moment ,cr =l t la situation est telle 

'qu'il faut trouver une autre formule ~n d,'évaluer la discontinuité 

en question. 11- est facile de s'en convaincre lorsqu'on consulte 

la démonstration avec laquelle le résultat (2.9) a été obtenu • 

-~ Considérons maintenant la 'valeur de ll'/d.y et [t ] sous 

forme d'in-Cégrale (u' c=O, cr=l) (ici { ] désigne la discontin.ui té). 

Nous avons: 

2aci t e • (2.10) 

Alors, 

ô 
[1'] = ~ '~~~( (ü"-~) Ci dy 

(u - er)2 + ci2 
(2.11) 

(ô petit). 

(2) Le prim~ dénote ici la différentiation par rapport à y. 
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En utilisant le changement de variable z~tanh y, dz=(1-z2)dy, on 

o'btient: 

= 

Cette intégrale n'est pas triviale et de plus~ no~s ne savons pas 

si ~ est régulier au p3int cri tique. 

Maintenant, -calcu1bns ~ (y) autour du. point y=y c et c=1. 

Considérons l'équat~on de Rqyleigh-Kuo et développons en série de 

Froebenius autour du point y~O. Alors 

" , 

. (2.13) 
,~:o , 

Développons en série de Taylor autour de y~O; on obtient: 

ü = (1-y2/2 +'5y4/24 - 61y6/720t .•• )2 = (1-y2+2Y~/3 - l7y6/45+ ••• ) 

~ (2.14) 

donc, ü" - f3 = -2-/3 + 8y2 - 34y4/3 + (2-.15) 

L'équati9n différentielle aevient: 

.' . 

Lorsque n=O, on a: 1 b 
a s(s-l) ys-2 + (-2-/3) a yS-r =0. 

o ,0, 

1 

-) 

-

__ -:-____ . ,_, --.r:---~---............ ,--"-....,,-.,.~, j _________ -.,.) ....... - .. -.......... o\t....-....---- - - ..... ",_ 
~-- .. ----.... I- ,,~'~~~.-~ ~ , " .. , ~,J ("'L\ > , . 

..:......~, ..... ...::...~.,.,~~~--~-~ --
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L'équation iIrlicielle devient:· s(s-1)=2+l3r donc 
, 1 

1 + (9+~)2 
5 1 ,2 = I------~~~ 

2 

Pour 13=0 (AS=), 13~ -5/11- {A 8=2), 13= -2 (à S=1), il Y a possïb~li té d' avoir 

un terme logarithmique dans la solution. Donc,. si 13'" 0,-5/4,-2: 

(2.16) 

Il est très probable que B soit nul dans la plupart des cas. 

Notons que pour la solution (2.16), un changement de phase pourrait 

se procl'uire en traversant la couche c:r.:i tique. 

Pour 13=-2 et c=l, on peut n;o~trer que rp est régthier, 

~ = ~ [ao' [1 +( a2;)~ + {(a:~~)2 -5/6) ~ + ... ] ] 
, ' 

+ B [bo + \y + (n2~~)V2 +tn2:) V J + ... ] 
l ' 

Par un choix approprié des constantes, on peut voir que p pourrait 

être pair ou impair. Nous 'avons pris les valeurs de B=-2 et cr~l 

car au début de ce travail, on pensait que B et cr prenaient ces 

valeurs sur la frontière de stabilité neutre. Plus tard (voir chapitre 

troisième), nous montrerons que 13 n'est pas toujours égal à -2 sur la 

frontière de stabilité neutre. 1 

. " 

.' \ 
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Maintenant, considérons le cas où cr t 1; pour 'tout ~. Alors 

P = cl (Jl + c~ ~2 où ~ 1 = aox (~+cIX+C2~+"') où x':'Y-Yé ~n a 

aussi: 

c = 2 

Aussi, 

2c(2-Jc):-~ 

4c (l-c)t 

a.
2 

+ (2C(2-3C)-~) 2 _1_--:-
6 2c(1-c)t 24 c(l-c)'Î 

24(c~1!3)c(1~c)+(2-Jc)(2c(2-3c)-~) 

24c(1-c) 

2b
Z

-a.2b
O
+b

O 
[24(C-l/J)C(1-Cyt + 2C(2-?C-f3)(Z-3c)]! 2C(1-~)t 

, _, 2 (l'-e)! .1 .-

+\ 2c(2-Jc)-f3 = 0 

2c(1-c)t 

donne b2!bo en terme de "t],/bo • etc, •• Calculons maintenant la discon-
• 0 4 

tinuité dans la, contrainte de Reynolds. Donc I~ll 2N (y.-y c)2 et 

l'~ 212rv «(Y-Yc)1n(Y":'Yc)+k)2. On a aussi dans ce cas 

Par' conséquent, ['rJ=Cl~ 
2 lu' cl 

ru const. (A(y-y c)2+B«Y-Yc)ln(y-yc) -1: k)2~ ) 

Donc, en général, [ T J ~_conf:}tante. 

-_ ...... _--_._--_ .. _- - ----
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Etant donné que pour le profil ü=seoh2y, nous avons deux 

discontinuités,dans la contrainte de Reynolds égales mais ,de signe 

contraire, il s'ensuit que la somme des discontinuités est nulle 
~ ! ,. , 

comme cela doit être le cas car à y '" ± 00 la contrainte de Reynolds 

est nulle. Jusqu'à présent, l'étude partielle faite sur la contrain~ 

te de Reynolds n'a 

qu'elle soit. 

o 

pas c0n4uit à l'élimination de 
"-

\ 

L 
solution, quelle 

A l'aide des informations recueillies jusqu'à présent, nous 

allon~ maintenant passer aux calculs numéri.ques et à 1 'a~âJ.ysé 

des résultats. 

, " 

, 
1 

" 
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Chapitre troisIème 

EXPOSITION DES METHODES NUMERIQUES El' ANALYSE 

,. DES RESULTATS NUMERIQUES 

, . 
Dans ce chapitre, nous décrivons les méthodes numériques 

~tilisées pour résoudre l'équation de Rayleigh-:-Kuo comme un pro

blème aux valeurs propres c(a.,~). La méthode la plus empl.oyée est 

celle de Runge-Kutta du quatrième ordre (méthode d'intégration). 

L'équation différentielle est du second ordre; ceci est éqUivalent à 

un système de deux' équations du premier ordre. Le système d'équations 

à résoudre est à valeurs initiales., Nous effectuons l'intégration 

sur l'axe des réels ou dans le plan complexe. Puisque les résultats 

obtenus sont dans certaines régions différentes de ceux de Kuo, 

nous ,avons construit un autre programme utilisant une méthode de 

différences finies du second ordre seulement, servant à vérifier 

les ré sul tats trouvés au préalable. Nous avons mis sur pied une 

'dizaine de programmes différents, chacun pour un cas spécifique dé-

pendant des valeurs de . l ' es~ce des paramètres en qua~re dimen-

sions a.,~, cr et ci' Dans tous les programmes, on suppose que deux" 

de ces quatre valeurs sont" variables, et on garde les deux autres 

fixes; ensuite, on intègre de5 deux extrémités du domaine ~èrs 
1 

le centre y=O (généraleme?t sur 
, . 

la moitie du domaine pour les 

raisons justifiées précédemment). Nous avons une condi tian pour tester t>' 

'les valeurs des deux pa~ètres choisis comme étant libres. po~ là 

méthode de Runge-Kutta:, cette condition est la valeur du Wronskien 

au ,point central y=O. Celle-ci doit être müle, afin que les 

-27-
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fonctions propres soient linéairement indépendantes. Si cette condj tion 

n'est pas satisfaite, on suppose une nouvelle valeur pour les deux 

paramètres choisis comme étant libres, et on poursuit le processus. 

Nous utilisQns dou1Jle précision dan~ tous les programmes. 

Dans les. pages qui suivent, nous expliquons plus en détail 

ies différentes méthodes utilisées et on présente les résultats 

avec inté ation sur l'axe réel. 

,Le domaine d'intégration s'étend de -DO à 00. ce qui théori-

quement est très grand. Par conséquent, pour avoir des résultats 

plus précis, nous utilisons le changement de variable z= tanh y 

réduisant le domaine d'intégration de -1 à 1. Cependant, cette 

transformation est singulière aux points de f'ronticère, è. -à-do 

l et -1. Nous nous débarassone de cet te difficulté en factorisant 

la ~ingulari té de l'équation différentielle et en inté~~t sur le 
(. 

reste. Donc, soit z = tanh Y. alors 1 

dfl$_ --
'dy 

on a aussi 

devient: 

d~ dz 

dz . dy 

dz/dy 

et 

2 2 = sech y = l-z . L'équation de Rayleigh-Kuo 

+,d~d2Z -a.2 91 
dz dy2 

• 

, (3.1) 

l' 

1 

1 

J,. 

1 

--,--~. __ ~ ... ~. ~-~r"_.'" _.'~ - -, ___ 1 

c 
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ou: 
2 2 ,/, 

~" (l-z ) - 2z~ 1 - .E:..-)U' -
(1-z2) 

2 • 2 
OZ -2~ ~/(~-z) ~~O (3.2) 

l-z -c 

( Considérons maintenant les conditions aux limites, tout d'abord en 

fonction de la variable y. Nous voulons seulement des solutions qui 

décroissent exponentiellement. Les conditions aux limites ont déjà 

été rnen~ionnées au chapitre premier, màis rappelons les ici: 

~ '\Je+o: 1+ y 
y +00 (J.3a) 

rp'rv+a.t+~ y ±oo (3.4a) 

~ " t\, (a.2+t1/ c) ~ y +00 

Si la var~able indépendante e~t z au lieu de Y. les deux premières 

condi tions deviennent:' 

'\.v.:.. Il 1 i+z p ru ,e + Cl 0{, +"2 ln l-z 

car 

(l+Z~ + ~4 '-1 r ~ + 

1-3) 1-z 

= + Cl i+ ( l+~) + ~~+ 
\ l-z . 

+ z..., - l 

-1< z< 1 

l+z l 
(1-z)2j 

z 

(3.3b) 

± 1 (3.I.j.b) 

1 , , 

L'équation (J.4b) nous montre clairement que la transformation z=tanh.y 

est singulière. Pour se débarasser de 'cette difficulté, on écrit 

~ (z) = F(z) \fI(Z)" où 'fez) sera la vâ:r1a~le dépendante sur laquelle. 

on va intégrer. 

J , 

" 

• 1 
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Plus précisément, écrivons -cp -+ (z) = F\z) 

alors: 

_ et 

/ /ï=(Z) = (l+~) a.~/2 
l-z ' 

dFt: (z) = 
+" 

dz '~ 

a. ~ (1+3~ 
l-z"J 

( l+~ ~ l-z) 

L'équation ().2) devient ainsi: 

1= • • 

~ (z): Soit: 

(3.6) 

Dans le but de simplifier les calculs, on s~pare le domaine en deux 

par;tiesl [-1,0] et [0,]]. Ceci nous permet de' choisir une f~nctio~ 

F( z) plus simple. Considérons tout d'abord les valeurs négaU ves, de 

z. FnCz)~ Cl+z)a.î+/2 , où n désigne les valeurs négatives de z. 

Ecrivons p:: T(q(z») où ,q (z) 51+z; alors 1 '~q~Uon (3.2). ~evient: 

2 2 ] d ( q (2-q ) [q(2-q)-c + _1 22( q(2-q)( q-1)( q{2-q)-c)] 
, dq" . 

'- a.2 J, (q~)-cr -[~(2-q)(q2+1-2q) 

-2l(2-q)2 -13] ~ = 0 

J • 

(3.10) 

1 

J 

. ' 
, 1 

1 
• 1 

" 

l 
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Développant ~ en série de Froebenius, _ on a~ 
~ ,~~., 

} (q) = f \qk+s ; ~l:= ~ (k+s) \qk+s-1 
j;D dq ~o 

.. , 
2 ~ 

et ~ j :::: 2: (k+st{k+s-l) \ qk+~-2. 
dq2 i""o 

Utilisant ces dernières égalités dans l'équation (3.10), on trouve 

successivement les ~. L'équatin indicielle nous apprend que 
, / 

s=iŒi+ comme on s'y attendait d'ailleurs (voir équation(3.6». 

Soit Ao f 0, alors: 

1]. = - Ao [. (Z+c)a
21; + ca.l..r - 8 - 20.

2 

-4coJ+ -4c 

et ~=-
J 

- 16 c (s+1) 

etc ••• J 

On a donc~ 

2," n 
~ ~ (z) = 2 Az'+ .•• 
dz 

et les conditions aux limites deviennent: 

... 

2 n ' '+' n( -1) = Ao' ~y.p( -1)=,\ ' ~ ~ (-1)=2Az. 
dz dz2 

" 
De même" pour les valeurs positives de z , [0,11, eztmettant cette 

fols-c'i q=l-z, on obtien~ la même équation que) lorsque q := l+z~ 

c.-à-d. l'éq~tion (3.10) et: 

'l'PezY == Ao + ~ (l-Z) + ~(1_z2) T ... 
Où. p'désigne (z) pour les ,valeurs po~ltlves de z. 

.. 
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d;( z) ::: _ A- ..: 2 A (l-z) + .... 
dz -~ 2 

Les conditions aux limites deviennent: 

~(l) =_~ 
dz 

~n intègre donc sur'1'/' de -1 jusqu' à zéro et su.z:o/ de l jusqu'à zéro. 

Remarque 1 on effectue une itération s~ deux paramètres si ciio et sur 

un paramètre si cr> l et ci =0, ou si la fonction propre est ré~ll-

11ère et c. =0, parce qu'alors le problème est strictement réel. J..e. 
~ 

valeur de test (le wronskien) doit être trouvé en" terme de \f 
Soit w ce wronskien: 

En terme dey et \{ln, on obtient:. 

w(fjJp,~n) = (1_z2)s ['Pp .5Vn 

, dz 

Puisque le wronskien est évalué' à z=O,' on obtient 

.1 

Etant donné que ~o\ts solutionnons un problème aux valeurs propres, 

nous avons une constante arbitraire, Nous avons choisi Ao comme constante 

arbitraire. 
u 

_II. lM _1 • ... _-__ 

1 

I-
l 

1 
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• 
La raison pour 1aqQ).e11e nous n'avons pas initialement 

utilisé les avant~es dus à la syffiétrie du problème est la, suivante: 

si par exemple la solution est singulière, nous ne pouvons , pas dire 

a priori. si celle-ci possède une symétrie quelconque. Si nous uti

. lisons la symétrie, alors, on intègre seulement sur la mOitié du 

domaine et le wronskien pre'nd une fonne plus simple. Nous sommes. 
~. <' • 

surtout int~ressés par les modes pairs, car ceux-ci possèdent le 

plus grand taux de crbissance (~c), Nous àvons alors: 

d'où,à z ;?O ,on a:' 

, yl(-z) 

dz 

~p(o) = 9S n (o) 

~~p( 0) = _ ~~ n(o). 
dz dz 

== _ ~;~zr , 
. dz 

" 

, 

Il est aisé de mmntrer que les mêmes résultats s'appliquent .• Pour,\-, • 

Le wronskien devient: , 
. p 

- 2 p(O).~lt' (0) 
0/ dz' 

Pour les modes im,Pétirs on al. 

-~p(-z) =~n(z) 

,2:,l( -z) = ~t/>n(z) 
dz dz 

si on intègre de l à 0" 

R, 

et le wronskien est égal à -w(O),-où w(O) est .le wronskien dans le 
, 

cas de modes pairs. Encore une ":fois, on obtient la même chose pour les 't'. 

'/ 

l 
• " 
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3.2 Méthode-de Runge-Kutta avec intégration dans le plan complexe. 

~ 

Considérons tout d'abord le cas où cr Il. Comme nous l'avons 
,. 

'vu précédemment, dans le voisinage du point critique Yc' la solution 
1> 

géné~e de l'équatienne Rayleigh-Kuo peut être obtenuè par la 

méthode d~Froebenius. Après avolr fait le développement de U-c 
o 

et (ütl_~ ,en série de Taylor autour" de Yc' on obtient: 
. 2 

~ =Af/JA + B ~ ~ où t/J A= {y-Y c)'" n~ -S (Y-Y c) 

et 

-, 2 
u<: 

. 

+ ••• 

La singularl té logarithmique qui apparaît dans f6]3 {équation (3.15» est 

importante. Elle nous amène deux difficultés dans le cas d'un mode 

,-neutre ou d'un mode presque neutre •. Tout d ' abord, la vitesse hori-
Q ù 

1 
zontale de perturbation est proportio~elle à drp /dy et cette quan-

v 

" tité n'est pas bornée lorsque y tend vers Yc' En réalité, la visco-

sité atténue ce~ effet. Toutefois, des gradients €levés en ü' ont lieu 

et il s'ensuit que cette région est physiquement im~rt,ante. 

La deuxième difficulté concerne le problème aux valeurs propres. 
, .; 

En suivant l'approche usuelle aux prôtQèmes de points de rebroussement, 

on essaie de trouver une solution continue dans le plan complexe en süiQ 

vant un~ contour passant au-dessus ou au-dessous"du point singulier. Si 

~ B est ~crit sous la fo;rm"de l'équation (3.15) pour y> Yc ' alors 

le terme log(y-yc; doit s'écrire log", Y-Yel ± i 11 lorsque y <Yc' 

On prend le sign~ plus ou moins ~épendant que le contour passe au-dessus 

'" 011 au-dessous de la singularité • 

, 

1 • 

1 

.! 
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Dans le contexte de la théorie des modes nonnaux non visqueux, 

il est impossible de décider qùelle est la branche du terme logari th-

mique. Considérons la limite non visqueusé de l'équation de Orr

Sommerfeld pour le cas où on inclut l'effet de la rotation: ' 

(ü-c) [~- a.2(:J]:' tü"-~) rp . =_1_ [4 
dy2 . iRe dy 

(J 

Re étant le nombre de Reynolds approprié. On peut montrer (C.C.Lin, 

1955) en étudiant la couche cri tique (ü=c) à l'aide de va.rlabJ 0.:> 

du "internes", que le signe moins est le bon choix pour ~ > 0 et 
.. è:y 

on dit qu'il y a un changement de phase de - ~ lorsqu'on traverse 

l'axe des réels en venant du dessus (voir figure 6). Dans le cas 

d'un jet ou d'un sillage où l'on a plus qu'un point critique, Foote 

et Lin, 1950, affinnent que l'on doit contourner la singularité par 

au-dessous du point critique dans la région où la déci vée de la vi-

tesse de l'écoulement de base est positive," et par au-dessus si elle 

est négative. 

~our aêcroitre la précision des résultats dans le cas où 

Ci est petit ou égal 'à zéro, on intègre dans le plan com~lexe plutôt 

que sur. l'axe réel. Etant donné qu'il est plus facile d'intégrer sur 

des contours lisses, nous avons choisi d'intégrer sur un arc de cercle 

qui passe par -1 et 0, et 0 et 1 (voir figure 7). Puisque Ü'= .. 2seCh2y X 
. , 

tanh y, ceci implique que ü'< ° poury>O et ut> 0 pour y <0 et le 

contour passe au-dessous de la singularité pour y <0 et au-dessus 
1 

pour y > O. Le point singulier (ü=c) se trouve à z = :!: (1-c)2.:. 

, . " ; .. III Il , ri" i'I _ ............. ,.... ~-"" .. ,.,.~~ ~ 

ft l "'1..; ~;. .. "~... _~""~ ............ ~_~"""~ ... l "-~ ... or- __ .~ .... ~ .... ~ ~-

,. 
1 , 
, .. 



J 
, " 

~ 
- i 

l 
1 

! 
1 
j 
1 
l 
1 
1 
1 
! ' 
1 
1 
1 

1 
- 1 

1 

(" 

1 

On intègre de -1 à 0, s1œ l" arc montré (fig.7) et de 1 à 0 sur 
- , 

l'autre arc. Puisque nous ,avons changé le contour d'intégration, 

il faut modifier le wronskien ainsi que les conditions aux limi~es. 
, , . 

La 'VJa.r:iable ,4épendante dévient t=r 0, la longueur d'arc. Commençons 

par le wronskien. Considérons le demi-plan x < 0 avec les variables 

(OZ, â, t) où z;:: -zo -reie et i=rë = longueur d' arc où r est constant. 

Considérons aussi le demi-plan x )0 avec les variables (z,a, t) où 

z' = zo+xeiO et t = xe. A1o~s: 

Wr.Jo (t) .Jo (t)~ =.,( R(t) d-.r/lL(t) _ d.L(t) 4..l R(t) . L ~ R ,)oVL 'j .,., 'P ~ (:3.17) 
dt . dt " 

(Droi te;:;;: R, x >0 et gauche;:;;: 1, x< 0). Soient 

alors: - flSL(t)- d~R(t)- (J.18) 

dt 

y. 

Fig.6 Coptour d'intégration pour résoudre 1 t équatipn de Rayleigh-Xuo _ 

lorsque ni c >0. 
" 

, 1 

î' 
1 
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\,' 

() PLAN z 

,1 

" 

'Fig.? Intégration ~ur ~es ares de cercle dans le p~an complexe. 

L'équation (3.18) d:evient: 

• J 

• s'l'RfL [- ~ • ;~ :; •• 
8-90 -

I le - "'/,. ie Puisque dz ,dtp:: ie etr dz dt = -ie , on.a.t 
!. 

= -r'V~' dtv,' + 'Y ci 4" ) -+ sUl' lH 21e
i9o 

-L . L -- "ft T'R TL • 
dt dt· l-41 " ' 

• ~ .. 1 

0 .. 90 

car ë=e. 

o ~ons14érons maintenant les con41tions aux limitesJ 
.c 

,. ,(., )." r ... ,.,d 
~.' ;,. 1 .. :~~~· .. ti.: .j"f' '\ .... 
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de .1 à 0: d, d dz = = d dz de = d ' ie _ ie 
dt . dz dt dz dOt dt r, dz 

d2 
::. dz d 

( :~ 10

1

'" 

dZ eie d ',2i9 -e - ... - -. 
dtZ -

dz2 dt d,z r dz 

De mêine, pour z dé -1- à 0, çm a: 
\ ,/ 

d2 "" 
ft, 

d , d ,.. 
_ 2ië d2 eie 

= _ieiE) .et + d - - --e -...2 - • ... 
dz dt2 dZ dt dz r 

, 
Les changéments dans l'équatio~ différentielle sont', de l ~ 0, 

d
2

'1J si _.'fR = f(d~/dz,z), alors: 
dz2 

. , 

ou,'s~l'on écrit le' côté droit de l'égalité en fonction,de la' variable t, 

on obtientz 
dZW ' 

== :-e219 f( -le -19 d.yaldt~ 'Y), + 1 ~o/R _, â -
dtZ r dt 

, De même, de -1 à 0, on a: 

si d~L ::: g(d'Y Idz, L\') alors: 
d~2 

'" 
"-

~lfL ziè ,..' 
i = g(d!J.' L'le -i9, 0/) + ~ \.JI L. -e 

di2 ,. r dt dt 

Dans l' int égratlon numérique, le pas d' intégration est posl tif potrr 

x >0 , et aussi pour x < 0, car l'àng1e'e croît dans les deux cas. 

'Si la solution est régulière, la façon de faire contourner le chemin . , 

:-( 
, 

" , 

i· 
1 . 
1 

, , 
,1 

(' l, 

~~~~._, ~~l'· 
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-
d'intégration n'a pas d'importance car à ce moment là, il n'y a ~s 

de changement de phase en traversant la couche critique. Dans le cas 

où cr se rapproche de l, les singularités approchent de plus en plus 
I-

le point z=O. Pour garder la précision des calculs numériques assez 

grande, nous avons augmenté le nOlJlbre d'intervalles d'intégration dans 

la région avoisinant la s~ngularité. Aussi, au lieu d'intégrer sur 
~ 

un arc de cercle, nous intégro~s sur un demi-cercle, parce qu'à 

ce moment la pepte -du contour est infinie à z=O et par conséquent. 

on peut se rapprocher encore davantage de z=O (voir fig.8). Nous dis-
) 

cutons du mode cr~l plus tard. Dans la section suivante, nous exposons 

la méchode de différences finies ,qui sert à vé~fiér le& résultats 

obterns 

PLAN z 

-' , 

. , 

Pas d'intégration plus petit' 

Fig.8. Intégrati.on sur'des demi-cercles dans le plan complexe. 

~ ~-. - -~ - -, .. ~, '1 • ' • 'lIlu .!.,.J4.....t.11....-7· 
'c' 'i/; J'~~.! .. ~\ .~~<I"'-.~',j .• ~~f.~w ':"'T" ____ h~ . ._~~ .. Î\...,,_~ .............. J._ •.• «. __ • 
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).) Méthode de différences finies du deuxiime ordre. 

Lorsque nous étions en train de calêuler les courbes 

aCi ::: constant dans le plan (a, ~) suivant Kuo (voir figure 4), nous 

avons constaté que pour la partie inférieure du graphique ,les 

valeurs de aei différaient considérablem~nt de celles de Kuo 

(voir fie;ures 4 et 9). PouX être certain que ces résultats, 
, ' 

n'étaient pas dus à la présence de modes indésirables d~ la 

'J 

méthode R-K, on a mis au point une méthode aux d~fférenc\s fini~s 

du second ordre qui, cette fois, solutionne un problème awt' 
V 

l1m;i tes et non un problème aux valeurs initiales. 'Un avantag~-

de cette méthode est qu'elle se programme aisément. On intègre 

l'équation originale (1.2) sur l'axe des'réels, étant donné que 

cette méthode a été mise sur pied pour vérlfi~r les résulta'ts 

obtenus précédemment. Le dom aille d'intégration théorique est ~ , 

donc d~ - 00 à 00, Numériquement, nous intégrons de - J à J. Nous' 

précis~rons pourquoi plus taxd. On s~ppose que les fonctions propres 

sont paires et par conséquent, on intègre seulement sur la moi-

tié du domaine (,3 à 0). Ecrivons l ',équation de Rayleigh-Kuo sous 

la forme suivante: 

+ Q(y) ~ = 0 (J.20) 

tel que' Q(y) :: 2 -cr U"-f3 
Ü -c 

_ [1} sech
2
y tanh2y 

sech2y 

4 J ' _ : s.ch:f-ll (3.211· 

d 

f, 

l 
\ 
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Cl Jet de Bickley 

u = sech2y (..00 <y ~) 
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.... ~ .... ,~r· 

0.8 

\ -, 

--' 

'--" 

---~ 

/ 

Fig. 9 GraPhique de (l 

en fonction de S. Les 

courbes tracées sont 

pour (lCi = const. 

Les croix représent-ent 

des points par où pas

se la frontière neutre 

approximative. 

La courbe QC.=O est une 
~ 

frontière de stabilité 

of ,_, 

et la courbe c =1 est le r-
" mode singulier similaire 

à une onde de Rossby'.\ 
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utilisant la diffé~ence centrée, on a: 

et lléquatio~ (J.20) 'devient: 

. , 

ou 

.(J (Y+h) - 2J6(y) + (J(y-h) + h2Q Cy) ri> (y) = 0 

rp n+l + -2+h
2 Q(Y~)~ t ~ n-l ~ 0 

Soit b = -2 +' h~(y ). Alors 1 t équation (3.22) ae'Vient: n n - f 
! 

-
1,1. + b.l.. +'" 1=0 - ~ )'-l, n+l n)'-l n 'Pn_ 

(3.22) 

On dénote ~ la valeur de ~ au point y=3 (limite de droite) et or, 
~ N la ~aleu:r de j1 au point y==O (limite de gauche). Considérons les condi-

tions aux limites. Asymptotiquement' (y~OC», '1 f'\J e-
my 

où 

2 1 ' 
m =( a: + ~/C)2 (voir section 1.1) • Pour utiliser cette condition 

asymptotique tt la limite r-3, ü"(J) doit être négligeable par rapport 

''''"à ~ et ü(J) par rapport à c (voir l~ forme de Q(y) à l ~ équation 

(3.21». Donc,si on considère y=) comme étant assez grand pour satis-

, , éd ne -m3 ri. -m(3-h) 
f~re la condition prec ente, on a 'f' o=e et}'" 1= e • Pour 

n=l, on a 

qui devient: 

Puisqu"il s'agit d'un prqblème aux valeurs propres, nous avons une 

constante arbitraire, et nous chQisissons comme deuxième condition aux 

limites ~ = 1+ i au point y=-h ou ~N+1 = l+i au point y=-h. 
/ 

; , 

i 

, . 
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Le problème aux valeurs propres est d?nc' équivalent à résoudre l'~~uation 

matricielle sui vantç pour les'/' • _ ~ n 

b1 

_ f1Y\ ~ 
+ e. 1. ~I 0 

'-, i ,b
1 i ~1 '0 

1 b3 1- ' '~3\ 0 . ' 
" '\ , , , '\ 

,,\ 
. \ '\ \ - , 

,1 
'\ 

\ "-, 
1- bm 1- fm 0 

" " \.. 
'\ "- " ....,/ " , '~fI(,6~ cPN 

. 
1- -cf"Hi 

. . 
Plutôt que d'avoir le wron~ien comme' valeur de test, cette fois-ci, 

on vérifie si ~ N+ 1 a la même' valeur que fl5 N-1 (c. -à-d.' '~ ~ (0) =0 et 

\J fpair). La condition est. ' 

J 

dPN 

dy 
C' 

dérivée première centrée, avec précision du second ordre. 
\ 

Nous,avons un signe moins dans l'évaluation de la dérivée ~+emière 

car on intègre de droite à gauche ei non de gauChe à droite. On a 
, ) , 

/ 1 

aussi:, m = (a2+a/ c)2', 

ou m := '\a2 
+ e· ~r 

c2 + ~2 , r '1 

. , 

,1 

" 

.' 1 
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D9nc, si ~< 0, ~a partie réelle de ID sera positive ~t la Ifirl1e 

imaginaire de]ll pour ci > 0 sera positive en Choi~issant l~ ~e]lli-

, 1 

'plan supéi'ieur comme feuillet de :Riemann. Donc,- si: c. r 0, la condition' , ~ 

aux .limites sera: de toujo~s avoir 1me fonction qui' décroît e:ll;ponentiel

lement. utilisant cette méthgde pour vérifier quelques uns de nos ré-

sultats choisie avec précaution, nous avons obtenu des valeurs en'bon 
o 

accord. Nous pouvio~ donc poursuivre nos calculs 'numériques. 
, . 

• '1> , 1 

D!~cutons ,maintenant les r~sul tats numériques et ~écr1 vons 
, ~, 

r la re,cherche de la frontière de stabilité neutre.-

" 
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~.4 ,Résultats numériques et recherche de la frontière de stabilÙé neutre 

Tout d'abord, rappelons nos buts principaùx: premièrement 
, . 

~rouver la frontière 'de sta~i1ité neutre entre les points (a;~-)= 

(6,-2) .. -et {a2,~)=(Jf-2), deuxièmement, expliquer le comportement de' 

la fonction singulière trouvée. par Drazin ei Howard (voir section 1.2). 
\ 

Nous allons discuter de ces objectifs dans les deux prochaines, sec-

tions~ Afin de satisfaire le premier but, nOus voulions calculer les 

courbes de '1ïaux de cro1ssanc~ (crci) ::: const. Pour vérifier 1 "état 

du programme dont la descri~tion est donnée à la sec~ion·J.l, nous 

avons recalculé les courbes d~ c~ en fonction de ~ et_ de' Ci en fonc

tj.on de a, pour W=O (voir tableaux l et 2}. Nous pouvions comparer 

ces résultats avec ceux :9flbliés dans l'article écrit -par Drazin et 

Howard, 1966. No~ résultats étaient en bon accord avec ceux-là sauf 
" , 

pour la valeur de 0.=0.05, (mode 'pair). Probablement que les valeurs 

données dans cet, article sont mo~ns préCises que les nôtres. La 

raison pour laquelle on voulait caJ.cu1er des courbes a.ci =const., . . 
est la suivante: l'idée que la frontière de stabilité neutre forme 

un coin (~=-2) ne nous semblait pas plausible. Pour essayer de trou-
, ' , 

vex ~a frontièr~ de stabilité neutr.e, nous avons calculé des courbes 

a.c1= cOf:1st. (aci=O.l ,0.08,'0.04,0.015 et 0.0035) où a.ci était ent.re 

-autres plus petit que celui calculé par Kuo (a.ci=0.015 et 0.0(35). 

La partie supérieure des coUrbes de aCi calculées :par Kuo sont 

en bon accord avec 1-es nôtres. Par c0ntre, la Pfl,rtie inférieure 

1 \ ,,'l_ ~'---______ l.-.. ------. ... ,:.-__ .. ______ .... __ ~ ______ ,_~"", .. _n, ...... (~ .. ", ... _. ___ • ..,., ___ .""~~.""""_·_'lI,._IIIIi."'."_' ___ , .... 'w • ......,..---~ .. ' 

~" \ .' . '\, 

'~ -, 
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des courbes étaient t:rès différentes (voir tableaux 5 à 9 et figure 9). 

Les courbescrci ~ O.Og, que nous avons calculées. présentent une ~tie incur

vée vers l'extérieur (voir fig.9). Nous avons pu fermer les courbes 

se1.Ùement pour crci ?C.OB .. La di,fficuité est causée par le fait quecr 

varie très lentement et aussi de la difficulté éprouvée poux 

" deviner le;s valeurs servant à initier l' i térat.ion. Au-dessous de la 

courbe cr::l (.lmode singulj,er simila:ir~ à une onde de Rossby", voir 

~ig.9), on note l'existence d'ondes modifiée~ de Rossb,y. Kuo avait, 
, 

déjà rioté cette existence (voir fig~4); cependant nous obtenons des 

valeurs de Cr' qui sont plus ou moins différentes des siennes. Remar

quons que dans cette région. nous avons aussi la présence de modes 

instables. 

Retournons à la recherche de la "frontlère de stabilité neutre. 

Pour cela, rappelons que l' on voulait il;.out dl abord calculer des 

~ourbes avec crci très petit dans le coin supérieur 'gauche du ~a

phique de cr en fonction de fll cette opération nous permettait de' 

nous guider dans la recherche de cette frontière. On a seulement' 

réussi" à trouver quelques 'points, l'initialisation de l'itération 

létant très difficile. A'ee moment, nOUb avons décidé de calculer 

les ondes de Rossby modifiées pour f3 autour ,de' ,-2 dans le coin sùpé

rieur gauche. On se déplaçait de droite à gauche et on itérait 

seulement sur un paré;J.lllètre é;t.ant donné que Ci =0 (voir tableaux ' 

3 et 4). A un moment donné, les paramètres ~e convergeaient plus 
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et on concluait alors que la région d'instabilité était atteinte. 

En effet, nous avons continué'les courbes pour œc.=0.0l5 et œé.= 
~ 1 

0.0035 et celles-ci se trouvaient b~en à l'int~ (~t très 
.. 

'proche) de la frontière approximative. Pour les valeurso nwnériques 

de cette frontière, veuillez consulter le tableau J. Donc le mode 

singulier avec cr =1 il~ sert pas de frontière de stB;bili té dans la 

région. -2< ~;G -1.6, comme on serait :porté à le croire en consul

tant les résultats de Kuo 'à la îi~e 4. Notons cependant ~~e ~e 

n'est qu'au début (~ aux .environs de -2) que la frontière"'nulle trouvée . 
p . ' 

par Kuo correspond au mode singulier cr==l. 

Dan~ l~ prochaine section, 'nous allons surtout étudier le 
'. \ 

deuxième objectif mentionné au début de cette section. 

, 
c 

.. 

\ 

• 

1 

\ 
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~.5 Le mOdé.singu1ier simi~aire à une onde de Rossby pour lequel cx=!' 

D'après les résultats numériques-obtenus jusqu'à présent, 
./ 

il ~emb1erait que la valeur de cr pour la frontière "de stabilité 0 

neutre soit autour de l et donc possiblement égal à un. Par ce f~it, 

. ;, " . nous sommes interesses a mettre au point un programme pour le cas 
• 0 

où Cr est égal ~ un,: Pour teElter le programme, on sait que poux 

Cr =l et ~=-a.2(9··iX.z)/9, OR. a le mode singulier 

. ~ =(seoh y)(J.~/3 (tanh y)2-o.2/3. 

1 

1 

. 1 

Lorsque cr :#l, ~ous avons deux singulaxités (z .>;:: + (l-c)2") et le 
,1 

o 

contour d'intégration passe au-dessus de l'une et au-dessous de 

l'autre, comme on a vu précédemment. Maintenant, pour c =1, nous " r 

n'avons plus qu'une singular~té, à z=O, qui correspond à'la sin-

gular1té de ,;ta solution-. Nous sommes donc forcés d'intégrer dans le 0 

. plan complexe, car c'est à z=O que l'on teste le choix adéquat des 
" 

valeurs propres. Une qUèstion se pose: de quel côté,doit-on con

tlurner la .si~a.rl.t~.· Nous ne pouvons y répondXe directement car 

1 

cetteA'ois ~ Ùc = 0 et dans ce cas,' nous n'ayons pa.'8 de for- ... 
. ~- '~ \ 

mule toute~ pirête à appliquer. Nous allons voir plus tard toute-

fols que ceci n'a pas d'importance, o.-à-d. qu'on peut soit in- '\'" "" 

.tégt'er au-dessus ou au-dessous de la singularité.' 
o ["'-'~;;~"","'( -._~/ 

" 

1 

""'-'1lI'!!!'iI!~""""~~------------- '---7 J 
y" -
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Examin~ la, méthode numérique. Le contour est un arc de 

cercle passant par -1 et l (voir fig.lO, courbe continue si l'on 

intègre au-de s,sus de la singularité). 

PLAN z 

1 

Gauche =~L Droite E R 

1 

contour a,u-dessus de . 

la slngulari té 

contour au-dessus de 

la singula.lii té 

Fig.:!:O Contour d'intégration d~s le plan complexe lorsque cr=l. 

Considérons le contour d'intégration au-dessus de la singularité. 
-

On a z -= r eie et t = ra = longueur d' 'a:i:c.. Soient: 
" 

""-, 
et s6L(t) = FL(z('~)}o/L(t), 

" ~ '\,. \. 't 

' ..... -- ~L(Ùld9> 
- t 

,. 

alors 

,J 

r 

1 

et ~ L = (1+z)8 ~~L 
• 

+ lU ( )8-1' 19 T L S ,1+z • 1$ • \ ~ 
\' 

dt dt 

.. 
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= (1_z2)s ['PR ~\l'L ~ 0/ 1 ~\jJ R 
. dt 'dt, \ 

Donc 

et 

""'-1 "., , 
~ , # , 

Les changements dans l'equation differentielle sonte 

s1 d'f' = ~ ~ = 1 ~19 ,d\f' et si 
dt dz dt dz 

/ 

alors / 

~= f( ~ (~';-ia). ri (~r + ~.<:: 
dt2 dt l -dt dt dz 

= f( ~ (-1 -i9),o/)(_ei28) of- ~~ 
dt r dt 

"" 
Pour les condi t1ans aux limites, on al 

et 

d2z 

dtZ 

.e19 d 

r dz 

..... 

• 

Notons que cette foie-ci, h, le pas d ~ intégration change de signe 
~ 

lorsqu'on intègre de -l,à. 0 et de 1 à 0, car de -1" à 0 1.' a.ngl.e 
• ~ 1 ~ 

décrott et de 1 à 0 l'a.ngl.e crott .. Si on veut intégrer au-dessous 

de la singularité, il suffit' de poser .9 ... -9. et le tour est joué. 

. \ 

\ 

" . 

, 

f 
i 

• 1 

!; 
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Numériquement, pour le mode singulier avec c =1, on obtient 
1 • r 

~ ~(-z*) ='95 R(z) en, "intégrant au-dessu~ ~e la singula:nté. En/inté~ 
~ant au-dessou~ de la singularité, on obtient les mêmes valeurs 

propres et on ~ ~ L ( -z) '=~ ~ (z*). L ' explication est la sui v~te: 

on a z = Zo + r eie et s~s p~e ~e'généralité, o~ peut m~ttre 

z = 1 = i e
ie 

(voir 'fig. 11). L' équation difi'érent1e1~e deVient: 

().2.5) 

, " 

comme on ayu précédemment (avec 0=1), et si 1 = lei~ celle-el 

devient, 

I~~-- 1 ~9iJ' +' 21(1+e21.9) ~ - ait:; ~ïÜII~ 
"d0

2
. de, tl9 .. ) fl 

, 
-
" 

" 

l ,9 '" . lh-B' 
Gauche:; L 

-1 

Fig.·11 Contour ,d'intégration où z = J = 1 el~( Cr=l}. 
r • 

A 
51 dans l'équation (3.26) .on remplace e par ~ (=-9), on obtient, 

. '" 

'(3.26) . 

----- - -----' -~ 

1 

'~ 

(3.27) 

, 
j" 

, 
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l , 

, On peut voir que l'équation (3.27) est l'équation conjuguée complexe 
, . \ 

de (3.26) et on en conclut que: 

~ ~ (0) 

Donc ce résultat est dû au fait que c es~ réel et à ~a part~Cul~té 
du conto~ dans le plan complexe. il s'ensuit qt,1e: 

et par co~séquent, le wronskien deVient: 

, ,wl~R'PL] ': - [~R (6~ - ~R PL1 ~~L ~~* + ~~ ,P~J. 
\.. 

Ceci est une quantité réelle et la partie imaginaire'du wronskien 

est donc identiquement nulle. Nous n'avons qu'une çeule quantité pour 

tester la valeur des valeurs, ~pres, mais, ceci est suffisant car 

c1:;:0, et étant donné gue l'Ion intègre dans le ~lan compLexe, les 

fonctions propres sont régulières. SchématlquemenJ;, on a: 

PLAN z 

;. 

On voit donc clairement que ~e 'fa1t dfintégrer au-dessus QU au-dessous 
l " • 

"!ie. la si~~ té revt'ént au' même. 
, ' 

\ ' 

~ , ... ~.. j J 1 

~ ___ -,:""~_~_",,,_'k" '. iWI. '" :.-: • .:-~:'~ __ ~ ,~ 4-'" , , 

." 

, '. 
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Pour le "mode singulier (cr=l) similaire à une onde de.Rossby" 
, ' 

on se dËm ande si celui-ci a bi,en sa place sur le graphe des modes 
. -

pairs. La réponse ni est :pas éVidente. Pour Wle' valeur c(ct,l3) complexe 

(a autour de -L 2 et Ci peUt) et près du ,mode singulier c =1, nous . r \'le 

avons constaté que les valeurs d~ la ,fonction propre", n'étaient .pas 

près de èelles du mode singulier. Ceci nous porte ~ croire quo la 

réponse à l'int~gat1on est non~ mais que conclure si la fonctio~ 

pro;pre varie rapidement? D'un autre c8té, dans la région où 

-2< ~ ~ 1.6, le mod.~ si~ier ne joue, pas' le role de t'rontière de 

stabilj,:t'éi de plus, ce mode trav~rse la courbe a.ci :: 0.04. On est 

donc amené à conclure que son rôle n'est pas :1,mportant ( du moins 

du :point de vue de la stabilité) ~t qu'il joue un raIe plus impo7""'_..__-- -~ . 

tant avec les ondes de Rossby modifiées. Notons que le nom donné h 

ce mode singulier n'est peut-&tre pas approprié étant donné que 

" celtd;-ci possède Une couche ~tique à z=O, alors qu'une onde de 
, 

Ross~ n'en possède pas.' Notons que pour trouver la frontière de sta-" ._-
bill té neutre au-dessous du mode singulier, nQUS -n- av:ons pas PU' nous 

, 
. servir de la m&me méthode que pour trouver la frontHlre de stablll té 

neutre au-dessus de èelu1-c1. En effet, on sait qu'il y a (les ondes 
, , 

de, Rossby modifiées dal1s ;La région au~essous d~ la courbé cr =1 • 

:, 
Si on étudie la 'oouche cri tique en variables Ulnternes" dans 

le cas où cr=l, on obtient une équation différent1elle'plus compliquée 

que celTe obtenue pour u~ 1 O. On al 

Soient y. (ft[) _= ~ (y) 
, .!.. 

et trt = (aRe)" YI 

alors l t équation différentielle ~st J • 

."1"'-"""'-... , .. _-!.. ... - _f" __ ..... __ .,~_--...._~ ___ r'"'.'--_j_ ... 

. ' 
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=x IV 

Pour pouvoir la solutionner, il :faudrait faire des approximations 

simplificatrices. Si on néglige le second terme de l'équation 

précédente, on obtient ,une équation parabolique cylindrique qui a 
\ 

déjà été étudiée., Il faut aussi noter qu'en utilisant' le progz:amme 

quL :fonctionne très bien pour cr=l, chaque fois que nous essayons 

de trouver la frOnti~:r.e de stabilité neutre en posant cr=l, les, . 

valeurs propres' convergent- vers' celle,s du "mode singulier (cr~l) 

similaire à une onde de Rossby". Donc, soit" que c JI pour la rT 

frontière de stabilité neutre, ou qu'il y ~t présence d'un 

~hénomène inexPliqué. 

La 'poursui te de la r~cherche sur ce Projet exigerait'" 

1,,) 

,f 

une étude complHe de la contraint a de Reynolds lorsque ü~ = 0 ",..,;:./-4 

,,\~ ':' 
(~=l),de l'équation de, la couche critique en variables "internes" ft 'l, 

r,. 

et de la: façon p.e raccorder la solu,,*,o'It-de celle-ci à la 80lutio~i:' 
" ~~ 

de l'équation en variables externes" yalide en dehors de la cO\1-

che critique. Numériquement, 11 :faudrait compléter le graphique 
, . 

de la figure 9. 

,,' 
\ 

(l 

, 

l' 
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TABLEAU 1 TABLEAU 2 
Modes pairs .1:1=0.0) , Moaes impairs (a=O.O) 

a. c ci r 
cr , cr c. 

1. 

'0.0,5 0.04879 0.1660 0.1 0.8904 0.10J4 ' 

0.2 0.1678 0.2566 0.2 0.8261 0.1209 

0.3 0.2282 
.' 

0.2667 0.4 0·7450 0-.107.5 

0.4 0.2804 0.26,31, 0.8 0.7002 0.07436 
0~8 0.4239 0.1984 

"... . 
0.6667 1.0 0.0' 

1.0 0.4751 0.1590 

1.5 0.5784 0.06849 

1.9 0'.6496 ' 0.01151' 
2.0 0.6667 0.0 

TABLEAU 3 . TABLEAU 4, . ___ 
Frontiere neutre approximative Ondes de Rossby modUiées 
a. p cr ~ cr 

2.3 -1.996< ~< -1.997 2.:3 -2.0 1.0025 
2.0 -1.944< 'f:k -1.945 2.3 -1.998 1.001.5 
1.S· -1.85 < ~<-1._84 2.,3 -1.997 1,,0011 
1.6 -1.7°5< 1'< -1. 70,3 2.0 , -2.0 1.02.30 

2.0 -1.98 1.0235 
2.0 -1.945 1.007 
1.8 -1.944 1.0611 
1.8 -1.87 1.0291 

, ' 
1.8 -1.86 1.0221 
1.6 -1.75 1.0645 
1.0 -1.71 1.0358 
1.6 -1.70,5 1. (}182 

# 

o 

..... ...... _--,..,_. - ------r---..~-.- t>. , , .. ! 1_,1 ,r E Ut. {l'a u tQé~~''''''''' -,., "1 
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. TABLEAQ 5 , 

/ , Clef 0 •. 10 , 

~ ~ c - r 
0.35 -0.oz655 0.3433 
0.36 -0.0Iz03 0.299Z, 
0.36 -0.05450 0.4257 
0.4 ~0.09730 0.5087 
0.4) '\-0.lZ74 0.5482 
0.5 ~p.2045, 0.6181 
0.6 -0.3197 0.6936 
0~7 -0.4204 . 0.7.550 

, , 
0.76 . .. 0.4814 0·7925 
0.80 -0 • .5276, .- 0.8180 
0.86 -0.6050 0.8543 
1.13 -0.9969 0.9558 
1.42 -1.3467 0.9779 
1.5 -1 .. 4°91 0.9740 
1.6 -104529 0.9634 
1.,7 -1.432) 0.9429 
1.76 -1.)446 0.9178 
1.79 , -1.2113 0.8883 
1.77 -0.7600 0.7943 
1.75 -0~6459 0.7688 , 

- 1 

1.6 -0.1571 0.6)83 
1.46 0.07667 b.5470 
1.31 6.2058 0.4648 
Q.9 0.2180 "- 0.2980 
·0.44, 0.029~8 0.2)22 

-
0.4 0 .. 01152 0.2500 
0.38 0.001332 0.2670 

ci 

0.2857 
0.2778 
0~2778 
0.2500 
0.2326 
o.zooo 
0.1667 
0.1429 
0.1316 
{).1250 
0.116) 

0.0885° 
0.07p42 
0.06667 
0.0625 
0;°5882 

-0.0:5682 
0.05587 ' 
0.05650 

' 0.05714 
0.0625 
0.06849 

~ 0.07634 
0.1111 
0.2273 
0.2509 
0.~6)1 

, 1 

f 

Î 
1 
1 

/ ~ 

1 , ' 

i 

, . 
~ 

l, • 



,1 
J 

,1 

1 

1 
1 

i 

jf 

,,/ 

, . 

O', ' 

.. 

\ 

a. 

1.8 
1.8S, 

1.9 
1.83 _ 
1.62 

, 

1.37 
0.8 
0 .. 4 
0.285 

, 
0.295 
0.,29 
0.33 
0.4) 

0.58 
0.66 
0~?4 

0.81 
-0.84 
0·92 
0.98 
1.03 
1.09 
1.15 
1.21 
1;29' 
L49 
1.6'7 

--
TABLEAU 6 

a.ef 0.08 

~ , 

-1.5686 
-1.4251 
-1. 0885 
-0.5967 

(\' 00.005929 

0.2854 
0.2261 
0.04183 

-0.01109 
-0.00266 
-0.03289 
-0.07Q?5 
... 0.2448 

-0.5213 
-0.6035 
-0.6479 

~ 

, ,,0.6143 
-0~_6038 

-0·7103 
",",-

-0.80J.8 
-0.8793 
-0.9717 
,:"1.0699 
-1.1487' 
,-1.2570 
-1.477' 
-1.5868 

~-_----~~-_ •. "----,r-.t .... '7:"'t' -~,:-:-

~~ .... _~~ ... ___ ~_ .. ~,-"", ...... .J.' .............. '"'--~ , ' -

,-
- -51- ' 

, .' ,-
, 

~"-

'c ci r 
0.9592 0.04444 

0.9252 0.0425.5-
' 0.8616 0.04211 

0.7628 0.04372 
0.5988 0.04938 

"~r 

0.4538 0.05839 
0.2310 0.1000 
0.1708 0.2000 
0.2731 0.2807 
0.2)83 0.2712 , 

0.)661 0.2?59 
0.4580 0.2424 
0.608? 0.1860 , 

0.7495 0.1379 
'0. 782~ 

, 

0.1212 
0.8019 0.1081 
0.8108 0.09877 
0.8)66 0.09524 

"-

0,8942 0.08696 
f ' 

0.924~ 0.08696 
,...,. , -" ' .. 

0.9443 Q.07767 
0.9625 0.07334 

,"~ 
0.9759 0~"Qp957 
0.98,54' 

('" 

0,06957 ~ 
\ 

0.9932 0.i>6202 

0.9951 0.05369 . 
0.9815 0.04790 

, , 

-, 
, " 

.... r; Fe 'd·n 
...... ' ................. -

~, --~ ,. ",' \', 
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,1 , 

· 
, 1 

) 
i 
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, 
, 

.: 

\ 

a 

1. 0.5 
1.0 

b~9 

0.8 

0.67 
'0.48 

" 
0.4 

0.33 
0.27 
0;21 

0'.193 
2.0 

1.8 
1.66, " 

1.52 
1.43 
1.')4 

1.26 

1.18 

0.94 
, 0.165 

0.4 
1 

0.63, 
J.O 
1.'32 

1 

1:57 
1.82 

1.9 
Z.o 
2.1 

TABLEAtt ? 
(lCi =0._ 04 

. S 

-1.1971 
-1.2543 
-1.2593 ' 
... 1.2322 
-1.1688 

-~.005Q 

-0.895,0 

-0.7593 
, 

-0.5927 
' -0.}221 

,. -0.16,50 , 

-1.8123· 

-1~7989 

-1·7181 

-1.5957 
l , 

~1.4972 
, , ' 

~1e3847' " 

-:-1.21.41 
'-1.15.52 
-0.16)) 

0~0009561 

?07926 

0.1979 
0.4105 

0.4956 

O • .3~51 
" 

-0.00.5486 

-0.2190 

'-o • .5774 
-0.01141 
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Q 

c ci r 
\ 

0.9166 0.03810 

0.9264 ' 0.04 

0.9286 0.04444 , " 

0·9252 0.0.5 
o 

0.9154 0 • .5970 
0.8838 0.08333 

\ 

0.8575 0.1 

0.8191 0.1212 

" 0.760) 0.1481 

'. 0.6?2) 0.19 0 ,? 
0.496) 0.207) 

0.9852 0.02 \, 

1.00)8 0.O22~2 
, 
'i.0124 0.02410 

1.0182 
,"" 

0.02632 

.1.0195 0.02197 
1.0178 0.p2985 
1.0128 0~OJ175 

1.00)) 0.0340q 

0.918~ 0.04255 
0.1)16 0.2424 

0.0791'7 0.1000 

' 0.122) 0.,06349 
0.2211 0.04 

/ 
. \, 

0.3558 0.030)0 
0.48)0 0.02.548 

0.6370 , .. 0.0219.8 

0.6936 0.02105 

0.772') 0.02000 

0.8739 0.01950 

) 

" 
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TABI,EAU 8 
a.c. =0'.015 

~ 

,Partie supérieure de la ,courbe 

a. ~ c ,oi r ! ' 

1.92 0.~30719 0.6470 0.007813 
2.2/.j. -1.2446 0.8944 0.006696 

, 2.2562 -1.3605 0.9118 0.00664) 

2.2798 -1.6002 0.9462 0.006.579 
2.2748 -1.800) 0.9741 0.006594 
2.2;321 -1.9,018 0.9888 0.00672-. 
2 .. 2096 -1.920,3. 0.9920 q.à06789 
2~1545 -1.940'0 0.99'66 0.006970 
2.1 ':'1.-9434 0.995 0.00714) 

2.0~ -1.9290 1.0039 0.0075 
1.8 -1.8477 1.01)0 ' 0.008J)~ 

1.6 -1.6990 1.0220' 0.009375 
, 

, 
l'artie 'inférieure de la courbe ' 

, 

0.1 -0~6101 ,O. 761f6. O.I,S 
0.122 ':'0.7rt85 0.82)8 0.12)0 , 
0.16 -0.9707 0.8761 0.09375 

, ,0.21 -1.1301 0.9102 ,0.07143 

0.32 -f~J'l _ ~.9430 0 ... 04688 
'- , 

0,.!-I-6 -1.4549 ~ .. 9600 0.03261 

0.6 ' -1.53°8 0.9682 . 0.025 
" 

1.0 -'1~634.5 0.9762 0.0~5 

1.15 "-1.6376\ , 0.9739 0.O~3Q4 , 
1.2 -1.6191,~ 0.9'1°0 b. (HZ.) 

o 
l, 

, \ 

" 

. -

0 

'-" . 

" 

. 
" 

. ' 
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TABLEAU 9 
aci =o,oOJ5 

PartlEt_ supériel,U"e de la courbe 
cl 

1 B (.f' q 
2.28 -1,.280 0.8793 O.OOl5J5 

2.36 -1.6QZ~. 0.9477 0.001483 

2.38 -1.9355 0.9918 ' 0.001470 
,2.37 -1.'9580 0.9948 0.001477 
2.30 -1.9870 0.993 0.001522 
2.0 -1.9440 1.0063 0.,.001750 
1.6 -1·7°13 ,1 .. 023 0.002188 

• 
, 

Partie infé+ieure de- la courbe 
0;035 -0.9325 0.8669- 0.1 

-~ 
0.642 -1.04843 0.8938 0.0833 ! . 

, 
0.0758 -1~3388 0.9455 0.04617 1 

0.1 -1.ll-405 0.9592 0.035 f 
!if 

1.' 
0.16 . -1.5761 

" ' 
O.9743'~ 0,.02188 

0.285 -1.6951 0.9849 0.01228 ' 
0.48 -1..7710 0.9902 0.007292 
0.68 -1.8098 0.9925 0.0051ll-7 

" 

0.9 -1.8359 0.9936 0.00)889 
1.14 -1.8545 0.9939 0.003070 . .It 

1.25 -1.8591 0.9931 000028 ' . ' 
1.34 -1.8293 0.9864 0.002612 

, 

". ~ 

" 
" 

• 0 

~, , , 

\ ' (. 
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'-, Appendice l 

CALCUL DES J30RNES DE LA" VITESSE DE PHASE 

Soit N(y)~~(y) /(U-C):, (r,l)' 

. , 

~i on utilise :pour vGttiable dé~ndante- N au lieu de, .~ dans' J' 
, L 

l.léquation de Rayleigh-Kuo, on obtient: 

t 

avec les conditions aux limites' N =0 à Y = f co Si ~n' mul-, 

t:i,plie l 'aquation!(.r."2» ~. N* (* s:i:gnifie ie ~onjugué complexe) 

et :on intègre ltéquation sur y de _'00 à·oo. On obtient: 
, f' , 

00 00 , 

~ J a2
J NI2(tl_c)2~ . +! f3JNI ?(ü-c) dy ==0 

..DO ..00 

(1.3) 
\ --~' 

Intégrant le pr'eI!lier terme par :pq.rties, on obtient; 

00 :: 

.~ (Ü-~)~n~12~ iIH/
2
] ~ = 2 " a J' (Nl' (ü-c) dy (I.4) . 

..00 

, , 

utilisant le fait que (ü-c)2 = (ü-erf-ci
2 - 2ici (tt-cr ), et 

prenant la partie imaginaire de l'équation (I.4), on a: • 

• 

1 

Sachalt que N:t.e~· vers zéro lorsque y tend vers plUS ou moins l'in-

fini J nous pouvons prendre s~ tr:ansfo:rmé.e de Fourier. Solent: 

et 
• , 

, -61'" 

• 
• 

. , 

,) 
/-' 

\ 
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On peut conclure que Nk* ~ (N_k)~' Etant donné que 
, co 

dN= J' ik Nkeiky 'dk , alors 
l' dy JJO 2-rr 

11:12 

dy= ~.r - k k' IIk N::':k:.iky .1k 'y di< dk' dY 
!m2 

00 ~ 

Pttisque J eiky; 'dy/2fT = (), (k), l'éqaation (·r.6) devient:, 
-00 

00 

J! 

, 1 

(ô (x) est la fonctionnelle ô 4e Dirac). 

D'au"t-re part,' 
00 • ~ u 

! . INI
2 

dy=JiJ'N eiky dk N* eik'y dk' dy= Joo dklNl<f. 
-00 ..co k - -k' - -00 

. 2 'Il 2 fT 2,'Il 

, , 

L'équation (1.5) peut être réécrite de la façon suivanter 

00 ' 

~ üP dy = cl-oop d.Y + f>/2l'..oo J dy 

où 

et 

. t ' 
pey) = I~I + a.

2 1N12 
, dy , 

J(y) = INJ2. 
CJQf 00: ' 00 

. , 2 2, 2 :a 
On a l' P dl' =! dk ,Nk (k tn ) _ ~ a J 

-00 :o.QO - • -00 
2'IT 

00 op 

'et J -00 J dy =.fa, dk \,Nk I2• ' 
-

. -. 
\ 

" 

: 1 

(1.6) 

• 

" 

" 

(1.7) 
1 

, 
! . 

(1.8) 
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On sait que : 

Ü 1 Joop dy;Qoo ü P dy ~ 'ü t p ~ 
m n..co..co maX"..oo 

et sl l'on définit 
00 

, 

/ 
:/ 

Ji = ~ t1 P dy _____ _ 

J .c (dY 
00 00 

ü ' _ ~ ~J dy ~ ~ = ti-a ~J .dy~< 
mi~ 2 00 1; - 2 00 

Jpdy Jpd 
;.00 • ..00 

alors, 

'PO 

tl .'_. ê~ J dy 
max Zoo. 

J p dy 

'- . 
00 00 

80it,(~ J dy /ioo'P dy)= 2K, alors, d'après l'équation (1.8), on a 
" . 

2K ~ 4/a.2 
et ümin -' ~ K ~ cl' ~ (ümax - ,~K) 

"' 

Donc pour~ 

""1 ~> 0: 

1J3< 0: ,Ü- min <. Cr <: ü· + max 

~: .) . 
a 

/ 

1 • 

.. < 
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Appendice II 

CALCUL DU THEX)REME DU DEMI -CERCLE MODIFIE 
b • 

Of 

Considérons 

00 00 

o ~ L dy (ü-Ûmax)(ü-ümln)p =.foo dy {ü2
p-(Üma.X+Ümin}ÜP 

. ' 

La. partie réelle de l'équation (I.4) donne: 

00 

!..oo (~Ü-Cr)21iZ>"'P 'dy = 

soi t encore: 

C ü~y :: (-cr
2 + ci ) C Pdy + ~ Ci ü dy .. 

.JJO 00 

- ~.fooJ ~ dy 
. ' + 

En utilisant l'équation (1.7), op 

+! 2 üc P dy .' 
..00 r 

.ob~1ent: 

00 1 00 

{c f + c
1
2)J 'p dy + ~J J n dy • 

r ...00 ..co 
. (I!.l) 

U:ilisant les équations (1.7) et (II.1), l'inégalité,ci-dessus 

devient: .. 
, 00 00 

o ~ (cr
2 t c1

2)J..DO P dy' + 
00 

- (ü +n
i

) [c! 'Pêly max m n r ..DO 

00 

T J il ü Ir

i 
P dy • 

..00 max ln n 

Soit aussi: 

00 

1 0 ~ {c~, - cr{ümax +Umin) ... c~ ... UmaXûmn}L p dy 

00 

t f3 lx, J dy [ü - t(~ax + llJD1n)] 
tII.2) 
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l , 
po~' ~> 0, si "'on remplace ü p.a:z; ûmin' alors on ~ ': 

00, 

_.!.(ü - ü )! J dy 
Z max min..Dl' 

00 

~. ~('Üutax -,umin)!...oOP dy. 

,a.2 

00' 

utilisant ce résul1lat dans l'équation (lI.2) , divisant par! P dy 
;.00 , 

et réarrangeant les, termes, on obtient: 

ü +ü ~ 2 max Jn1 
2 

Pour' 13< 0, 'on remplace ü par ~ax' On a .ai~:t.'s: 

OCJ " _ _ 

J..Do J, dy f Ü -r(Umax;Umin)] ~ 

r 
1 

L', équation (11.2) devientc 

.fi. 

00 

~(ü -ü ) j J dy 
2 max min ~ 

(I0}-

(11.4) 

- , 

00 00 

'at~J dY',{~, - t<~max+Um1n~~' {c~:~ cr~Umax+Ülllin)+.cf +. '\naxÜmlnlL~ dy 

utilisant l'inégalité (11.4) dans l'équation précéden~e, on obtient: 

gO 

Divl~t cette équation par.[~l dy, on voit que l'on obtient la rose 

é,quatlon que lorsque ~> O. Il' suffit donc de remplacer-!3 par là 

J 
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valeur absolue de S d~s l'équation (I!.) pour obtenir le demi-cercle 

m~ifié valide J?O~ tout- ~. 
'\. 

~ if 1 
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