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Tout 'espace brumeux que voit un homme assis sur une hauteur, en regardant
la mer couleur de vin, tout cet espace est la portée d'un bond pour les chevaux

haut-bruyants des dieux.

Iliade d’'Homere (V, 770-772)

Je ne sais pas quand j’aurai le temps de travailler a ’équation du probleme
des trois corps. En attendant, ne me mandez pas ce que vous avez fait ; je veux

m’y essayer a loisir.

D’Alembert, dans une lettre a Lagrange

(16 octobre 1764)
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Résumé

Ce mémoire traite de cosmologie et porte plus particulierement sur 'instabilité des espaces
en expansion, comme celui de Sitter, sous 'effet de petites perturbations de leur métrique.
La principale question que l'on tente de discuter dans ce mémoire concerne 'effet des
modes infrarouges des perturbations métriques sur le taux d’expansion local de I'espace,
ainsi que sur son contenu en énergie-impulsion. Par exemple, on considére un espace en
expansion contenant un fluide parfait, ou encore un champ scalaire, et I’on montre que,
dans ces cas, le taux d’expansion de I'espace n’est pas modifié par les modes infrarouges
des perturbations métriques, lorsque celles-ci sont traitées comme des champs classiques.
Ce résultat demeure valide a tous les ordres perturbatifs et pour quasiment tout type de
perturbations (sauf pour des perturbations vectorielles). De plus, lorsque les perturbations
métriques sont traitées plutot comme des champs quantiques, elles ont alors un effet sur

le taux d’expansion de ’espace, et ce des le premier ordre dans les corrections quantiques.

il



Dans ce cas, la correction de premier ordre ne dépend pas directement de la variance des
perturbations, mais seulement de sa dérivée par rapport au facteur d’échelle. Elle est donc
négligeable dans un espace de Sitter, sans I’étre toutefois pour des espaces plus réalistes,

tels que ceux contenant un champ scalaire.

Summary

This thesis is about cosmology, and deals more particularly with the instability of ex-
panding spaces, such as de Sitter space, due to small perturbations of their metric. The
main question we try to address has to do with the effect of the infrared modes of the
metric perturbations on the local expansion rate of the space, and on its content in energy-
momentum. For instance, we consider an expanding space filled with a perfect fluid, or
with a scalar field, and show that, in these cases, the expansion rate of the space is not
modified by the infrared modes of the metric perturbations, when these perturbations are
treated as classical fields. This result remains valid at all orders, and for most types of
perturbations (except for vector perturbations). Moreover, when the metric perturbations
are treated as quantum fields, they then have an effect of the expansion rate of the space,
even at first order in the quantum corrections. In that case, the first-order correction to
the expansion rate does not depend directly on the two-point function of the perturba-
tions, but only on its derivative with respect to the scale factor. It is therefore negligible
for de Sitter space, but not for more realistic spaces, such as those containing a general

scalar field.
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Introduction

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de la cosmologie et porte plus particulierement
sur la stabilité relative des espaces en expansion, comme celui de Sitter. A cet égard,
bien que le titre de ce mémoire fasse mention de ’espace de Sitter, on n’y traitera pas
exclusivement de ce cas. D’autres types d’espaces, par exemple ceux contenant un fluide
parfait ou encore un champ scalaire, seront aussi considérés en temps et lieux, dans le but
de généraliser ou de nuancer les conclusions pouvant étre atteintes dans le cas d'un espace

purement de Sitter.

Deux principes de la cosmologie. Deux idées centrales de la cosmologie contempo-

raine joueront un role de premier plan dans ce mémoire. D’abord, il est admis depuis au

moins un demi-siecle que I'univers dans lequel nous nous trouvons est aujourd’hui en ex-

pansion, de sorte que les objets qu’il contient s’éloignent constamment les uns des autres,
’: [ A : : ) AL

sans qu’il n’aient eux-mémes besoin de se mouvoir. C’est plutot ’espace en tant que tel

qui s’étire au fil du temps.

D’un point de vue historique, la premiere indication expérimentale de cette expan-
sion fut fournie par les observations de Hubble [3], publiées en 1929, qui montrérent que
les galaxies situées assez loin de la notre tendent a s’en éloigner davantage. Plus spéci-
fiquement, Hubble a montré que la vitesse d’éloignement des galaxies semble a peu pres

proportionnelle a leur distance, les plus lointaines s’éloignant d’autant plus rapidement.

Plusieurs hypotheses furent avancées afin d’expliquer cette curieuse observation de
Hubble. Par exemple, 'une d’elles consistait a supposer que la lumiere émise par les

galaxies lointaines, en voyageant jusqu’a nous, perd une partie de son énergie, en traversant



notamment certains puits de potentiel desquels elle doit s’échapper. Cette lumiere nous
parvient ainsi plus rouge qu’elle ne 1’était au moment de son émission, donnant I'impression

que les galaxies ’ayant produite s’éloignent de nous *.

Il s’agissait la peut-étre de I’hypothese la plus plausible, mais on sait aujourd’hui
que ce n’était pas la bonne. Le rougissement des spectres de galaxies avec leur distance
semble étre causé par un véritable mouvement d’éloignement de celles-ci, provoqué par
I’expansion de ’espace dans lequel elles se trouvent plongées. Cette idée fut défendue des
les années 1920 par des physiciens comme Lemaitre et Eddington, mais il fallut attendre
les années 1960, avec la découverte expérimentale du fonds diffus cosmologique, pour que

cette hypothese soit proprement confirmée et acceptée par la communauté scientifique.

Ce mémoire repose donc notamment sur cette idée que notre univers est en expansion.
Tous les espaces tour a tour étudiés dans la suite de ce travail seront de ce type. De
maniére générale, on dit d'un espace qu’il est en expansion (ou en contraction) si les
distances entre ses points varient avec le temps, au lieu de rester constantes, suivant le
méme facteur d’échelle. Par exemple, si deux points sont séparés par une certaine distance
d a un temps t, alors ils seront séparés par une autre distance d’ a un temps ultérieur ¢',

selon la regle

ou a = a(t) est une fonction indépendante des deux points choisis, représentant le facteur
d’échelle de tout I'espace. Ce facteur d’échelle n’est qu’une simple constante pour les es-
paces statiques, dans lesquels les distances sont conservées (d = d’ si a = a’), alors qu’il
dépend nécessairement du temps lorsque l'espace est en expansion. Dans un espace de
Sitter, par exemple, le facteur d’échelle augmente de maniere exponentielle avec le temps,
alors qu’il varie seulement suivant une certaine puissance du temps dans les espaces conte-
nant de la matiere froide ou de la radiation. Pour caractériser la dépendance temporelle
du facteur d’échelle, on calcule typiquement son taux de variation,
et

*Sans défendre cette hypothese, Eddington la résume dans [4], chapitre T §3.



La quantité précédente est fondamentale en cosmologie, car sa valeur peut étre direc-
tement déterminée a partir des spectres de lumiere mesurés pour ces lointaines galaxies
en mouvement de récession par rapport a nous. Dans ce mémoire, elle sera désignée al-
ternativement comme le taux d’expansion de I'espace ou le facteur de Hubble, bien que
sa définition en termes du facteur d’échelle ait été formulée pour la premiere fois par

Lemaitre [2], des 1927.

L’autre idée centrale qui jouera un role dans ce mémoire provient de la relativité
générale d’Einstein. Cette derniere sert en effet de support théorique a la cosmologie
contemporaine, au méme titre que la théorie de Newton servait de base a l'ancienne
mécanique céleste. Dans la physique newtonienne, I’espace ne joue qu’'un role passif, en ne
servant que d’enceinte aux diverses particules massives, a l'intérieur de laquelle celles-ci
peuvent se mouvoir et interagir entre elles. Que cette enceinte soit plate ou courbée, plane
ou sphérique, il ne s’agit la que d’un simple détail dont la physique de Newton peut tres

bien tenir compte.

La véritable nouveauté conceptuelle introduite par Einstein dans la physique ne concerne
donc pas a proprement parler la courbure de I’espace, mais le caractere dynamique de cette
courbure. Dans la physique einsteinienne, ’espace joue un role actif, au meéme titre que
les particules ou les champs qu’il renferme. Il ne se contente pas de contenir ces parti-
cules et ces champs, mais il interagit avec eux, adaptant sa géométrie selon la nature
de la matiere qu’il contient. De petits changements dans la distribution ou la densité de
cette matiere entrainent alors des changements conséquents dans la géométrie de 1’espace,

lesquels modifient en retour les propriétés de la matiere qui s’y trouve.

Idées principales de ce mémoire. Les raisonnements présentés dans ce mémoire
reposent en quelque sorte sur la combinaison des deux idées que 1’'on vient d’évoquer. On
va considérer des espaces en expansions, en supposant que leur géométrie subit de petites
perturbations. Le but sera alors de déterminer les effets résultant de ces perturbations,
d’une part sur I’énergie-impulsion contenue dans ces espaces, d’autre part sur la forme de

leur facteur d’échelle et de leur taux d’expansion.



Dans le premier chapitre, les perturbations métriques affectant la géométrie de 'espace
seront traitées de maniere purement classique, alors qu’elles seront considérées comme des
champs quantiques dans le dernier chapitre. Cette différence de traitement aura d’ailleurs
un impact considérable sur les conclusions tirées au terme de chacune de ces études.
On verra que, dans le premier cas, les perturbations métriques en viennent a modifier
I’énergie-impulsion contenue dans ’espace, sans toutefois affecter substantiellement son
taux d’expansion, et ce a tous les ordres perturbatifs. Dans le second cas, une situation
inverse se produit, du moins quand on se limite au premier ordre. Les perturbations
métriques modifient alors le taux d’expansion de l'espace, sans trop altérer ’énergie-

impulsion qui s’y trouve.

Plus généralement, on s’attend a ce que les perturbations métriques affectant un es-
pace en viennent nécessairement a laisser quelque trace sur la géométrie et le contenu
en énergie-impulsion de cet espace. Une telle conclusion parait inévitable : 1’espace per-
turbé, du seul fait des perturbations qu’il contient, cesse d’étre rigoureusement identique a
I’espace non perturbé auquel il ressemble. Cette ressemblance n’est vraiment qu’approxi-
mative, n’étant valide que pour les premiers ordres et pour des perturbations de petite
amplitude. Il en va d’ailleurs d'un espace en expansion comme de n’importe quel systeme
physique pouvant étre considéré en équilibre. J’adopte ici le point de vue de Lagrange,
qu’il a résumé a l'occasion d’une lettre envoyée a son mentor et ami d’Alembert, a propos

des états d’équilibre pouvant survenir dans un fluide.

« En général, il me semble que 1’équilibre est un état unique, et qu’un équilibre
approché et méme aussi approché qu’on voudra sera toujours un non-équilibre,
de sorte que pour pouvoir tirer des conclusions exactes sur cette matiere il faut
absolument pouvoir résoudre le probleme en toute rigueur, ou au moins avoir
égard aux quantités des différents ordres, en sorte qu’on puisse s’assurer que

I’équilibre rigoureux est possible *. »

Ainsi, selon Lagrange, I’équilibre d’un fluide représente un état nécessairement in-

stable, du fait qu’il cesse de représenter rigoureusement le méme équilibre des qu’il subit

*Lettre de Lagrange a d’Alembert datant du 15 juillet 1769 [1].



certaines perturbations. Pour caractériser correctement le nouvel état obtenu apres ces

perturbations, il faudrait en principe résoudre a nouveau le probléeme, non seulement au

premier ordre, mais « en toute rigueur », c¢’est-a-dire a tous les ordres.

En appliquant cette idée de Lagrange au cas considéré ici, a savoir celui d'un espace
de Sitter, on peut donc dire que cet espace est nécessairement instable, dans la mesure o
I’état d’équilibre qu’il représente doit forcément disparaitre lorsqu’il est mis en présence de
quelques perturbations. En particulier, son taux d’expansion, qui est constant en ’absence
de perturbations, doit cesser de l'étre a partir d’un certain ordre lorsque l'espace est
perturbé. La vraie question n’est donc pas de savoir si I'espace de Sitter est stable ou
instable, mais de quelle fagon, a quel ordre et dans quelles conditions une telle instabilité
en vient a se manifester le plus rapidement.

N

A cet égard, on va surtout se concentrer, dans ce mémoire, sur les contributions in-
frarouges des perturbations métriques, c¢’est-a-dire sur leurs modes de grandes longueurs
d’onde, dans le but de déterminer si ces modes peuvent étre une cause efficace d’instabi-
lité dans des espaces en expansion. La terminologie employée ici est tirée de la physique
optique, ou la lumiere infrarouge possede de grandes longueurs d’onde, du moins par

opposition a la lumiere ultraviolette qui en possede de plus petites.

Ces modes infrarouges s’averent intéressants entre autres parce qu’ils sont particulie-
rement faciles a traiter, comme on l'expliquera dans le premier chapitre. Par exemple,
des solutions non perturbatives aux équations d’Einstein peuvent étre obtenues lorsqu’on
se limite a ces modes, en négligeant tous les autres. D'un strict point de vue mathéma-
tique, il vaut donc la peine de se concentrer d’abord sur ces modes, pour ensuite peaufiner

I’analyse en incluant ceux de plus petites longueurs d’onde.

Les modes infrarouges des perturbations métriques présentent également un intérét
d’un point de vue cosmologique, dans la mesure ou leur importance physique augmente au
fil du temps, avec I'expansion de 'espace. Par définition, ces modes regroupent toutes les
perturbations de grandes longueurs d’onde, mais ne dépassant pas une certaine longueur
d’onde maximale, proportionnelle a la taille de ’espace. On peut imaginer, a cet égard, que

’on se restreint a une certaine section d’univers possédant une taille finie, mais augmentant



avec le temps en raison de I’expansion de I'univers dans son ensemble. Ainsi, comme cette
section s’agrandit au fil du temps, elle parvient a contenir de plus en plus de perturbations

métriques de grandes longueurs d’ondes.

Pour éetre plus précis, supposons que cette section d’univers possede une certaine taille
représentée par la longueur A en coordonnées comobiles, ce qui signifie simplement que
cette longueur demeure constante, qu’elle n’est pas affectée par ’expansion de 'espace. De
par sa taille finie, cette région de I'univers ne peut contenir que les modes des perturbations
métriques dont la longueur d’onde en coordonnées comobiles est inférieure a A. La longueur
d’onde maximale pour les perturbations incluses dans la région est donc A, = a\. Le
point a retenir est que cette longueur d’onde maximale augmente avec le temps, étant
proportionnelle au facteur d’échelle de 1’espace, de sorte que de plus en plus de modes
possédant de grandes longueurs d’onde parviennent a se loger dans la région considérée.
L’importance de ces modes dans la description d’une telle section d’univers s’accroit ainsi

progressivement avec son expansion.

En particulier, on s’attend a ce que les modes infrarouges des perturbations géné-
rées dans l'univers primordial, bien qu’initialement insignifiants, en viennent a acquérir
plus d’importance au fil de ’évolution de l'univers, au point de produire peut-étre des
effets considérables aujourd’hui. Une telle idée sera explorée avec quelques détails dans

les premier et dernier chapitres de ce mémoire.

Pourquoi l’espace de Sitter. On a déja mentionné plus haut que ce mémoire ne
traitera pas seulement du cas d’un espace de Sitter, c¢’est-a-dire d’un espace en expansion
ne contenant qu’une constante cosmologique. Pourquoi alors, si tel est le cas, faire figurer
le nom de cet espace dans le titre de ce travail 7 C’est que 'espace de Sitter incarne en
quelque sorte I'archétype des espaces en expansion. Il fut le premier espace de ce genre a

étre découvert (par W. de Sitter en 1917), ainsi que le deuxieme modele cosmologique a

étre formulé sur les bases de la relativité générale, apres celui d’Einstein.

De plus, il s’avere que 1'univers physique, en deux moments charnieres de son histoire,

en vint a ressembler plus ou moins a un espace de Sitter. D'une part, durant la majeure



partie de sa période d’inflation, 'univers primordial subissait une expansion fortement
accélérée, son facteur d’échelle augmentant alors de maniere a peu pres exponentielle avec
le temps, comme dans un espace de Sitter. D’autre part, notre univers actuel s’apparente
lui aussi plus ou moins a un espace de Sitter, dans la mesure ol sa composante principale

semble étre une constante cosmologique.

A cet égard, si la constante cosmologique de 1'univers n’est pas rigoureusement nulle,
ce qui semble étre le cas si l’on en croit les plus récentes données expérimentales, il est alors
inévitable qu’elle en vienne a prendre une importance de plus en plus considérable dans
la constitution de I'univers. Contrairement aux autres composantes de I'univers comme
la matiere et la radiation, dont les densités respectives décroissent toutes avec le temps,
la constante cosmologique possede par définition une densité constante, de sorte que sa
présence n’est pas diluée par I'expansion de I'espace. Elle en vient ainsi, au fil du temps,
a dominer toutes les autres composantes de I'univers, au point ou ce dernier tend a res-
sembler de plus en plus a un espace de Sitter, c’est-a-dire a un espace ne contenant rien

d’autre qu'une constante cosmologique.

Les deux cas que l'on vient d’évoquer, ceux de l'univers primordial en inflation et
de T'univers actuel, suffisent pour démontrer I'importance de I'espace de Sitter dans la
cosmologie contemporaine. Toutefois, il n’empéche que 'univers physique ne pourrait étre
légitimement assimilé, a aucun moment de son histoire, a un pur espace de Sitter. Il peut

y ressembler parfois, mais sans jamais s’y réduire parfaitement.

C’est ce qui explique pourquoi, dans ce mémoire, on a cru bon de considérer d’autres
types d’espace en expansion, notamment ceux contenant un fluide parfait d’équation d’état
quelconque, ou encore ceux avec un champ scalaire muni d’'un potentiel général. Il im-
portait en effet de vérifier que les conclusions pouvant étre établies dans le cas d’un pur
espace de Sitter demeurent valides pour des espaces ressemblant a ce dernier, mais ne s’y
réduisant pas. Il importait de tester, autrement dit, la stabilité de I’étude sur la stabilité

de l'espace de Sitter proposée dans ce mémoire.



Contenu des chapitres de ce mémoire. Disons enfin quelques mots sur le contenu
formel de ce mémoire. Celui-ci se compose de quatre chapitres, que 'on peut réunir en
deux groupes. Les premier et quatrieme chapitres contiennent 1’essentiel des raisonnements
traitant spécifiquement des modes infrarouges des perturbations métriques, et de leurs

effets sur le taux d’expansion de I'espace et son contenu en énergie-impulsion.

C’est également dans ces deux chapitres que 'on retrouve toutes les contributions ori-
ginales de ce mémoire. Le premier chapitre, par exemple, propose un traitement original
des équations d’Einstein, permettant de généraliser un certain nombre de résultats déja
connus, mais qui se trouvaient démontrés seulement sous certaines conditions, pour cer-
tains types de perturbations métriques et jusqu’au deuxieme ordre. De son coté, le dernier
chapitre vise a amender et a étendre les travaux des chercheurs japonais H. Kitamoto et Y.
Kitazawa. En me basant sur les idées de ces chercheurs, mais en employant une méthode
quelque peu différente, je parviens a une conclusion tout a fait opposée a la leur dans le
cas d'un espace purement de Sitter, conclusion que je généralise par la suite au cas d'un

espace contenant un champ scalaire.

Les deuxieme et troisieme chapitres de ce mémoire présentent quant a eux quelques
résultats préliminaires, déja bien connus, dont ’exposition était toutefois nécessaire puis-
.. C e, . . , N ..
qu’ils sont impliqués dans le dernier chapitre. On n’y trouvera aucune contribution origi-
nale, de sorte que le lecteur intéressé par la seule question de la stabilité des espaces en

expansion pourra omettre ces chapitres, en ne s’y référant qu’au besoin.

Dans la suite de ce mémoire, je supposerai que le lecteur possede une bonne connais-
sance de la relativité générale, ainsi qu'une certaine base de mécanique quantique. Les
principales idées et équations de la relativité générale seront donc employées des le dé-
part, sans autre introduction. Je les ai moi-méme apprises en lisant notamment l'ouvrage
de Wald [5], que je recommande a I’attention du lecteur en guise de référence standard

sur le sujet.



Table des notations

Métriques. Dans ce mémoire, on adopte une signature négative pour le temps et posi-

tive pour I'espace, de sorte que la métrique de Minkowski 7, possede comme composantes
Ner = =1, nry = 0 ety = 05

En général, on considere des espaces en expansion a quatre dimensions possédant une
métrique g, ainsi qu'un facteur d’échelle a = a(t). Dans le premier chapitre, g, = a? G
désigne la métrique de l'espace perturbé, avec g, = 1, + h,,, et h,, sont les petites per-
turbations qui I'affectent. Dans les deuxiéme et quatrieme chapitres, g,, = a*g,, désigne
plutot la métrique de l'espace de base et g, = g,,(00 + ht) celle de I'espace perturbé.
Dans ce dernier cas, la métrique g, joue alors le méme role que celle de Minkowski, sauf

qu’elle est tout a fait générale.

Dérivées. La notation de Newton est utilisée exclusivement pour désigner la dérivée

par rapport a la coordonnée temporelle 7, qui désigne ici le temps conforme,

da

CL:E.

La notation de Leibniz est utilisée notamment pour la dérivée par rapport au temps

physique. Comme celui-ci est relié au temps conforme par dt = adr, on a alors

da a

dt o’
ce qui implique notamment que le facteur de Hubble est donné par

_1da_a

Tadt a?



I1 est parfois commode de définir I’équivalent du facteur de Hubble pour le temps conforme,

Caracteres gras. Les caracteres gras sont employés alternativement pour désigner des
vecteurs spatiaux ou des matrices, selon le contexte. Par exemple, la métrique g, est
parfois représentée par la matrice g. De méme, le vecteur d’onde associé aux modes de

Fourier d’un champ est désigné par k et sa norme est notée k = |k|.

Notation indicielle. Les lettres grecques (u, v, etc.) sont employées pour les coordon-
nées de I'espace-temps, 7 et x. Les coordonnées strictement spatiales x sont représentées
quant & elles avec les caracteres latins (4, j, etc.). Comme on a choisi une signature posi-
tive pour 'espace, ces indices sont généralement tous ramenés en position inférieure, sans

qu’il ne soit nécessaire d’en ajuster le signe.

Symboles pour les équations. Lorsqu’il a fallu faire certaines approximations pour
obtenir une équation, on évite d’écrire celle-ci au moyen d’un signe d’égalité stricte. On
a taché d’employer le symbole &~ dans ces équations, afin d’indiquer qu’elles ne sont

qu’approximativement valides.

Le symbole = est employé quant a lui pour indiquer qu'une dérivée totale a été négligée
dans une équation. Ce symbole est donc typiquement utilisé dans les équations impliquant
des lagrangiens. Pour étre parfaitement rigoureux, il faudrait conserver ces dérivées totales
puisqu’elles ne peuvent étre proprement négligées qu’au niveau de 'action, mais on se

permet de les négliger la ou elles apparaissent par souci de concision.
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Chapitre 1

Etude perturbative des équations d’Einstein

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier les équations d’Einstein de maniere pertur-
bative, dans le cas particulier d'un espace en expansion. On suppose ainsi que ’espace
est décrit par une métrique g, = a*(1,, + h,,), ot @ = a(t) désigne le facteur d’échelle
de T'espace et ou h,, sont de petites perturbations. En insérant cette métrique dans les
équations d’Einstein, puis en développant selon les différentes puissances des perturba-
tions, on obtient alors une série d’équations que I'on peut résoudre en principe de maniere

systématique, ordre par ordre.

Les premieres équations que ’on rencontre ainsi dans cette série sont celles de premier
ordre. Elles ont déja été abondamment étudiées de maniere générale [6], de sorte que 'on
ne se propose pas ici de reprendre intégralement leur étude. On va plutot tenter d’examiner
les équations d’Einstein dans ’ensemble de leur série perturbative, ou du moins au-dela
du premier ordre, dans le but de déterminer 'effet cumulé des perturbations affectant
I’espace. Pour ce faire, on va effectuer certaines approximations, en se concentrant sur
les modes infrarouges des perturbations métriques, c’est-a-dire ceux possédant de grandes

longueurs d’onde.

Plus spécifiquement, la question que 'on veut examiner dans ce chapitre concerne
I'effet des perturbations métriques sur le contenu en énergie-impulsion de ’espace. Typi-
quement, quand on cherche a résoudre les équations d’Einstein, on suppose qu’il existe
dans ’espace un certain contenu en énergie-impulsion, causé par exemple par un fluide ou

un champ scalaire. Ce contenu étant donné, on entreprend alors de résoudre les équations
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d’Einstein afin de déterminer la métrique de I'espace, c¢’est-a-dire la géométrie appropriée

pouvant contenir cette énergie-impulsion.

Dans le contexte de ce mémoire, on suppose que cette premiere étape du raisonne-
ment a déja été accomplie et que 'on connait la forme explicite de la métrique associée
a un espace contenant telle ou telle énergie-impulsion. On renverse ici en quelque sorte la
procédure : on suppose que la métrique subit de petites perturbations et 1’on cherche a
déterminer 'effet de ces perturbations sur le contenu en énergie-impulsion de 1’espace. Par
exemple, si la métrique d’un espace contenant un fluide parfait subit de petites pertur-
bations, celles-ci affectent alors nécessairement la pression et la densité du fluide présent
dans l'espace. De la méme facon, si la métrique d’un espace de Sitter subit de petites
variations, la valeur de la constante cosmologique dans cet espace risque aussi d’étre mo-
difiée, au point peut-étre de ne plus étre constante. Bref, I’étude que 'on se propose
d’accomplir ici concerne la stabilité relative des contenus en énergie-impulsion des espaces

en expansion, sous l'effet des modes infrarouges des perturbations métriques.

§1.1 Approximations et choix de jauge. Au lieu de développer en série les équa-
tions d’Einstein de maniere générale, pour ensuite tenter de les résoudre suivant certaines
approximations, on va plutot adopter des le départ ces approximations, en les appliquant
systématiquement a tous les ordres. Les conclusions que 'on va tirer au fil de ce chapitre
dépendront donc intimement des approximations que 'on va choisir initialement, bien

plus que de tout autre facteur.

La principale difficulté impliquée dans le développement perturbatif des équations
d’Einstein réside dans le fait que ce sont des équations différentielles. Il faut donc savoir les
résoudre au premier ordre, avant de passer au suivant, ce qui n’est pas toujours possible
sans recourir a certaines simplifications. A cet égard, 'approximation la plus brutale
que l'on puisse effectuer consiste a négliger completement toutes les dérivées présentes
dans les équations et affectant les perturbations métriques. Cela revient a supposer que
les perturbations sont a peu pres constantes ou, du moins, que leurs variations dans le
temps et I'espace peuvent étre négligées face aux autres termes. Dans le cadre de cette

approximation, les équations d’Einstein deviennent alors de simples équations algébriques,
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qu’il est possible de résoudre aisément.

Entrons un peu plus dans les détails de ’approximation que 1’on se propose d’adopter.
On souhaite d’abord négliger la variation spatiale des perturbations métriques. Plus spéci-
fiquement, il s’agit de décomposer les perturbations selon leurs modes de Fourier, puis de
ne conserver que les modes infrarouges, c¢’est-a-dire ceux possédant de grandes longueurs
d’onde ou de petits nombres d’onde. Comme ces modes sont spatialement étendus, ils pa-
raissent alors relativement constants dans une région donnée de l’espace, du moins dans
les régions de petites dimensions par rapport a leur longueur d’onde. Mathématiquement,

cela implique que I'on peut négliger les dérivées spatiales affectant les perturbations.

On souhaite également négliger leurs dérivées temporelles. Une telle simplification est
justifiée si la composante temporelle des perturbations varie lentement ou encore si elle
devient de plus en plus négligeable au fil du temps. La premiere de ces circonstances
survient par exemple durant la phase d’inflation de I'univers primordial, lorsque le champ
scalaire responsable de 'inflation « roule » lentement vers le creux de son potentiel. La
dérivée temporelle de la perturbation du champ devient alors négligeable face aux autres

termes.

Une approximation similaire est également justifiée lorsque la composante temporelle
des perturbations, sans varier lentement, décroit au contraire rapidement a mesure que
le temps passe. Cela survient, par exemple, lorsque les perturbations se composent dun
terme décroissant avec le temps, ainsi que d’un terme constant, ne dépendant que de
I’espace,

hw(x, t) ~ AW(X) + BW(X, t), (1.1)

ou I'on suppose que B, tend vers zéro au fil du temps. On sait que cette forme particuliere
est notamment valide pour les modes infrarouges des perturbations métriques lorsque
celles-ci sont de type tensoriel, de méme que lorsqu’elles sont de type scalaire, dans la
jauge longitudinale [6]. Ainsi, les deux approximations que I'on se propose d’effectuer ici,
loin de se contredire, s’averent au contraire solidaires I’'une de ’autre. En se concentrant
sur les modes infrarouges des perturbations, on peut alors du méme coup négliger leurs

variations temporelles, surtout apres qu’un certain temps se soit écoulé et que 'espace ait
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suffisamment pris de ’expansion.

Dans la suite de ce chapitre, on se propose d’appliquer systématiquement ces deux
approximations aux équations d’Einstein, sans imposer aucune autre contrainte aux per-
turbations. En particulier, aucun choix de jauge ne sera effectué, de sorte que les perturba-
tions seront traitées de maniere tout a fait générales. La validité des résultats que 'on va
tirer de cette analyse ne dépendra donc pas du choix particulier d'une jauge, mais seule-
ment du type d’approximations invoquées pour les obtenir. D’ailleurs, si une conséquence
proprement physique peut étre tirée de ’analyse perturbative des équations d’Einstein en
fixant la jauge, il devrait étre possible de la déduire également sans fixer cette derniere,

en supposant des perturbations tout a fait arbitraires.

Enfin, une autre raison incitant a ne pas fixer des le départ la jauge des perturbations
est que leur classification usuelle, en perturbations scalaires, vectorielles et tensorielles,
n’est valide qu’au premier ordre. Les trois types de perturbations peuvent étre traitées
séparément au premier ordre, car elles n’'interagissent pas les unes avec les autres, ce qui
n’est plus le cas aux ordres supérieurs. Pour cette raison, comme on se propose ici d’étudier
les équations d’Einstein au-dela du premier ordre, il serait sans doute mal avisé de fixer
trop rapidement la jauge en se basant sur la décomposition linéaire des perturbations

métriques.

§1.2 Développement en série des tenseurs de Ricci et d’Einstein. On considere
donc un espace en expansion a quatre dimensions, possédant une métrique g,,,, ainsi qu’'un
certain contenu en énergie-impulsion décrit par le tenseur 7),. Les équations d’Einstein
pour cet espace s’écrivent

N

1
G/W = ij — §ngj =rT (12)

ou k = 8wy est une constante. En ’absence de perturbations, on suppose que ’espace
considéré est un univers de Minkowski en expansion, de métrique gfg,) = a2nu,,, ou a = a(t)
est le facteur d’échelle. On fait subir a cet espace de petites perturbations, de sorte que
sa métrique devient g,, = azgw,, ol §,,, = Ny + hy,. Dans la suite de ce chapitre, il sera

parfois commode de noter f =h . et f; = h_;.
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En général, lorsque la métrique d'un espace subit une transformation conforme, induite

par un certain facteur d’échelle a, son tenseur de Ricci devient alors

R,, = R,, —2V,a, +2a,a, — §,,9” (Va5 + 2a,a,), (1.3)
ol a,, désigne un vecteur généralisant en quelque sorte le facteur de Hubble, que I'on peut
définir pour exprimer le taux de variation du facteur d’échelle par rapport aux diverses
coordonnées,

T (1.4)

a (1.5)
0

Similairement, le tenseur d’Einstein pour un espace ayant subi une transformation

conforme est donné par

G = CA}'W — Z@Ma,, +2a,a, + §,,9” (Q@paa +a,a,). (1.6)

On peut maintenant procéder avec I’approximation que ’on a discutée plus haut. On
suppose que les perturbations métriques h,,, varient tres peu dans I'espace et le temps, de
sorte qu’on peut les traiter comme des constantes. Dans ce cas, la métrique g, = 7, +h,,
peut étre également considérée comme constante, ce qui implique notamment que les
symboles de Christoffel qui lui sont associés sont tous nuls, fﬁ,, ~ 0. Il s’ensuit que
}?W ~ 0 et @Ma,, ~ 0,a,. Dans le cadre de cette approximation, le tenseur de Ricci de

I’espace perturbé se réduit donc a

R, ~ —20,a, + 2a,a, — §,,9" (Gpaa + 2apa0), (1.7)

¢’est-a-dire, pour un facteur d’échelle ne dépendant que du temps,

R/J,l/ ~ 2 5#7 51/7- (H2 - H) - g/u/gﬂ- (H + 2H2) . (18)
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De la méme facon, le tenseur d’Einstein se réduit a

G ~ 28,0, (H> —H) + 3,07 (2H +H?). (1.9)

Plus loin dans ce chapitre, on va étudier les équations d’Einstein jusqu’au second ordre
dans les perturbations métriques. Il est donc utile de développer les tenseurs de Ricci et
d’Einstein également jusqu’a cet ordre. A cet égard, rappelons que la métrique inverse

associée a g, =1, + h,, s’écrit”
EESE ey Vo Vi) (1.10)

ot les indices de h,, sont élevés au moyen de la métrique de Minkowski, hj, = 9*"h,,,. On

en déduit que

guugTT ~ _<77y,1/ + n,uuf + huy + nuuthth + h,uuf)v (111)

ol l'on anoté f = h,,. Cela implique notamment que les contributions de zéro, de premier

et de deuxieme ordre pour le tenseur de Ricci s’écrivent respectivement
R ~26,,6,, (H? — H) +1,,(H + 2H?),
RO & (1 f + hyw) (H + 2H?), (1.12)
R = (n,h b7 + hy f) (H + 2H?).
Des formules similaires peuvent étre trouvées pour le tenseur d’Einstein,
G~ 20, 6,, (H2 = H) — 0 (2H + H?),
G~ — (N f + ) (2H + H?), (1.13)

G2 = (1 heyh™ + by f) (2H + H2).

De telles expressions pour les tenseurs de Ricci et d’Einstein ont pu étre obtenues
avec aussi peu d’efforts seulement parce qu’on a appliqué des le départ I’approximation
choisie pour la résolution des équations d’Einstein. Sans cette simplification, il aurait fallu

ajouter un grand nombre de termes liés aux dérivées des perturbations.

*Une démonstration de ce résultat sera présentée dans le deuxieme chapitre de ce mémoire.
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81.3 Deux approches possibles. Dans ce chapitre, on se propose de suivre ’approche
classique pour le développement perturbatif d’équations différentielles. On suppose ainsi
que les équations d’Einstein sont vérifiées ordre par ordre, et notamment a ’ordre zéro,
¢’est-a-dire en ’absence de perturbations. Ce faisant, les équations d’Einstein dans ’espace

perturbé s’écrivent alors
G,SOV) = mT,Eg),
G = kT, (1.14)

fo,,) = /fT,E,Q,),

et ainsi de suite pour les autres ordres. Bien que standard, cette approche n’est géné-
ralement pas celle qui est suivie typiquement en cosmologie, pour I’étude des équations
d’Einstein au-dela du premier ordre. Suivant [7], on préfere parfois supposer que seules
les équations de premier ordre sont satisfaites, GSV) = KT,EB, les contributions d’ordre
supérieur servant a modifier I’équation a ’ordre zéro. Celle-ci s’écrit alors en termes d'un
nouveau tenseur d’énergie-impulsion, comprenant les termes d’ordre zéro, ainsi que tous
ceux qui ne sont pas linéaires dans les perturbations. En se limitant aux seuls termes

quadratiques, on trouve dans ce cas

G = k(T +6T,,), (1.15)

ou 07, désigne la modification du tenseur d’énergie-impulsion due aux termes quadra-

tiques dans les perturbations métriques,

K0T, = KT\ — G, (1.16)

Cette approche alternative, moins standard, présente toutefois quelques difficultés. Par
exemple, on a souvent insisté sur le fait que I'expression du tenseur 67, dépend de la
jauge choisie pour le calculer, de sorte qu’il ne représente pas un véritable effet physique,
mais un pur effet de jauge [8]. De plus, on verra plus loin que cette approche ne se préte
pas, en général, au genre d’approximations que 1’on se propose de faire ici, sauf dans le

cas ou les composantes hors diagonale des perturbations métriques sont toutes nulles, ce
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qui est le cas notamment pour des perturbations scalaires dans la jauge longitudinale. Or,
c’est précisément ce genre de perturbations qui sert de base a l'approche moins standard

présentée dans [7].

§1.4 Cas d’un fluide parfait. Examinons maintenant le cas particulier ou l'espace
contient un fluide parfait, de densité p et de pression p, et dont 1’énergie-impulsion est

décrite par le tenseur

T, = (p + p)ut, + PG, (1.17)

ol u,, désigne la vitesse du fluide. Comme la norme de cette vitesse est invariante et qu’elle

est égale a —1 dans le repere propre du fluide, elle doit donc satisfaire la contrainte

9" uu, = —1. (1.18)

Il est commode d’extraire de la vitesse du fluide sa dépendance sur le facteur d’échelle,

en posant u, = a,. La contrainte qu’elle doit satisfaire s’écrit alors

i, d, = —1. (1.19)

On cherche a déterminer 'effet qu’auraient de petites perturbations de la métrique
sur la densité, la pression et la vitesse du fluide contenu dans ’espace. En 'absence de
perturbations, il s’avere que le fluide est immobile et donc que la composante spatiale de

(0)

sa vitesse est nulle, u; * = 0. La contrainte sur sa vitesse implique alors que

iy el = — (") = -1, (1.20)

de sorte que I'on peut choisir 4 = —1 et ainsi v\¥ = —a. Les composantes du tenseur

d’énergie-impulsion du fluide dans I’espace non perturbé sont donc 7T: T(E) =a%py, T T(?) =0
et Ti(jo) = a’p, d;;- Comme on adopte ici 'approche perturbative standard, on suppose que
les équations d’Einstein a l'ordre zéro sont satisfaites. On en tire alors deux contraintes,
permettant de relier la pression et la densité de base du fluide au facteur d’échelle de
I’espace,

ka*py = 3H?,
(1.21)
Ka*py = —(27.{ + H2).
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Si I’on suppose maintenant que la métrique de ’espace subit de petites perturbations,
les propriétés du fluide présent dans cet espace s’en trouvent modifiées par rapport a leurs
valeurs de base. Autrement dit, pour que les équations d’Einstein soient vérifiées a tous
les ordres, il faut admettre des modifications de la pression, de la densité et de la vitesse

du fluide a chacun des ordres,

p=protprtprt---,

p=potpi ot (1.22)
a, =ay) +a)) +ad + -

Les équations d’Einstein aux premier et deuxieme ordres, ainsi que la contrainte devant
étre satisfaite par la norme de la vitesse, vont permettre de fixer ces diverses quantités, en
les exprimant en termes des perturbations métriques. D’abord, rappelons que la vitesse
du fluide doit posséder une norme égale a g"”i,1, = —1. En développant cette équation
en série, puis en se servant du fait que la méme contrainte doit étre satisfaite par la vitesse

de base du fluide, 77“”11,(10)&(”0) = —1, on trouve

1
w00 = L0

77 uﬂ u )
. . (1.23)
7Pl = _57;#”@;”@9) - §h5h%§?)a,€°) + e Dal.
La vitesse du fluide étant nulle dans l'espace de base, ﬂgo) =0 et o = -1, la
contrainte de premier ordre s’écrit alors
1
) =2t (1.24)
2
Grace a cette nouvelle contrainte, celle de deuxieme ordre devient
1 1 1
i = o = fifi - 5aa ¢ . (1.25)

oul’'on anoté f = h_.et f; = h_,. La contrainte sur la norme de la vitesse du fluide permet

donc de fixer la composante temporelle de sa vitesse, et ce a chaque ordre perturbatif, tout
)

en laissant completement libres ses composantes spatiales, u,’ et uz(-z). Celles-ci peuvent
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étre déterminées seulement par les équations d’Einstein. Pour établir ces équations, il faut
développer le tenseur d’énergie-impulsion du fluide sous la forme d’une série. Les termes

de premier et de deuxieme ordre pour ce tenseur sont respectivement

15 = (po + po) (@0l + o al”) + (o1 + p1) a0 + pri, + Doy,

T2 = (po + po) (020 + a0 + alDal) + (py +py) (@l +alPald)  (1.26)

~(0) ~(0
+ (p2 + p?) UEL )ul(’) +p277;w +p1hmx7

ou l'on a redéfini le tenseur d’énergie-impulsion pour en extraire la dépendance sur le
facteur d’échelle, T, = a? T,,. Plus particuliecrement, en se servant des composantes

connues pour la vitesse du fluide, on trouve simplement
T’g') =pP1— P0f7

sy

T = —(po + po) 7151) + pofi, (1.27)

~

1
Ti(j) = p10;; + Polij-

On peut maintenant achever le raisonnement que l'on a commencé au début de ce
chapitre, en égalant les contributions de premier ordre du tenseur d’Einstein a celles que

I’on vient d’obtenir pour le tenseur d’énergie-impulsion, GE}V) = /fazT,E,, . En supposant que

les perturbations métriques sont a peu pres constantes, on trouve
- pOf ~ 07

~ (1)

—ka®(py +po) ;| + Ka’pyf; = —(QH + H2)fi) (1.28)

/<;a2p1(5ij + manth-j ~ —(27—1 + 7-[2) (5,~jf + hij).
Avant de résoudre explicitement ces équations, il faut d’abord remarquer qu’elles ne

peuvent pas étre completement satisfaites si 'on n’admet pas que celles a 'ordre zéro le

sont également. En prenant ¢ # j dans la troisieme équation, on trouve en effet

(ka’py + 2H + H?) hy; =~ 0. (1.29)

Si les composantes hors diagonale des perturbations métriques ne sont pas toutes nulles

(par exemple, si h,, # 0), 'équation précédente implique donc que

ka’py + 2H + H* = 0, (1.30)
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ce qui correspond a la seconde équation d’Einstein dans l’espace non perturbé. L’ap-
proche alternative discutée plus haut, celle consistant a supposer que seules les équations
d’Einstein de premier ordre sont satisfaites, mais que celles a l'ordre zéro sont modifiées
par 'ajout de termes non linéaires, s’avere donc problématique pour des perturbations
métriques générales, possédant au moins une composante hors diagonale non nulle. Elle
fonctionne seulement dans le cas particulier de perturbations bloc-diagonales, pour les-
quelles h;; = 0 des que 7 # j. Il vaut donc mieux, de ce point de vue, suivre 'approche
perturbative standard, comme on le fait ici. Dans ce cas, les équations d’Einstein au

premier ordre sont satisfaites si

p1 = pof,

PR pof, (1.31)

ugl) ~ 0.

§1.5 Solution non perturbative. On pourrait procéder de la méme facon pour ré-
soudre les équations d’Einstein aux ordres supérieurs. On trouverait alors notamment que

I’équation Gg) = HTS) implique que u§2) ~ (. Il apparait ainsi que les modes infrarouges
des perturbations métriques ne permettent pas de mettre le fluide en mouvement, de
donner aux composantes spatiales de sa vitesse des valeurs non nulles, et ce peu importe

l'ordre considéré.

On peut donc supposer que u; &~ 0 a tous les ordres perturbatifs. Dans ce cas, il
devient alors possible de résoudre d’un seul coup les équations d’Einstein, sans procéder
ordre par ordre. La solution obtenue demeure néanmoins approximative, dans la mesure
ou on l'obtient en négligeant toutes les dérivées affectant les perturbations. En prenant

u,; =~ 0, la contrainte devant étre satisfaite par la vitesse du fluide devient

9"y, = g7 (0,) = -1, (1.32)

ce qui implique que

(1.33)
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Dans ce cas, les équations d’Einstein completes pour 1'espace perturbé s’écrivent
ra®(p +p)(iir)* + £a*Grr p 2 —2H + 2H? + 4,57 (2H + H?),
ka0, p ~ G407 (27-[ + 7'[2), (1.34)
’“LQQUP R Giid " (2H + 7‘[2)7
ol p et p désignent la densité et la pression du fluide dans ’espace perturbé, comprenant

les corrections a tous les ordres. Les deux dernieres de ces équations peuvent étre résolues

simultanément ; elles impliquent que

ka’p ~ ¢ (2H + H?), (1.35)

c’est-a-dire, en se servant de ’expression pour la pression du fluide en ’absence de per-

turbations,

p~—q" po. (1.36)
En insérant cette solution pour la pression dans la premiere équation, on trouve

pa 4 po. (1.37)

Les petites perturbations affectant la métrique de 1’espace modifient donc la pression
et la densité du fluide a tous les ordres, les corrections a chaque ordre étant données par

celles de la métrique inverse ¢”7. En développant jusqu’au deuxieme ordre, on a

p= <1+f+f2_fifi)p07 (1.38)

et similairement pour la pression. En particulier, les corrections de premier ordre pour la
densité et la pression sont identiques a celles que l'on a calculées plus haut de maniere
perturbative, p; =~ fp, et p; = fpy. Comme les perturbations métriques sont nulles
en moyenne dans tout l'espace*, (f) = 0, la premieére véritable correction a la densité

moyenne du fluide est donc quadratique dans les perturbations,

(o) = (L+(f*) = (fif:) ) po. (1.39)

*]:ilvide]fnment7 dans le cadre de I'approximation discutée dans ce chapitre, les perturbations ne sont

pas nulles en moyenne, car elles sont supposées constantes. Leur moyenne est toutefois nulle en réalité,

lorsqu’on tient compte de leurs variations spatiales.
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En particulier, dans le cas de perturbations bloc-diagonales, pour lesquelles f; = 0, la

densité moyenne est

(p) = (1+(f*))po- (1.40)

Une formule analogue peut étre établie pour la pression moyenne du fluide. Comme
(f?) est une quantité positive, il s’ensuit que des perturbations métriques de ce type ont
pour effet d’augmenter la densité et la pression du fluide contenu dans ’espace. A I'inverse,
si les perturbations sont de nature vectorielle, c’est-a-dire si f = 0 et f; # 0, alors elles

tendent a diminuer la densité et la pression du fluide,
(p) ~ (1 —(fifi) )Po- (1.41)

Enfin, il importe de noter que les variations subies respectivement par la pression et
la densité du fluide sont tout a fait similaires. En fait, ces variations sont reliées I'une a

I’autre exactement comme dans I’espace de base,

p
Loyl (1.42)
p

I’égalité étant valide a tous les ordres et pour tout type de perturbations. Si le fluide pos-
sede une équation d’état constante en ’absence de perturbations, p, = wp,, elle demeure

donc constante lorsque la métrique de I'espace se trouve perturbée, p ~ wp.

§1.6 Facteur de Hubble effectif. Il reste maintenant a déterminer si les changements
subis par les propriétés du fluide et générés par les perturbations métriques peuvent étre
mesurés localement par un observateur. On peut en douter, dans la mesure ou ces change-
ments sont causés ici par les modes infrarouges des perturbations métriques, c¢’est-a-dire
par les modes possédant de grandes longueurs d’onde et qui sont donc, par définition, non

locaux.

En cosmologie, la quantité par excellence pouvant étre mesurée localement par un
observateur est le taux d’expansion de 'univers, tel que donné par le facteur de Hubble.

En D’absence de perturbations, le facteur de Hubble de 'espace est déterminé par la
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pression et la densité de base du fluide, p, et py, par I'entremise des équations d’Einstein
a l'ordre zéro,

H == (1.43)

a

Ce n’est toutefois pas ce facteur de Hubble qui est mesuré localement par un observa-
teur, car sa valeur ne tient pas compte des perturbations affectant la métrique de ’espace.

A cet égard, certains chercheurs [10] ont proposé de définir le facteur de Hubble effectif

pour 'espace perturbé comme la divergence de la vitesse du fluide contenu dans ’espace,

1
Heff = §V“uu. (144)

En I'absence de perturbations, on trouve en effet que H.g = H, ce qui confirme qu’il
s’agit bien d’une mesure appropriée pour le taux d’expansion de 'univers. Calculons donc
cette quantité pour la vitesse du fluide trouvée précédemment, dans I’approximation ou
les perturbations métriques sont a peu pres constantes. En général, si la métrique d’un
espace subit une transformation conforme, g,, = aQQW, la divergence d’un vecteur dans
cet espace s’écrit alors

Vi, = %g’“’ (@Muy + 2a“uy), (1.45)

ou a, est défini comme précédemment. En supposant maintenant que I'espace subit de

petites perturbations, g,, = 1,, + h,,, et que celles-ci sont a peu pres constantes, on a

mz
que V,u, ~ d,u,, ce qui implique que

1
H ~
Vi, ~ 5

gt (Gyul, + QaHu,,). (1.46)
En résolvant les équations d’Einstein, on a trouvé que les composantes spatiales de la
vitesse du fluide sont nulles a tous les ordres, u; ~ 0, alors que sa composante temporelle

est simplement proportionnelle au facteur d’échelle, a une constante pres,

Uy =AU, X ————. (1.47)
_gTT
La divergence de la vitesse du fluide est donc
1
Viu, = g7 (i, + 2Hu,) = 3H\/—§7, (1.48)
a
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de sorte que le facteur de Hubble effectif dans ’espace perturbé, tel que mesuré localement

par un observateur, est donné par
Hpg~ H\/—§". (1.49)

Ce résultat est valide a tous les ordres, dans 'approximation ou les perturbations
métriques possedent de grandes longueurs d’onde et sont a peu pres constantes. Avant
d’en conclure quoi que ce soit, il faut d’abord exprimer ce facteur de Hubble effectif en
termes de variables locales, par exemple en termes du temps propre de I'observateur. En
effet, pour un observateur donné, I'univers s’apparente a un espace de Minkowski, de sorte

que le temps propre ¢, qu’il définit dans son repere est tel que

—dt = g, d7* = §,, dt*, (1.50)

ou t est le temps physique dans I'espace perturbé, relié au temps conforme par dt = adr.
Ainsi, on a que
dt
-2 — G . 1.51
& - (1.51)
Pour calculer la valeur appropriée du facteur de Hubble telle que mesurée par cet
observateur, il faut donc y remplacer le temps physique ¢ par le temps propre ¢, de
I’'observateur. En particulier, la valeur du facteur de Hubble dans ’espace de base s’écrit

comime

ldadtp_Hdt

1da
g Lda _ _ g 1.52
adt adt, dt Pat’ ( )

ol H, est le facteur de Hubble dans I'espace de base, exprimé en termes du temps propre.

Il s’ensuit donc finalement que
Heff ~ Hp V gTTgTT' (153>
En développant jusqu’au second ordre, on trouve

Hy~ H,(1— f,f). (1.54)

Il faut remarquer que les termes de premier ordre dans l'expression précédente se

simplifient sans qu’il ne soit nécessaire d’en prendre la moyenne. Plus généralement, toutes
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les corrections dues aux perturbations métriques se simplifient, a tous les ordres, sauf pour
celles causées par les composantes vectorielles des perturbations. Pour des perturbations
bloc-diagonales, avec f; = 0, le facteur de Hubble effectif dans 'espace perturbé est
identique a celui mesuré localement dans l'espace de base, H.s ~ H,,, et ce pour tous les

ordres, car dans ce cas ¢,,9"" = 1.

Seules les perturbations vectorielles conduisent a un changement mesurable du facteur
de Hubble. Or, il s’avere que des perturbations de ce type deviennent négligeables au
fil du temps, a mesure que I'espace prend de l'expansion [6], de sorte que l'effet qu’elles
produisent devient lui aussi négligeable. Ainsi, il semble que les modes infrarouges des
perturbations métriques ne produisent pas de véritable effet sur le taux d’expansion de

I’espace, meme s’ils affectent les propriétés du fluide présent dans I'espace.

81.7 Cas d’un champ scalaire. Passons maintenant au cas ou I’espace, plutot que de
contenir un fluide parfait, contient un champ scalaire ¢ baignant dans un potentiel quel-
conque. Les propriétés dynamiques de ce champ scalaire sont déterminées par la densité
lagrangienne

1 4
L= 39" 00,0 = V(). (1.55)

de sorte que 'énergie-impulsion qu’il possede est décrite par le tenseur

T,, = 0,90, + g, L. (1.56)

Comme dans le cas d'un fluide parfait, on cherche a déterminer l'effet de petites
perturbations métriques sur les propriétés du champ scalaire présent dans ’espace. On
suppose encore une fois que les perturbations subies par la métrique sont a peu pres
constantes et qu’elles possedent de grandes longueurs d’onde. La valeur du champ scalaire
risque d’étre modifiée par ces perturbations non seulement au premier ordre, mais aussi
aux ordres supérieurs, comme c’était le cas pour la densité, la pression et la vitesse du
fluide. On exprime ainsi la valeur du champ sous la forme d’une série, dont le premier
terme est sa valeur dans I’espace non perturbé, a laquelle on ajoute des corrections pour

tous les ordres,

O=pgF 1+ Qs+ (1.57)
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On adopte ici aussi 'approche standard pour le développement perturbatif des équa-
tions d’Einstein, en supposant qu’elles sont vérifiées a chaque ordre. Dans le cas d’'un
champ scalaire, il est toutefois plus commode de réécrire les équations d’Einstein en termes
du tenseur de Ricci. En prenant la trace des équations d’Einstein, on trouve que R = —rT’,
ou T = g"T,, désigne la trace du tenseur d’énergie-impulsion. Il s’ensuit que

1 1
R,, = KT, + §Rguy =K (TW — §Tgw> ) (1.58)

On peut ainsi définir un nouveau tenseur d’énergie-impulsion,

1
7711/ = T/uz - §Tgp,u7 (159)

de fagon a ce que les équations d’Einstein s’écrivent R, = £7,,,. Dans le cas d'un champ
scalaire, ce nouveau tenseur d’énergie-impulsion possede une expression plus simple et

plus facile a développer que le tenseur original. La trace de ce dernier est en effet

T = gﬂl’ij = _gwjaugpau(p - 4V(QO), (16())

de sorte que

Tow = 0,00, + 9.,V (¢). (1.61)

Pour que les équations d’Einstein soient satisfaites a 'ordre zéro, il faut que la va-
leur du champ dans 'espace de base ne dépende que du temps, ¢, = @o(t). Par ailleurs,
reprenant 'approximation suivie jusqu’a présent, on va également supposer que les per-
turbations du champ, comme celles de la métrique, sont a peu pres constantes, de sorte
qu’on peut négliger toutes les dérivées qui les affectent, 9,0, ~ 0,0, = 0. Cette ap-
proximation supplémentaire n’était pas nécessaire dans le cas précédent, car le tenseur
d’énergie-impulsion d'un fluide parfait n’implique aucune dérivée, contrairement a celui

d'un champ scalaire. En développant le tenseur 7, en série, on trouve alors
77}’9) ~ 8/1900811900 + a‘2‘/07]uy7

T = 0 (Vi o1 + Vohyw). (1.62)

2 1
7:51/) ~ CL2 (VE), PNl + QVE)HSO%”MV + ‘/(),Splhuu )
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ou Vy = Vi(pg), Vi = V'(pg) et Vi’ = V"(py) désignent respectivement les valeurs du
potentiel et de ses deux premieres dérivées dans ’espace de base. Ici, le prime dénote la
dérivée par rapport au champ. En se servant maintenant des expressions approximatives
obtenues plus haut pour le tenseur de Ricci de I'espace perturbé, on peut alors établir et
résoudre les équations d’Einstein jusqu’au second ordre. En 1’absence de perturbations, les
équations d’Einstein R,SOV) = 57;(19) menent a deux contraintes reliant le champ au facteur

d’échelle de 'espace,

/@(gbg — CL2%) = —37—[,

(1.63)
ka’Vy = H + 2H>.
Au premier ordre, les équations d’Einstein RE}V) = 57;(3) s’écrivent
_‘/E)/gol + ‘/Of ~ Oa
ka’Vofi = (H+21%) f;, (1.64)

La premiere de ces équations permet de fixer la premiere perturbation du champ en

la reliant a I’'une des perturbations métriques,

~

©1 R Vo,f, (1.65)

alors que les deux autres équations sont identiquement satisfaites si I'on se sert de la
contrainte précédente, ainsi que des équations d’Einstein a I’ordre zéro. Enfin, les équations

d’Einstein au deuxiéme ordre s’écrivent
1 )
wat (<Vien = 6% + VoS ) = (L 202) (= 7 4 2),
ka*Vy, f; = (H + 2H2)ffi7 (1.66)

1 .
Ka® (‘/(),@252‘3‘ + 5‘/()”90%51']' + Vo,%hij> ~ (H + 27‘[2) (hmhw(sij + fhij)'

La seconde de ces équations est satisfaite identiquement grace aux contraintes déja

obtenues aux ordres précédents. La premiere et la troisieme de ces équations conduisent
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quant a elles a la méme contrainte pour la perturbation de deuxieme ordre du champ,

1
VE)/SOQ ~ VE) hT,uhTu - 5‘/()”@%’ (167)

c’est-a-dire, en se servant de ’expression trouvée pour ¢,

Vi Vo'Ve
P2 N 72, <f2 — fifi — 2(%/6/20 2) : (1.68)

§1.8 Comparaison avec ’approche non standard. Avant d’aller plus loin, il convient
de remarquer que l’expression trouvée pour la perturbation de deuxieme ordre du champ
permet de reproduire le résultat obtenu suivant ’approche alternative discutée plus haut.
Dans cette approche, on suppose que seules les équations d’Einstein de premier ordre
sont vérifiées. Les contributions d’ordre supérieur sont alors ajoutées au tenseur d’énergie-
impulsion de I'espace de base, de fagon a produire un nouveau tenseur d’énergie-impulsion

conduisant a un facteur d’échelle modifié pour I'espace.

Comme les équations d’Einstein au deuxieme ordre n’ont pas a étre satisfaites dans
cette approche, mais qu’elles s’ajoutent au contraire a celles d’ordre zéro, il n’est pas
nécessaire d’admettre une perturbation de deuxieme ordre pour le champ. Ce serait méme
mal avisé de le faire, car il n’y aurait aucune équation permettant d’en fixer la valeur.
La perturbation de deuxieme ordre ¢, joue donc ici le role de la contribution de second
ordre 07}, ajoutée au tenseur d’énergie-impulsion de I'espace de base dans I’approche

alternative. Plus précisément, on a que
0
5T,ul/ ~ VE)/ P2 gl(w)a (169)
ou g,SOJ = a277w, désigne la métrique de I'espace en 'absence de perturbations. Ainsi, peu
importe la jauge choisie pour les perturbations métriques, celles-ci en viennent a modifier

I’énergie-impulsion de ’espace par une quantité assimilable a une constante cosmologique.

On peut en effet écrire k07, = —JA g}?), avec

/ VE)”‘/U 2 2
I = Vs = Vo (Lt i 7= ). (1.70)
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En particulier, dans le cas de perturbations métriques bloc-diagonales, on trouve

1
A ~ KV, (M — 1) 2, (1.71)

ce qui coincide avec I’expression obtenue dans [7], suivant I’approche alternative mention-
née plus haut *. Pour la plupart des potentiels typiquement employés dans les modeles
de champs scalaires, la quantité entre parentheses dans I'expression précédente est néga-
tive. Par exemple, pour un potentiel proportionnel a une certaine puissance du champ,
V(p) ~ ™, on a que

7487 n+1

21712 - 2n

(1.72)

de sorte que cette quantité est négative des que n > —1, peu importe la valeur du champ.
Il s’ensuit alors que des perturbations métriques de ce genre en viennent a diminuer
la constante cosmologique de 'espace. A I'inverse, pour des perturbations métriques de

nature vectorielle, avec f =0 et f; # 0, on a plutot

Cette quantité étant positive, on en conclut que des perturbations vectorielles tendent
a augmenter la constante cosmologique de ’espace. Dans un cas comme dans 'autre, 'effet
des perturbations métriques sur le contenu de ’espace s’apparente a celui d'une constante
cosmologique. Cet effet n’est d’ailleurs pas surprenant, quand on se rappelle qu'un champ
scalaire s’apparente lui-méme, sous certaines conditions, a une constante cosmologique.
En effet, si 'on suppose que le champ présent dans ’espace de base varie lentement avec
le temps, de facon & ce que la valeur de 3 soit petite face & celle du potentiel Vj, son

énergie-impulsion est alors donnée approximativement par

T ~ —Vygi). (1.74)

Cela correspond a I’énergie-impulsion d'une constante cosmologique, celle-ci étant don-
née par la valeur a peu pres constante du potentiel, Ay, = V,. Ainsi, dans le cas d’'un
espace contenant un champ scalaire, I’énergie-impulsion générée par de petites perturba-

tions de la métrique présente la méme forme que celle déja contenue dans ’espace non

*I1 faut poser f = —2¢ pour se conformer a la notation de cet article.
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perturbé, a savoir celle d'une constante cosmologique. La méme situation survient aussi
dans le cas ou I'espace contient un fluide parfait : la nouvelle pression et la nouvelle densité
du fluide générées par les perturbations métriques possedent la méme équation d’état que

dans l'espace de base, dp ~ wdp si py = wpy.

81.9 Facteur de Hubble effectif. Il reste maintenant a déterminer si cet effet des
perturbations métriques sur la constante cosmologique de I'espace peut étre localement
mesuré par un observateur. Pour le décider, il convient de reprendre I’analyse précédente de
maniere non perturbative, comme on ’a fait dans le cas d’un fluide parfait, puis de calculer
le facteur de Hubble effectif pouvant étre mesuré par un observateur. Si ’on conserve les
contributions de tous les ordres perturbatifs, les équations d’Einstein R, = x7,, pour un

espace contenant un champ scalaire s’écrivent alors
KO+ K02 G, V(p) m 2H? — 2H — G077 (H + 2H?),
RaG., V() R —grig" (H + 2H?), (1.75)
ka’Gi; V() = =397 (H + 2H?),
ou p = p(t) désigne ici la valeur totale du champ scalaire dans 'espace perturbé, que
I’on suppose ne dépendre que du temps. Les deux dernieres de ces équations peuvent étre
résolues de la méme fagon ; elles impliquent que le potentiel du champ est relié au facteur

d’échelle par
ka®V (@) = —§"" (7—[ + 2H?), (1.76)

de sorte que la premiere équation se réduit alors a

kQ? ~ 2H? — 2H. (1.77)

On peut supposer comme précédemment que le champ scalaire varie lentement dans
le temps, se trouvant par exemple dans une région peu changeante du potentiel. Une telle
circonstance survient notamment au début de la phase d’inflation de 'univers primordial,

durant laquelle le champ roule lentement le long de son potentiel. Dans ce cas, sa dérivée
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temporelle est négligeable face au taux d’expansion de I'univers, de sorte qu’on a approxi-
mativement 2H2 — 2H ~ 0, soit H ~ H2. En intégrant cette équation, on trouve que le

facteur d’échelle de 1’espace est
1

T

a~

(1.78)

ce qui coincide avec le facteur d’échelle d’un espace de Sitter. Il n’y a la rien de surprenant,
car on a montré plus haut qu’un espace contenant un champ scalaire s’apparente, sous des
conditions de roulement lent, a un espace contenant une simple constante cosmologique,
comme c’est le cas pour de Sitter. On avait tiré cette conclusion pour ’espace de base, mais
il s’avere qu’elle demeure valide méme en présence des modes infrarouges des perturbations
métriques, et ce A tous les ordres. Enfin, avec H ~ H2, ’équation reliant le potentiel au
facteur d’échelle devient

ka?V (@) = =3H%§"7, (1.79)

de sorte que le facteur de Hubble de I'espace s’écrit

_H KV (@)
H="m 5 (1.80)

Comme un champ scalaire représente quelque chose de physiquement bien réel, pouvant

se manifester sous la forme d’excitations ou de particules, sa valeur peut donc étre mesurée
localement par un observateur. Ainsi, au lieu d’exprimer le facteur de Hubble effectif en
termes du temps propre de I'observateur, comme on I’a fait précédemment dans le cas d'un
fluide parfait, on va plutot I'exprimer ici en termes du champ, qui peut étre également

mesuré par l'observateur. Reprenant 'expression calculée plus haut pour le facteur de

- kV
Hg~ H\/ =77 =/ —3(90), (1.81)

ce qui correspond au facteur de Hubble dans I'espace de base, mais avec ¢ remplagant .

Hubble effectif, on trouve

En particulier, les facteurs de ¢”" impliquant les perturbations métriques se sont exacte-
ment simplifiés, prouvant ainsi de maniere définitive que 'effet de ces perturbations ne
se répercute pas sur la valeur du facteur de Hubble mesurée localement par un observa-

teur. La simplification est exacte, valide non seulement au deuxieme ordre et pour des
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perturbations scalaires, comme on 1’a montré dans [10], mais a tous les ordres et pour des

perturbations métriques tout a fait générales.

§1.10 Remarques finales. Au terme de I'étude des équations d’Einstein que I'on a
menée dans ce chapitre, il apparait donc que les modes infrarouges des perturbations
subies par la métrique d’un espace ne produisent aucun effet localement mesurable sur le
taux d’expansion de I'espace. Cette conclusion est parfaitement générale dans le cas d’un
univers contenant un champ scalaire; elle I’est un peu moins lorsque 1’espace contient un
fluide parfait, dans la mesure ou les composantes vectorielles des perturbations métriques

peuvent alors en principe affecter le facteur de Hubble effectif de I'espace perturbé.

Par contre, méme si leurs effets ne peuvent pas étre mesurés par un observateur,
les modes infrarouges des perturbations métriques en viennent tout de méme a modifier
sensiblement le contenu en énergie-impulsion de I'univers. Ils modifient la valeur du champ
scalaire, ou encore la pression, la densité et la vitesse du fluide présent dans I’espace.
Leur effet sur I’énergie-impulsion de I'espace n’est d’ailleurs pas arbitraire, mais présente
toujours la méme forme, peu importe le type de perturbations ou la jauge choisie pour les

représenter.

Les modes infrarouges modifient les propriétés du fluide contenu dans ’espace, mais
n’alterent pas son équation d’état. Par exemple, si I’espace renferme une constante cos-
mologique, de sorte que p, = —p,, alors les corrections a son énergie-impulsion induites
par les modes infrarouges des perturbations métriques prennent également la forme d’une
constante cosmologique, op ~ —dp. Il s’agit la d'une conséquence découlant de I’analyse
des équations d’Einstein, non d’'une hypothese qu’on aurait admise a priori. Il serait donc
faux de prétendre que I'équation d’état reliant la pression et la densité générées par les per-
turbations métriques dépend sensiblement de la jauge choisie pour exprimer ces dernieres,

comme certains I'ont soutenu dans un article paru récemment [11].

Enfin, il ne faut pas conclure de ’analyse présentée dans ce chapitre que les perturba-
tions métriques ne produisent aucun effet localement mesurable sur le taux d’expansion

de T'univers. On peut seulement en conclure que ces effets, pour se manifester, requierent
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des perturbations métriques qu’elles varient quelque peu dans le temps et ’espace. Autre-
ment dit, pour mettre en évidence des effets proprement physiques dus aux perturbations
métriques au-dela du premier ordre, il faut tenir compte de leurs dérivées, et ne pas les

négliger completement comme on 1'a fait ici*.

81.11 Critique d’un article paru récemment. Je veux terminer ce chapitre par
quelques remarques sur un article paru récemment, par un groupe de chercheurs coréens
[11]. Dans cet article, il est dit que I’équation d’état décrivant I’énergie-impulsion générée
par les perturbations métriques n’est pas invariante de jauge, méme dans la limite des
modes infrarouges. Les auteurs de cet article prétendent montrer, par exemple, que dans un
espace contenant de la radiation, c’est-a-dire pour lequel p, = % Po, les modes infrarouges
des perturbations métriques menent a diverses équations d’état, selon la jauge choisie. Ils

trouvent notamment

19

op~ —0p (jauge longitudinale),
39
(1.82)
op ~ e op (jauge comobile).

ou k désigne le nombre d’onde des perturbations métriques. Non seulement ces résultats
different I'un de I'autre, mais en plus aucun d’eux ne coincide avec celui obtenu plus haut.
Selon l'analyse précédente, on s’attendrait en effet a ce que les modes infrarouges des
perturbations produisent la méme équation d’état que dans l'espace de base, op ~ %5p.
Je vais montrer que les résultats précédents, qui semblent démontrer une dépendance
radicale sur la jauge choisie pour les perturbations, sont en fait le produit d'une erreur
d’approximation. En corrigeant cette erreur, on retombe alors naturellement sur I’équation

d’état appropriée, a savoir celle de ’espace de base.

Suivant ainsi 'article des chercheurs coréens, on considére un espace en expansion
dont la métrique subit de petites perturbations de type scalaire. On adopte ici I’'approche
non standard décrite plus haut, de sorte qu’on cherche a calculer la correction au tenseur

d’énergie-impulsion générée par les termes de deuxieme ordre. Si l'on choisit la jauge

*La méme conclusion est énoncée dans [9], sur la base de ’analyse conduite dans [8].
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longitudinale pour les perturbations, et qu’on se concentre sur leurs modes de grandes
longueurs d’onde, on trouve alors
kOT,. = ka?dp ~ —3p% — 12H>Y?,

o | (1.83)
k0T, = ra20p 0y, ~ <8’H1/1¢ + 2 4 (8T + 47{2)1p2) 5,

ol ¢ représente la perturbation métrique scalaire. On a négligé toutes ses dérivées spatiales
puisqu’on s’intéresse ici a ses modes infrarouges. En résolvant les équations d’Einstein au
premier ordre, on trouve que les modes de 1, dans un espace contenant de la radiation,

sont donnés par

o0 () - ()] 8 [t () ()] v

ou A; et By, sont les deux constantes d’intégration, lesquelles peuvent dépendre arbitrai-
rement de k. L’expression précédente est exacte, mais on peut la développer en série pour
de petites valeurs de k, de sorte qu’elle devient alors

B,
)

Ui(1) = Gy + (1.85)
ou l'on a redéfini la premiere constante d’intégration en posant C) = _ﬁg k3 A, ce qui
est tout a fait justifié puisque A, dépend déja arbitrairement de k. C’est ce fait que les
chercheurs coréens semblent avoir oublié, car ils ont cru bon de négliger completement
le premier terme de v),,. Notons au passage que les modes infrarouges de la perturbation
métrique prennent ici exactement la forme que je leur ai supposée au début de mon analyse.
Ils se composent d'un terme indépendant du temps, ainsi que d’un terme décroissant avec
le temps. Les chercheurs coréens ont négligé le premier terme, en conservant le second,

alors que j’ai fait I'inverse, ce qui m’apparait plus adéquat. Dans tous les cas, on trouve

en général, avec H = % pour de la radiation,
12 24 39
/iCLQ(Sp ~ —ﬁ Clz — ; CkBk — ﬁ B]%,
(1.86)

4 32 19
/{@25]7 ~ ) O]? - 5 CkBk Y BZ,
T T T

35



ce qui permet d’obtenir les deux expressions citées plus haut pour I’équation d’état induite
par les modes infrarouges des perturbations métriques. Selon qu’on néglige les termes en

()}, ou ceux en B; dans I'expression précédente, on trouve en effet

1
op ~ 3 op (termes en By, négligés),
(1.87)

19
op =

R~ 39 op (termes en C}, négligés).

Tout bien considéré, il est clair que ’équation d’état obtenue par les chercheurs coréens
est erronée, les termes impliquant B;, diminuant beaucoup plus rapidement avec le temps
que ceux en C?, de sorte que ces derniers dominent les premiers au fil de I'expansion de
I’espace. Par ailleurs, lorsqu’on corrige leur erreur d’approximation, les équations d’état
qu’on obtient pour les trois jauges considérées s’averent toutes identiques a celle de ’espace
de base, invalidant ainsi I'idée principale de leur article. Pour mettre en doute la réalité
physique des effets générés par les modes infrarouges des perturbations métriques, il faut
donc employer des arguments plus subtils que celui consistant a calculer ’équation d’état

induite par ces perturbations selon différents choix de jauge.
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Chapitre 2

Développement en série de ’action gravitationnelle

Dans ce chapitre, on reprend le développement perturbatif entrepris dans le chapitre
précédent, mais en 'appliquant cette fois-ci directement a ’action gravitationnelle, plutot
qu’aux équations d’Einstein qui en découlent. On va supposer que la métrique de 1’espace
subit une petite variation, puis on va calculer I'effet de cette variation sur la valeur de
I’action gravitationnelle. Les termes de premier ordre dans ce développement redonneront
simplement les équations d’Einstein, de sorte que, pour étudier la perturbation de ces

équations, il importe de conserver les termes au moins jusqu’au deuxieme ordre.

8§2.1 Intérét de cette approche. Plus spécifiquement, on considere ici un espace tout
a fait général, de métrique g, quelconque, a laquelle on joint de petites perturbations h,,,,
de sorte que la nouvelle métrique pour cet espace s’écrit g,, = g,, + hy,. Il importe de
souligner que les perturbations h,, ainsi définies ne coincident pas tout a fait avec celles
considérées dans le chapitre précédent ; il faudrait en extraire la dépendance sur le facteur
d’échelle pour que la correspondance soit exacte. En insérant la nouvelle métrique dans
I’action gravitationnelle, on retrouve l'action pour l'espace initial, plus des corrections

suivant les différentes puissances des perturbations métriques,

S=8+8W 4 8@ ... (2.1)

On sait & lavance que les termes dans S sont donnés par les équations d’Einstein
pour l'espace de base. L’action gravitationnelle est en effet définie de facon a ce que sa

variation de premier ordre par rapport a la métrique conduise directement aux équations
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classiques vérifiées dans I'espace de base. En particulier, si le contenu en énergie-impulsion

de l'espace est représenté par le tenseur 7),,, on trouve alors

s — _ / d'z /9 (G, — KT, )" (2.2)

Plus généralement, le développement de I'action gravitationnelle prend la forme d’une
série d’opérations différentielles sur la métrique et ses perturbations. Ce sont d’ailleurs
les mémes opérations différentielles que 'on rencontre lorsqu’on développe de maniere
perturbative les équations d’Einstein, comme on I’a fait dans le chapitre précédent. Pour
retrouver les équations d’Einstein et ses perturbations a partir du développement de I’ac-
tion, il suffit de poser chacun des termes de ce développement égal & zéro. Ainsi, SM) =0
redonne les équations d’Einstein, S® = 0 conduit & la premiere perturbation de ces
équations, et ainsi de suite pour les ordres supérieurs. L’approche proposée ici s’avere
donc parfaitement équivalente, d’un point de vue classique, a celle suivie dans le chapitre

précédent.

L’intérét majeur de I'approche basée sur l'action est que l'on peut alors inclure cer-
taines corrections qui ne sont pas classiques, en 'occurence des corrections quantiques
a la gravitation d’Einstein. Typiquement, dans la théorie quantique, on ne postule pas
que les équations classiques sont partout et toujours rigoureusement satisfaites par les
champs. Cela est particulierement évident dans la formulation de la théorie quantique en
termes d’intégrales de chemin, ou il clair que I’équation classique n’est qu’une équation
plus ou moins probable parmi toutes les équations possibles. Méme dans les formulations
les plus élémentaires de la théorie quantique, on évite de se restreindre au cas classique, en
admettant par exemple que les particules échangées lors d’un processus peuvent posséder
des quantités de mouvement ne satisfaisant pas I’équation classique (on dit alors que ces

particules sont « off shell »).

Pour cette raison, si I’on souhaite tenir compte de certaines corrections quantiques pour
les phénomenes gravitationnels, I’approche suivie dans le chapitre précédent ne semble
pas convenir, car elle repose sur 1'idée que les équations d’Einstein sont rigoureusement
satisfaites. Il est nécessaire de procéder autrement, en développant ’action plutot que les

équations d’Einstein. Au niveau de I'action, rien n’impose en effet aux termes de premier
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ordre d’étre rigoureusement nuls, S0 # 0, ce qui permet ainsi aux équations d’Einstein

pour l'espace de base de ne pas étre vérifiées, G, # kT,

On peut néanmoins faire disparaitre ces termes de premier ordre en prenant la va-
leur moyenne de 'action. En effet, si 'on suppose que les perturbations de la métrique
s’annulent en moyenne, <hw/> = 0, ce qui est le cas par exemple lorsque la géométrie de
I’espace est perturbée de maniere aléatoire, sans qu’aucune tendance ou direction ne soit

privilégiée, on trouve alors
(W) =~ / d'z /g (G — KTw) (W) =0, (2.3)

ce qui implique que

(Sy =8+ (5@ +.... (2.4)

Ainsi, en moyenne, 'action pour I'espace perturbé est égale a l'action de I'espace de
base, plus certaines corrections, dont la premiere est quadratique dans les perturbations
métriques. Cette idée servira notamment de point de départ a l'analyse menée dans le

dernier chapitre de ce mémoire.

82.2 Meétrique inverse et déterminant. Au terme de ce travail, on compte pour-
suivre le raisonnement que 'on vient d’amorcer, en calculant explicitement la premiere
correction quantique due aux perturbations affectant la métrique. Comme cette correction
est donnée par les termes de deuxieme ordre dans l’action, il faut donc commencer par
déterminer 'expression générale de ces termes. C’est ce qu’on se propose d’accomplir dans

ce chapitre.

On va se concentrer sur la partie purement gravitationnelle de ’action, en repoussant
a plus tard le développement de sa partie représentant le contenu en énergie-impulsion de

I’espace. Dans 'espace de base, I'action purement gravitationnelle est donnée par
S = /d4x\/§R. (2.5)

Pour développer cette action dans ’espace perturbé, suivant les différentes puissances

des perturbations, il faut connaitre notamment le développement en série du déterminant
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de la nouvelle métrique et de son inverse. Pour ce faire, il est commode de réécrire la

nouvelle métrique comme

Gy = G + P = (00 + 10), (2.6)

ou hy, = g"*h,,. Plus généralement, dans ce chapitre, les indices des différents tenseurs
seront toujours élevés et abaissés au moyen de la métrique de I’espace de base. L’astuce
consiste maintenant a exprimer la métrique et ses perturbations par de simples matrices,
de facon a que le développement de son inverse et de son déterminant se réduise a celui

de fonctions matricielles. En termes de matrices, la nouvelle métrique s’écrit

g =g(1+h), (2.7)

ol les éléments de la matrice g correspondent aux composantes de la métrique de I'espace
de base, g,,, et similairement pour g, alors que les éléments de h désignent les perturba-

tions hj;. L’inverse de la nouvelle métrique est donc

g'l=g'1+h!

(2.8)
~g! (1—h+h2),

ou l'on a simplement développé en série la fonction inverse jusqu’au deuxieme ordre. Les

composantes de la métrique inverse sont ainsi

"~ g (0 — hY + hGhY) = g" — Y+ bR (2.9)

Suivant un raisonnement similaire, il serait facile d’obtenir les termes d’ordre supérieur
dans le développement en série pour la métrique inverse, ce qu’il ne serait d’ailleurs pas
si aisé d’accomplir en raisonnant sans recourir aux matrices. De la méme facon, il est
possible de développer en série le déterminant de la nouvelle métrique. Dans ce cas-ci, on
se sert du fait que le déterminant de I’exponentielle d'une matrice carrée quelconque A

est égal a I'exponentielle de sa trace,

det e® = ™A, (2.10)
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Cette proposition peut étre succinctement démontrée si la matrice A est réelle et
symétrique, comme c’est le cas notamment pour la métrique d’un espace. Dans ce cas, la
matrice est diagonalisable, de sorte que e* = UeP U™!, ou D est une matrice diagonale

dont les éléments sont les valeurs propres de A. Prenant le déterminant, on trouve que

det e = det eP = H e, (2.11)

ou A,, désigne les valeurs propres de A. Comme la trace d’une matrice diagonalisable est
égale & la somme de ses valeurs propres, il s’ensuit donc que dete® = eXndn = A
ce qui acheve de prouver la proposition, du moins dans le cas d’une matrice symétrique.
Cette proposition se montre particulierement utile, car elle permet de réduire le calcul
passablement compliqué d’un déterminant a celui d’une simple trace. Ainsi, le déterminant

de la nouvelle métrique est donné par

detg = detg det(1 +h) = det g det e +1), (2.12)

En appliquant la proposition générale que 'on vient de démontrer, on obtient
detg = det gef*n(+h)

~ detg (1 +trin(1 + h) + %(tr In(1 + h))z) (2.13)

1 1
~ detg (1 +trh+ 5(’51"h)2 - étr (h2)> :

ou l'on s’est servi de la série usuelle pour le logarithme. En prenant la valeur absolue de

I’équation précédente, puis en revenant a la notation habituelle, on trouve finalement
— 1 2 1 v
grgll+h+ §h — §huh’,j . (2.14)

L’action gravitationnelle n’implique pas directement le déterminant de la métrique,

mais sa racine carrée, qui est donnée plutot par

1, 1., 1
NGES \/5(1+§h+§h2— Zhﬁh’;). (2.15)
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8§2.3 Tenseur et scalaire de Ricci. L’action gravitationnelle implique également le
scalaire de Ricci, de sorte qu’il faut aussi connaitre son développement en série au moins
jusqu’au deuxieme ordre. Or, comme le scalaire de Ricci du nouvel espace est donné par
R = g"R,,, et que I'on sait dé¢ja comment développer la métrique inverse, il ne reste donc
plus qu’a faire de méme pour le tenseur de Ricci. Ce dernier peut étre calculé a partir des

symboles de Christoffel du nouvel espace,

R,, =0,I",

=o', + 10,17, —T7, I, (2.16)
Il faut développer les symboles de Christoffel du nouvel espace au moins jusqu’au
deuxieme ordre. En repoussant ce calcul a plus tard, on peut néanmoins écrire symboli-

quement

e, =00, + A+ B+, (2.17)

ou Al et Bf, comprennent respectivement les termes de premier et de deuxieéme ordre
dans le développement en série des symboles de Christoffel. A ce stade, il n’est pas né-
cessaire de calculer explicitement ces variations, car cela rendrait les calculs encore plus
touffus qu’ils ne le sont déja. Par ailleurs, on s’attend a ce que la deuxieme variation
des symboles de Christoffel ne figure pas dans 'expression finale de ’action au deuxieme
ordre perturbatif, dans la mesure ou elle n’apparait pas non plus quand on perturbe les
équations d’Einstein au premier ordre. Ainsi, en se servant de ’expression précédente pour

les symboles de Christoffel du nouvel espace, on trouve

R,, =~ o,I%, +0,A%, +0,B,, —9,I', —0,Al —0,B,

+ 00,10, + AL TL, + 0, AT, + AL AL, + BS, T, + 10, By, (2.18)
= 0,17, — AL, — 10 AL, — AV AL, — BL, T, — BL,L),.

Vo pp

Tous les termes dans lesquels ne figure aucun facteur de la perturbation métrique
correspondent évidemment au tenseur de Ricci de I'espace de base. Sans perturbation,
il s’ensuivrait en effet que RW = R,,. De plus, il s’avere que les termes de premier
ordre impliquant Af,, de méme que ceux de second ordre impliquant Bj,, peuvent étre

regroupés pour produire deux dérivées covariantes. Par exemple, les termes de premier

42



ordre impliquant Af,, sont donnés par

VAL, — VAL, = ,AL

puy p iy

— Oy AL, + AL Ty + Tpp Ay

(2.19)
— AL, T9, —T0, A7

wpo

et similairement pour ceux impliquant Bf,. Le développement du tenseur de Ricci jusqu’au

deuxieme ordre se réduit alors a seulement quelques termes,

Ruy = Ry, + VAL, — N, AL 4+ VB, — YV, BE, + AL AT, — AL, A (2.20)

pipy p v voLiup:

Il est commode d’identifier séparément les contributions de premier et de deuxieme
ordre dans le développement précédent, en écrivant le tenseur de Ricci du nouvel espace
comme Ruu ~ R, + Rl(},,) + RLQ,,), ou REB et RLQ,,) comprennent respectivement tous les

termes de premier et de deuxieme ordre,

R =V, A0, —V, AP

p i wp?

) (2.21)
R =V ,Bl, — VBl + AL AT, — AD AT
On peut obtenir une série similaire pour le scalaire de Ricci du nouvel espace,
R=g"R,, ~ (¢" — W + h#h*)(R,, + R + R%)). (2.22)

Encore une fois, on identifie séparément les contributions de premier et de deuxieme

ordre, en écrivant R ~ R+ RM + R® | avec

v 1 v
RY = g" Ri) — W R, (2.23)
R® — gle(z) — v RW + hERPYR '
(4 (ald p (02

§2.4 Développement de ’action. On peut maintenant revenir au probleme initial et
développer 'action gravitationnelle jusqu’au deuxieme ordre, en se servant des séries que
I’on vient d’établir notamment pour le scalaire de Ricci et le déterminant de la nouvelle
métrique,

. _ 11, 1
S = /d4x ViR ~ /d4:c NG (1 +5h+gh’ - Zhgh@) (R+RY + RY)

(2.24)
~ /d4x\/§<R + L+ LD),
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La contribution de premier ordre dans ce développement s’écrit

1
£ = g 4 ShR = "G, + ¢ R, (2.25)

ou G, désigne le tenseur d’Einstein. Le second terme présent dans cette expression cor-

respond a une pure divergence dans l'espace de base,

g"VRW =V, (9" AL, — g"PAL,). (2.26)

Ce terme peut donc étre négligé, dans la mesure ou il se réduit a une intégrale de
surface dans 'action. En général, pour éviter de retranscrire de tels termes inutilement,
on va se permettre de les négliger des qu’ils apparaissent dans les raisonnements, en
ajoutant un « tilde » au-dessus du symbole d’égalité, afin de signifier que 'égalité est
valide a ’exception de certaines divergences qu’on a laissé tomber. Par exemple, on peut

s . . 1 . . , .
écrire dans ce cas-ci LEQ) = —h"({,,, ce qui confirme d’ailleurs le résultat bien connu,

2
selon lequel la premiere variation de 'action gravitationnelle est donnée par le tenseur
d’Einstein. La contribution de deuxiéme ordre est quant a elle donnée par

1 1, 1
£ — RO 4 ShRD + (ng - Zhghﬁ,’) R

1 1 1 1
= ¢ R — (h“” - 5th) Riw + (h‘p‘h”” — b+ B Zh;hggW> R,

(2.27)

On veut réécrire ce lagrangien directement en termes des perturbations métriques,
qui figurent implicitement dans les facteurs Rl(},,) et Rfy) présents dans les deux premiers
termes. D’une part, on a que

4 2 14 v 14 v
gH REW) = Vp(gu Bzu - g'upBuu) + gM AgUAZV - gH AllioAZp

(2.28)

o UV AP AT W AP AC
=9 ApaAuV_g AVaAupu

ot 'on a laissé tomber tous les termes impliquant Bj,, car ils constituaient une pure
divergence. La seconde variation des symboles de Christoffel n’apparait donc pas dans
le développement de l’action au second ordre, comme on l’avait pressenti initialement,

meéme s’il était a priori nécessaire d’en tenir compte. Une situation similaire est également
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survenue au premier ordre, ou les termes impliquant A, ont pu étre négligés pour la
méme raison, de sorte qu’une telle simplification risque aussi de se produire a tous les

ordres perturbatifs. D’autre part, on a que

N Ay v _ 1y
(h# _ §hg/" > RNV = (h/J — Ehg'u ) (V,OAZV - VVA,ﬁp)
: 1 (2.29)
~ vV, <h”“” - th‘“’> AL, +V, (h“y - 5’19””) Allp:

Il ne reste plus qu’a remplacer Af, par son expression en termes de la perturbation
métrique. Tel que défini précédemment, ce facteur correspond a la premiere variation des
symboles de Christoffel, Af,, ~ T'fi, — I'l,,. Ainsi, en prenant g,, = g,, + h,,, et en ne

conservant que les termes de premier ordre, on trouve

Al = (Ve + Vb —V’h,,). (2.30)

N | —

Avec cette expression pour A%, on peut alors exprimer les termes de deuxieme ordre
dans 'action gravitationnelle directement en termes des perturbations métriques. Il suffit

d’effectuer un certain nombre de multiplications pour obtenir notamment

vp@) ~ Lo g 1 v 1 y 1
g" R = vahHV”h‘; _ §vuhgv h 4 5ViuhV i — Z—lVHhV“h,

(2.31)
1 1 1
(h“” - Ehg’“’) R = SV WP hY = N N+ W B — N D,
de sorte que la seconde variation de 'action gravitationnelle s’écrit finalement *
£~ g prvene 4 1w nevne - v onvrne + 2w peen
R:_Zl p'tu V+§ u'tv p_§u ”_'_1_1“
. L (2.32)
+hbh" R, — thwa + (§h2 — Z—thhg) R.

Il s’agit la de I'équation la plus importante de ce chapitre. Pour I'obtenir, rien n’a été
présumé quant a la nature des perturbations métriques subies par l'espace, ou quant a

la forme méme de cet espace. Ce résultat général servira notamment de point de départ

*Si l'on se restreint au cas ot I'espace de base est Minkowski, g, = 7,,,, 'expression que 'on vient
d’obtenir se réduit alors a celle fréquemment citée dans les ouvrages sur la relativité générale, par exemple

dans [12], chapitre 7.
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a l'étude présentée dans le dernier chapitre de ce mémoire, ou il sera appliqué au cas

particulier d'un espace en expansion.

Méme si elle peut sembler lourde d’un point de vue mathématique, ’expression que
’on vient d’obtenir pour les termes de deuxieme ordre dans ’action gravitationnelle prend
une forme assez simple, quand on I'interprete physiquement comme le lagrangien d’un en-
semble de champs. Elle comprend en effet des termes quadratiques dans les dérivées des
perturbations métriques, termes assimilables a 1’énergie cinétique de ces champs. Elle com-
prend aussi des termes sans dérivée, quadratiques dans les perturbations et représentant

en quelque sorte la masse de ces champs.

On aura l'occasion de revenir sur cette interprétation physique dans le dernier chapitre.
Il convient de noter pour l'instant que la masse associée aux perturbations métriques
differe substantiellement de celle d’'un champ de matiere. Elle ne leur est pas assignée des
le départ, comme un simple parametre plus ou moins arbitraire, mais elle émerge plutot
avec le développement en série de I'action, se trouvant directement liée a la géométrie de

I’espace par le biais de son tenseur et de son scalaire de Ricci.

§2.5 Autres formes pour la deuxiéme variation de ’action. Il est possible de ré-
écrire I'expression que 1’on vient d’obtenir pour les termes de deuxieme ordre dans 'action
gravitationnelle en I'intégrant par parties. Le seul terme susceptible d’étre sensiblement
modifié de cette facon est celui impliquant V,hlV¥hj, qui peut étre réécrit de fagon a
intervertir les deux dérivées y affectant les perturbations métriques. En intégrant une

premiere fois par parties, on trouve

LA v R KT v v (2.33)

On ne peut toutefois pas intervertir les deux dérivées présentes dans ce terme comme
on le ferait pour des dérivées ordinaires. Elles ne commutent pas I'une avec 'autre, de
sorte que leur échange fait apparaitre leur commutateur,

VWPV R 2 —hP (VY + [V, V,] )i

(2.34)
~ VWOV B — WY, V|
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ou l'on a intégré par parties une seconde fois, afin de compléter ’échange des deux dérivées.
De maniere générale, le commutateur de deux dérivées est intimement lié a la courbure
de 'espace et donc au tenseur de Riemann qui lui est associé. Ainsi, on s’attend a ce que
le second terme présent dans l'expression précédente n’ajoute aucune nouvelle dérivée a
I’action, n’engendrant seulement qu'une combinaison de tenseurs de Riemann multipliant
les perturbations métriques. Le commutateur de deux dérivées covariantes appliqué a un

tenseur de second rang A}, est en effet donné par

V.., V,]AS = R?,,AS — RS, A7 (2.35)
En appliquant cette identité, on trouve
VRPN B =N RPN By — BPhy R, + BPhE R, (2.36)

ou l'on a pris Ry = R,,. Les termes de deuxieme ordre dans I'action gravitationnelle
peuvent donc aussi s’écrire comme

1

5(2) ~
R 4

v 1 1% 1 1% 1
AL R A S RS

o vl
1 1 1 1, 1 (2.37)
+ éh”pthZW + éhgh”"RW — §hh‘“’RW + (§h2 — Zh;hﬁ) R.

Cette derniere expression est celle que 'on rencontre le plus souvent dans la littéra-
ture *. Pourtant, elle est peu pratique d’un point de vue calculatoire, dans la mesure ou
elle implique le tenseur de Riemann de ’espace de base, qui est souvent pénible a calculer
méme pour des espaces relativement simples, comme ceux en expansion. Dans le contexte
de la cosmologie, on préfere donc remplacer ce tenseur par celui de Weyl, qui est plus
facile a calculer puisqu’il est invariant sous transformation conforme, de sorte qu’il ne se

trouve pas du tout affecté par I'expansion de I'espace.

En effet, si la métrique d'un espace quelconque subit une transformation conforme,
étant multipliée par un certain facteur d’échelle, g, = anW, on peut montrer que le
tenseur de Weyl de cet espace ne se trouve pas modifié par la transformation, C_’;’W = CPw,

contrairement au tenseur de Riemann. Il s’ensuit donc en particulier qu'un espace en

*On peut comparer, par exemple, avec 1’équation 3.7 dans [26].
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expansion de métrique g, = a277w,, comme celui de Sitter, possede un tenseur de Weyl
identiquement nul, ce dernier étant nul notamment pour un espace de Minkowski. C’est
pourquoi on préfere recourir a ce tenseur plutot qu’a celui de Riemann dans le contexte

de la cosmologie.

Le tenseur de Weyl est défini par comme la partie sans trace du tenseur de Riemann.
Il possede les mémes symétries indicielles que ce tenseur, en plus d’étre identiquement nul
des qu’on contracte I'un de ses indices, C5,, = 0. Dans un espace a quatre dimensions, il

est donné par

1
R (gupRua + guaRup - g,uURVp - ngRMO') - _R(gupgua - guagup)a

6
(2.38)

N —

uvpo — C;wpa +

ou R, = gualts,, et similairement pour le tenseur de Weyl. De cette équation, on

obtient directement

WP hE RS, = WP hiECS

puv puv

1
+ BB Ry, — WGHOR,,, — G R(W = BRL). (2.39)

ce qui permet de réécrire le terme de second ordre dans le développement de l'action
gravitationnelle comme
£~ _Lg pgene 4 2w evrne - 2w v + 2w pven
R—_Z p'tu V+§ w'p V_§u VJ“Z/L

. 1, 1 (2.40)
+ §h PRy Cou + (ﬂh — Ehghg) R.

Il convient de rappeler que cette derniere équation n’est valide que pour un espace

a quatre dimensions. Dans ce cas, la masse pouvant étre associée aux perturbations mé-

triques prend alors une forme particulierement simple : elle comprend seulement deux

termes, I'un donné par la trace du tenseur de Riemann (c’est-a-dire le scalaire de Ricci),

I’autre par la partie sans trace de ce tenseur, qui s’avere identiquement nulle pour les

espaces en expansion typiquement considérés en cosmologie.

§2.6 Ajout d’une constante cosmologique. Enfin, on peut également modifier le

développement en série de 'action gravitationnelle en ajoutant dans I’espace un certain
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contenu en énergie-impulsion, par exemple une constante cosmologique. Le lagrangien
approprié pour une constante cosmologique A est simplement £, = —2A, de sorte qu’il
ne se trouve pas modifié lorsqu’on fait subir une légere variation a la métrique de I’espace.
Le développement en série de 'action associée a une constante cosmologique est donc

essentiellement le méme que celui du déterminant de la métrique,

1

/d% V7 (=2A) ~ /d% Vi <1 + %h + %hQ - 4h;h5> (—24)

(2.41)
~ /d4x\/§<—2A+£5\1) +£5\2)>’
ot £ et £ désignent £ ¢
A A gnent respectivemen
1, 1 (2.42)
£y = —A (Zh2 - éh;hﬁ) .

On peut maintenant combiner ce développement a celui obtenu plus haut pour I'ac-
tion gravitationnelle dans le vide, de facon a obtenir ’action totale associée a un espace
contenant une constante cosmologique. Au premier ordre, les deux contributions s’addi-
tionnent pour donner £V = 52) + /ng) = —h"(G" + Ag,,), ce qui confirme que la
premiere variation de l’action reproduit bel et bien le membre de gauche des équations
d’Einstein contenant une constante cosmologique, G, + Ag,,, = 0. De méme, on peut

combiner les deux contributions de second ordre, £2) = Eg) + 55\2), de fagon a obtenir
JECRSIRL A T VIS W G A /O YR AR T
:_4_1 ' V+§ pltv P9k V+Z“

1 1, 1
+ WS Ry — S Ry, (ghQ - Zh;h;;) (R —2A),

(2.43)

c’est-a-dire, si 'on réécrit le tout en termes du tenseur de Weyl,
JUC RS A IMINRES S YA R R <O YR AR
__Z p'tu V+§ w'p V_§u '/+1u

1 1., /1 1 1
SR REC, + 1 (—R - A) — Shon <—R _y

(2.44)
o T4\ 6 3 > '
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Chapitre 3

Théorie quantique dans ’espace de Sitter

Dans ce chapitre, on s’écarte quelque peu des sujets traités depuis le début de ce
mémoire, en abordant la théorie quantique des champs scalaires dans des espaces en
expansion. Un tel détour est nécessaire si I’on veut apporter des corrections quantiques a

I’action gravitationnelle, comme on se propose de le faire par la suite.

En effet, dans le prochain chapitre, on va traiter les perturbations métriques affec-
tant un espace en expansion comme des champs quantiques, immergés dans un espace
purement classique. Autrement dit, ce n’est pas tout l’espace qui sera quantifié, mais
seulement les petites perturbations qui en alterent la forme. De plus, on va se limiter aux
seules contributions de deuxieme ordre dans le développement de I’action gravitationnelle,
en négligeant tous les termes des ordres supérieurs. Dans le cadre de cette approximation,
les perturbations métriques s’apparentent alors a des champs scalaires libres, possédant
des masses déterminées par la courbure de I'espace de base. C’est pourquoi on se pro-
pose d’étudier, dans ce chapitre, la théorie des champs scalaires libres se trouvant dans
des espaces en expansion. Des termes d’interaction pour les perturbations métriques ap-
paraissent seulement lorsqu’on développe l'action gravitationnelle au-dela du deuxieme

ordre, a commencer par le troisieme ordre qui fournit des interactions cubiques.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont bien connus, de sorte qu’on les peut
les retrouver aisément dans les ouvrages de référence sur le sujet, par exemple [14] et
[22]. Pour le cas particulier d'un champ scalaire dans un espace de Sitter, j’ai également

consulté I'un des articles originaux par Bunch et Davies [13].
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§3.1 Champ scalaire dans un univers en expansion. On commence par considérer
i énéral de métri = a? U a = a(t) dési le fact

un espace en expansion général de métrique g,, = a°n,,, ou a = a ésigne le facteur

d’échelle. Dans cet espace se trouve un certain champ scalaire ¢, possédant une masse

quelconque m et décrit dynamiquement par 1’action
1 v
S = 3 /d4x \/§< —g"0,p 0, — m2902). (3.1)

En termes du facteur d’échelle de 'espace, ’action du champ s’écrit

1
S = 3 / d'z < — a’0"p D, — m2a4g02)

1
_ §/d4x (a2gb2 — (V) — m2a4g02>,

(3.2)

ou V désigne ici les dérivées par rapport aux coordonnées spatiales. Le but est de quantiser
le champ scalaire décrit par cette action, en I’élevant au rang d’opérateur et en exigeant
qu’il satisfasse la relation de commutation canonique prescrite par la mécanique quantique.
Pour ce faire, il convient de s’inspirer de la procédure bien établie pour le cas d’'un champ
scalaire dans un espace de Minkowski statique, avec a = 1. D’ailleurs, pour se rapprocher
le plus possible de la situation rencontrée dans ce dernier cas, on choisit parfois de réécrire
I’action précédente en termes d’'un champ auxiliaire y, de facon a ce que le facteur d’échelle
disparaisse des termes cinétiques, pour ne plus figurer que dans le terme de masse. En

posant x = a , on trouve en effet

oMa x?

e 9,(x%) + Eﬁ“a d,a
~ o oy + X 00

= M a s

a’o" g O,p = 0"x 0, x —
(3.3)

ou l'on a négligé un terme de surface, de sorte que l'action du champ scalaire s’écrit

maintenant

S == /d4x (—(9“)(8“)( — m2a®y? + gx2> . (3.4)

Ainsi, en termes du champ auxiliaire y, ’action ressemble de pres a celle d'un champ
scalaire dans un espace de Minkowski statique, la seule différence étant que le champ

possede ici une masse effective variant avec le temps [22],

m2e = a*m? — ¢ (3.5)
a
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Il est possible que ce champ en vienne a acquérir une masse effective négative, en
particulier lorsque l’espace connait une expansion accélérée, avec a > 0, comme c’est le
cas notamment dans un espace de Sitter. L’'intérét principal de ce champ est de permettre
une comparaison étroite entre la situation présente, ou le champ existe dans un espace en

expansion, et celle bien connue ou il se trouve dans un espace plat.

Toutefois, il ne faudrait pas en conclure que ce champ auxiliaire est véritablement
indispensable a la procédure de quantification que I’on compte entreprendre : on peut en
effet tout aussi bien quantifier ¢ que y, dans la mesure ou ces deux champs sont reliés
I'un a 'autre par le facteur d’échelle, c¢’est-a-dire par une simple fonction qu’on n’entend
pas élever au rang d’opérateur. Si I'un de ces champs est quantifié, 'autre I'est aussi, et ils
possedent alors des relations de commutation et des fonctions de corrélation identiques, a
certaines puissances du facteur d’échelle pres. Comme ¢ est le champ d’intérét, on choisit
donc de quantifier ce champ-la, en gardant toutefois en mémoire que sa comparaison avec

le cas de Minkowski est facilitée quand on le multiplie par le facteur d’échelle.

L’équation classique satisfaite par le champ ¢ est celle d’Euler-Lagrange, que 1’'on
obtient en posant la premiere variation de I'action par rapport a ¢ égale a zéro. On trouve
alors

— 9,(a®0"p) + m*a*p =0, (3.6)
c’est-a-dire, sachant que le facteur d’échelle ne dépend que du temps,

o
¢ — Vi + ;a ¢ +mPa’p = 0. (3.7)

Il suffit maintenant de trouver la solution de cette équation en I'exprimant en termes
de ses modes de Fourier, pour pouvoir ensuite quantifier ces différents modes comme on le
fait typiquement dans le cas d’un oscillateur harmonique quantique. On commence donc
par écrire le champ en termes de sa transformée de Fourier spatiale,

(7, x) = / (ngTl;g (ak or(T) €% + aj i (7) e‘ik'x>

! (3.8)
— / (gﬂ_l;s ek (ak op(T) +a’y ‘PZ(T))
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ou il suffit de remplacer k par —k dans le second terme pour passer d'une ligne a ’autre. La
transformée de Fourier du champ comprend deux termes, I'un étant le conjugué complexe

de l'autre, de facon a garantir que le champ lui-méme demeure réel, ¢* = ¢.

Les deux termes de la transformée de Fourier du champ sont eux-mémes donnés par
le produit de deux facteurs : un coefficient ay, que I'on suppose constant, multipliant une
fonction ¢, qui varie avec le temps. Ce sont les coefficients ay et aj. que 'on va élever au
rang d’opérateurs quantiques, en traitant les fonctions ¢, qu’ils multiplient de maniere
purement classique. Chacun de ces facteurs joue donc un role qui lui est propre : I'un

contient le caractere quantique du champ et 'autre sa dépendance temporelle.

Dans le cas d'un champ situé dans un espace de Minkowski, les coefficients ay et aj
représentent respectivement les opérateurs d’annihilation et de création de particules ou
d’excitations du champ. Cette interprétation devient toutefois quelque peu ambigué des
qu’on se situe dans un espace en expansion, ol la notion de vide ne peut étre définie de
maniere univoque [14]. On suppose néanmoins que ces deux opérateurs satisfont ici les
mémes relations de commutation que dans le cas de Minkowski. Les opérateurs de méme
espece, ainsi que ceux associés a des modes de Fourier différents, commutent tous les uns
avec les autres; seuls les opérateurs ay et a;, associés au méme mode ne commutent pas

entre eux,

[ak, ak/] =0,
[ay., a] =0, (3.9)
lax, aie] = (27)% 6(k — K).

Enfin, la fonction ¢, = ¢, (7) contient toute la dépendance temporelle du champ .
Elle satisfait donc la méme équation différentielle que ce dernier, lorsqu’on ’écrit dans
I'espace de Fourier. L’équation satisfaite par cette fonction ne dépend d’ailleurs que de
la norme du vecteur d’onde, k = |k|, et non de sa direction, ce qui explique pourquoi on
a choisi d’écrire ¢, plutot que ¢,. En insérant la transformée de Fourier du champ dans

'équation qu'il vérifie, ou en y remplacant plus simplement V2 par —k?, on trouve

”
B+ ;a o+ (K +m2a?) gy, = 0, (3.10)
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83.2 Relation de commutation canonique. Il ne reste plus qu’a résoudre ’équation
précédente, afin de déterminer explicitement la dépendance temporelle de ;. Toutefois,
comme cette fonction satisfait une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre, sa
forme la plus générale sera donc donnée par la combinaison linéaire de deux solutions
indépendantes. Elle impliquera, autrement dit, deux constantes pouvant dépendre arbi-

trairement de k, qu’il faudra fixer d’'une maniere ou d’une autre.

Une contrainte pouvant étre naturellement imposée aux deux constantes arbitraires
impliquées dans ’expression du champ consiste a exiger que celui-ci et son moment conju-
gué soient des variables proprement canoniques, satisfaisant la relation de commutation
prescrite par la mécanique quantique. Dans ce cas-ci, le moment conjugué p,, associé au
champ ¢ est défini par

Py = 8—5, = a*p. (3.11)
I

En mécanique quantique, un champ et son moment conjugué sont des variables cano-

niques si leur commutateur est nul, sauf lorsque les deux variables sont évaluées précisé-

ment au méme point de I'espace,
[(7, %), pp(7,%)] =id(x — x), (3.12)

c’est-a-dire, en prenant p, = a’p,

i

[cp(r, x), o(T, x’)} == d(x —x'). (3.13)

Il convient de remarquer que le champ et son moment conjugué sont ici évalués au
méme moment dans le temps, mais a deux points différents dans ’espace. On voudrait
pouvoir transporter cette relation de commutation dans ’espace de Fourier, afin de tra-
duire la contrainte qu’elle impose en termes de la fonction ¢,. En insérant la transformée
de Fourier du champ dans I’équation précédente, on trouve directement

[o(rx), 6] = [ 3o

d3k d’?’kj/ i x /-X/ . % "
- / 3 (27T>36 floxrk )<90k90k’ [ak7 Gk/] + PR [ak, a_k,} (3.14)

i(k-x + k' -x’/ * * . * e
el ) [ax or + a*y fs aw P + a0 Pl]

— pidw[ow, et + i ot ati] )
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ol l'on a laissé tomber la mention explicite de 7 pour les fonctions ¢, et leurs dérivées
temporelles, celles-ci étant toutes évaluées au méme moment dans le temps. En se ser-

vant des relations de commutation quantiques pour les opérateurs ay et ay, on obtient

finalement
. / 4’k ik-(x—x) < % *
[o(1,%), ¢(1,x")] = 2 (sn2k — ©ron), (3.15)
I'une des intégrales ayant disparu du fait de la contrainte k’ = —k imposée par le com-

mutateur de ay et a*,,. Pour que la relation de commutation canonique entre le champ et
son conjugué soit satisfaite, il faut que l'intégrale précédente se réduise a la transformée
de Fourier d’une constante, de fagon a ce qu’elle soit proportionnelle & §(x — x’). Plus
précisément, il faut que .
W(pr, br) = Orbr — PrPr = é (3.16)
Cette équation incarne la relation de commutation canonique dans I’espace de Fourier.
A premiere vue, la contrainte qu’elle impose sur la fonction ¢, pourrait sembler difficile,
voire impossible a satisfaire. Rien ne semble garantir qu’on puisse trouver une expression
pour ¢, permettant de satisfaire a la fois la contrainte précédente, ainsi que 1’équation
différentielle dont elle doit étre une solution. Toutefois, cette difficulté n’est vraiment
qu’apparente : il s’avere que toutes les solutions de I’équation différentielle de ¢, sont
compatibles avec la relation de commutation canonique, du moins a une constante pres, de
sorte que cette relation n’impose vraiment qu’une contrainte sur les constantes impliquées

dans ¢y,.

83.3 Définition et calcul du wronskien. La fonction W impliquée dans la rela-
tion de commutation canonique représente une opération bien connue dans la théorie des
équations différentielles : il s’agit du wronskien, qui est défini comme un déterminant et
permet de vérifier I'indépendance linéaire de fonctions. Il est commode de rappeler ici
quelques propriétés du wronskien, en considérant quelques instants une équation linéaire

de deuxieme ordre tout a fait générale,

G +p(r)o+aq(t)p =0, (3.17)
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ol p et g sont deux fonctions quelconques. Comme il s’agit d'une équation du deuxieme
ordre, elle possede donc précisément deux solutions linéairement indépendantes, a partir
desquelles il est possible de construire ’ensemble de toutes ses solutions. Supposons que

1 et @, soient deux solutions de 1’équation. Leur wronskien est défini par

Y1 P2
D1 P2

W(Sola 902) = = Q1P — P1Pa- (3-18)

Si ces deux solutions ne sont pas linéairement indépendantes, 'une étant proportion-
nelle a 'autre, disons ¢y = C'¢; pour une certaine constante C', leur wronskien est alors
identiquement nul, W(p1, ¢5) = CW(p1, 1) = 0. A Tinverse, si elles sont linéairement
indépendantes, leur wronskien est déterminé presque entierement par I’'équation différen-
tielle dont elles sont deux solutions. En prenant la dérivée du wronskien par rapport a 7,

on trouve en effet
W = P1Pg — P1P2
= —(pPa + qo2)p1 + (1 + qp1) 02 (3.19)

= —p(%% - @1%02>7

ou l'on s’est servi de I’équation différentielle satisfaite par ¢, et ¢, pour se débarrasser
de leurs dérivées secondes. Leur wronskien satisfait donc I'équation W = —pW, que l'on

peut intégrer pour obtenir
W = Cexp (— /dT p(T)), (3.20)

ou C' est la constante d’intégration. Ainsi, le wronskien de deux solutions linéairement
indépendantes présente toujours la méme forme et la méme dépendance sur 7, peu importe
les fonctions ¢; et y choisies. Il n’y a la rien de vraiment surprenant, dans la mesure ol
une équation différentielle linéaire de deuxieme ordre ne peut posséder que deux solutions
linéairement indépendantes. Toutes les fonctions ¢; et ¢, qu’il est possible de choisir sont
donc des combinaisons linéaires les unes des autres, de sorte que le choix particulier de
deux de ces fonctions ne peut influencer 'expression de leur wronskien qu’au niveau de la

valeur de la constante C' qui y figure.
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Dans le cas qui nous concerne, l'identité précédente garantit que la relation de com-
mutation canonique est satisfaite quant a sa dépendance sur 7, peu importe I’expression

choisie pour les modes du champ. Ceux-ci vérifient en effet une équation telle que

2

p(7) — (3.21)

de sorte que leur wronskien s’écrit nécessairement comme

W = Cexp(—Q/dT g) _C (3.22)

a?’

Si gy et ¢p sont deux fonctions linéairement indépendantes, leur wronskien est ainsi
nécessairement proportionnel a I'inverse du carré du facteur d’échelle, comme 1'exige la

relation de commutation quantique.

83.4 Solution explicite pour 1’espace de Sitter. Tout ce qui a été dit jusqu’a
présent au sujet du champ scalaire ¢ est valide dans tout espace en expansion. Pour
la suite de ce chapitre, on va se concentrer sur le cas particulier d’un espace de Sitter,
pour lequel 'expansion est exponentielle, et dont le facteur d’échelle en termes du temps

conforme s’écrit comme
1

—— 2
Hr’ (3.23)

a =

ol H est une constante, égale au facteur de Hubble de I'espace. Les premieres dérivées
du facteur d’échelle par rapport au temps conforme sont @ = Ha? et ¢ = 2H?a®. Le
champ auxiliaire Y = a ¢ possede donc, dans ce cas, une masse effective directement

proportionnelle au facteur d’échelle,

még = a*(m* — 2H?). (3.24)

Dans la suite de ce chapitre, on verra que la masse du champ n’influence pas réelle-
ment la forme de ce dernier, sauf dans deux cas particuliers, pour lesquels le choix d’une
certaine masse modifie radicalement les propriétés du champ. Sans surprise, ces deux cas
spéciaux correspondent a ceux ou la masse du champ devient nulle, qu’il s’agisse de sa

masse réelle, ou de sa masse effective. Le premier cas survient lorsque m = 0 et on parle
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alors d’'un champ sans masse. Le second a lieu plutot lorsque mqg = 0, c’est-a-dire quand
m? = 2H?. On dit alors que le champ est conforme, dans la mesure ou il ne subit I’expan-
sion de 'espace que par le biais d’un simple changement d’échelle. Le champ auxiliaire qui
lui est associé correspond en effet a un champ sans masse dans un espace de Minkowski : il
pourrait donc tout aussi bien exister dans un univers sans expansion. Plus précisément, il
est possible de montrer que I'action d’'un champ conforme est invariante sous transforma-
tion conforme, de sorte qu’elle peut étre ramenée a son expression usuelle dans un espace

de Minkowski.

Pour chacun de ces deux cas spéciaux, la forme du champ est particulierement simple,
ses modes de Fourier se réduisant alors a de simples exponentielles multipliant un certain
polynome fini. La fonction de corrélation a deux points du champ s’en trouve égale-
ment modifiée, par rapport a la forme générique qu’elle possede pour un champ de masse
quelconque. Cette forme générique cesse d’étre valide dans les deux cas que l'on vient
d’évoquer, se ramenant a ’expression qu’elle possede dans 'espace de Minkowski quand
le champ est conforme, ou acquérant une divergence infrarouge lorsque le champ devient

Sals Imasse.

Déterminons maintenant la dépendance temporelle des modes de Fourier du champ,
dans le cas ol celui-ci possede une masse quelconque. Comme @ = Ha? dans I'espace de

Sitter, les modes du champ vérifient 1’équation

. 2 . 2 m2
e (kf + —H272) ¢r, = 0. (3.25)

Il s’avere que l'on peut éliminer completement la dépendance explicite sur k dans
cette équation, en l'exprimant en termes d’une nouvelle variable z = k7. Comme ’équa-
tion obtenue par ce changement de variable ne dépend pas de k, et qu’elle est du deuxieme
ordre, sa solution générale est donc donnée par la combinaison de deux fonctions linéai-
rement indépendantes, chacune d’elles étant indépendante de k. N’importe quelle paire
de fonctions ferait ’affaire, mais il est commode d’en choisir deux qui soient conjuguées

complexes I'une de 'autre. Dans ce cas, les modes du champ s’écrivent alors
or(T) = Ap Y (kT) + By ¢* (k7), (3.26)
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ou A, et B, sont deux constantes d’intégration, pouvant dépendre arbitrairement de k,

et ol ¢ = ¢(x) est une fonction indépendante de k vérifiant I’équation
d?yp  2dy m?
————+<1—I—HTx2)w=0. (3.27)

L’équation satisfaite par la fonction ¢ peut étre ramenée a une simple équation de

2
a:\/g—Z—. (3.28)

Le parametre « ainsi défini est lié de pres a la masse du champ. Il est réel lorsque la

Bessel de parametre «, avec

masse est petite, puis il devient imaginaire pour de grandes masses par rapport au para-
metre de Hubble, c¢’est-a-dire plus précisément lorsque m > %H . De plus, ce parametre
atteint sa valeur maximale pour un champ sans masse. Dans ce cas, on a que o = %, alors

que a < % lorsque la masse du champ est petite, sans étre nulle.

De plus, comme on souhaite que 1 et son conjugué complexe soient deux fonctions
linéairement indépendantes, il faut choisir deux solutions a I’équation de Bessel qui soient
aussi conjuguées complexes I'une de l'autre. De telles solutions sont fournies par les fonc-
tions de Hankel de premiere et de seconde espece, qui sont conjuguées complexes I'une de

lautre lorsque leurs arguments sont réels. On trouve alors finalement

3

U(x) = 22 Ho(z),

3 (3.29)
V() = 2 Hy(2),

ou H, et H} désignent respectivement les fonctions de Hankel de seconde et de premiere
espece, a une constante pres. La normalisation choisie ici pour la fonction H, différe en

effet de celle typiquement définie pour les fonctions de Hankel,

H, — \/g ei(zom+im) g@. (3.30)

§3.5 Propriétés des fonctions de Hankel. Les fonctions de Hankel se montrent
plutot difficiles a manipuler dans leur forme exacte. Elles possedent néanmoins un dé-
veloppement asymptotique qui se révelera utile a maintes reprises dans la suite de ce

chapitre.
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Lorsque la fonction de Hankel possede un argument x qui est grand par rapport a 1,
celle-ci ressemble alors a une simple exponentielle, multipliant une certaine fonction que
I’'on peut développer en une série de puissances inverses de x. Dans le présent contexte,
x| = k|7| = kyn/H, de sorte qu'un tel développement pour la fonction de Hankel s’avere
valide surtout pour les modes ultraviolets du champ, ceux possédant un nombre d’onde

physique k), grand par rapport a H. Dans cette limite, on trouve alors que

H,(z) ~ 7 g (i;)n, (3.31)

ol les coefficients ¢,, dans la somme sont donnés par

(402 —1) (402 = 9) --- (40% — (2n — 1)?)
n! 8"

Cp = , (3.32)
avec ¢y = 1. Il faut remarquer que le développement asymptotique de la fonction de
Hankel est sensiblement le méme peu importe a. Toute la dépendance sur «, et donc sur
la masse du champ, est en effet contenue dans les seuls coefficients ¢,,. En particulier,
comme ¢y = 1, le premier terme de ce développement est le méme pour toutes les valeurs
de a, ce qui implique que la masse du champ n’a guere d’impact sur la forme des modes
de petite longueur d’onde. Par ailleurs, il faut aussi remarquer que les coefficients que l'on
vient de définir sont reliés les uns aux autres par une relation de récurrence, le coefficient

¢, étant directement proportionnel a son voisin inférieur c,,_;,

402 — (2n — 1)
n — <8n ) Cn—1, (333>

C

Si ¢,, = 0 pour un certain indice n, il en va donc de méme pour tous les coefficients
d’indices supérieurs, c’est-a-dire c,, = 0 pour tout m > n. Dans ce cas, le développement
ne compte plus qu'un nombre fini de termes et il devient alors rigoureusement égal a la
fonction de Hankel pour laquelle il devait servir d’approximation. Dans le contexte de
cette section, une telle circonstance survient seulement pour deux valeurs de «, a savoir
précisément celles correspondant aux deux cas spéciaux évoqués plus haut. En effet, on a

que

4m?

2 _
i%eY —g—ﬁ,

(3.34)
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de sorte que les coefficients c,, peuvent devenir nuls seulement pour m? = 2H? et m? = 0,

¢’est-a-dire pour un champ conforme et pour un champ sans masse. Dans le premier cas,

le développement ne compte qu’un seul terme, car ¢; = 0, alors qu’il en compte deux dans
9 1 )

le second cas, avec ¢; = 1 et ¢y = 0. Les fonctions de Hankel sont alors respectivement

(ZL’) = (meff = 0)7

Hy () = eﬁ <1+%) (m =0),

ou 'on a rétabli le signe d’égalité puisque ’expression est maintenant exacte. En insérant

(3.35)

ces deux fonctions dans I’équation de Bessel, on peut vérifier qu’elles en sont des solutions
exactes, pour les valeurs désignées de a. Il est donc vrai que la forme du champ se simplifie
significativement lorsque sa masse réelle ou effective est nulle. Pour toute autre masse, le
développement précédent pour la fonction de Hankel demeure une approximation, valide

seulement lorsque I'argument de la fonction est supérieur a 1.

Calculons maintenant le wronskien des fonctions de Hankel, H, et H}. En se servant
de l'identité 3.20, on en déduit que le wronskien de deux solutions a I’équation de Bessel
est nécessairement proportionnel a 1/z, la constante de proportionnalité variant selon le
choix des solutions. Pour déterminer la valeur de cette constante dans le cas des fonctions
de Hankel, il suffit d’approximer celles-ci par le premier terme de leur développement en
série. Comme leur wronskien dépend de I'inverse de z, il faut développer ces fonctions en

supposant que x est grand par rapport a 1,

H R 3.36
)= (3.36)
de sorte qu’on trouve approximativement
dH; 1 1
SN - — . 3.37
¢ dz r a2 (3:37)
Le wronskien des fonctions de Hankel est donc donné par
dH} dH 21
W(H,, H)=H,— — H:—> = —, 3.38
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ou l'on a restauré 1’égalité puisqu’on sait que le wronskien est exactement proportion-
nel a l'inverse de x, 'approximation ayant simplement permis de fixer la constante de

proportionnalité.

83.6 Choix des constantes arbitraires. L’expression du champ que 'on a obtenue
est tout a fait générale. Elle contient notamment deux constantes arbitraires, A; et B,
qu’il importe de fixer si 'on veut calculer les fonctions de corrélation du champ. Une
premiere contrainte sur ces constantes peut étre établie en exigeant que le champ et son
conjugué satisfassent la relation de commutation canonique prescrite par la mécanique

quantique. Dans ’espace de Fourier, cette relation prend la forme d’un wronskien,
W (ks 0%) = oxpr — i = 1 H*T?. (3-39)

Pour éviter toute confusion, il importe de souligner que le wronskien implique ici des
dérivées par rapport a 7, non par rapport a x = k7, comme c’était le cas plus haut,
lorsqu’on a calculé le wronskien des fonctions de Hankel. Sachant que les modes du champ

sécrivent oy, (1) = Ay W(kT) + By *(kT), avec 1(z) = x2 H,(z), on trouve alors
Wi i) = (1A = 1B ) Wiw, o)
= (14 = 1By K72 W(H,,, Hy) (3.40)
=20 (1A = 1B ) K72,
Sans surprise, le wronskien des modes du champ s’avere bel et bien proportionnel
au carré du temps conforme. Toutefois, en comparant ce wronskien avec celui découlant

de la relation de commutation quantique, on en déduit que cette relation est satisfaite

seulement si les constantes A, et B sont telles que

H2
Al? = |Bi* = = Al
A = B = 5 (3.41)
Il est commode de renormaliser les constantes A, et Bj, en posant
H -
Ak ks
2k3
% (3.42)
Bk - Bk)




de sorte que la contrainte qu'elles doivent satisfaire devient maintenant |A;|?> — |B,|> = 1.

En termes de ces constantes renormalisées, les modes du champ s’écrivent comme

or(r) = /2 ZTS (Ai Ho(kr) + By Hy(k) ) (3.43)

alors que les modes du champ auxiliaire y = a ¢ sont donnés par

Xi(T) = agpy(r) = \/g (Ai Ho(kr) + By Hy (k) ). (3.44)

Le champ auxiliaire a été défini au début de ce chapitre de fagon a ce que son action
ressemble a celle d'un champ scalaire dans un espace de Minkowski statique. Ce sont donc
les modes de ce champ, plus que ceux de ¢, qui risquent de s’apparenter davantage aux
modes d'un champ dans un espace plat. La comparaison risque d’étre encore meilleure
lorsque les effets de la courbure de 'espace se font le moins sentir, ce qui est le cas pour
les modes possédant une petite longueur d’onde petite. Pour ces modes, la valeur de
|z| = k|7| = k,n/H est grande par rapport a 1, de sorte qu'on peut alors approximer les

fonctions de Hankel par le premier terme de leur développement asymptotique,

Xi(T)  —— (flk e kT + B, e””). (3.45)

Cette expression coincide avec celle des modes de Fourier d'un champ sans masse dans
un espace de Minkowski. Il est donc vrai que le champ auxiliaire ressemble a un champ
dans l'espace de Minkowski, du moins pour ce qui est de ses modes de petite longueur

d’onde, pour lesquels l'effet de la courbure de 1’espace est minimale.

Par ailleurs, I’expression précédente peut servir de guide afin de fixer completement les
constantes arbitraires figurant dans I’expression générale du champ. On comprend en effet
que la constante flk représente en quelque sorte I'amplitude des modes de fréquence posi-
tive, se déplacant dans la direction du nombre d’onde k, alors que la constante Bk désigne
I’amplitude des modes de fréquence négative, se déplacant dans la direction inverse. La
contrainte reliant ces deux constantes 'une a lautre, |A|? —|B,,|? = 1, implique d’ailleurs
que |Agz| > | By|. Ainsi, chaque mode du champ peut posséder une amplitude totale aussi

élevée qu’on le souhaite, mais il faut toujours que les modes de fréquence positive y soient
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proportionnellement plus nombreux que ceux de fréquence négative. En particulier, des
modes de fréquence positive doivent étre déja présents avant que ne puissent apparaitre
ceux de fréquence négative, de sorte que I'état contenant le plus petit nombre de modes, et
possédant 'amplitude totale la plus faible, est donc celui pour lequel B, = 0 et ]flk] =1.

Dans ce cas, les modes du champ s’écrivent alors

on(T) = H ;Tg H, (k7). (3.46)

En particulier, dans les cas ou la masse réelle ou effective du champ est nulle, on a

e*ikT (meff — 0),

(3.47)

83.7 Fonction de corrélation a deux points. A partir de I’expression obtenue pour
le champ ¢ dans les sections précédentes, on peut maintenant calculer la valeur moyenne
quantique de diverses fonctions de ce champ. En particulier, dans le contexte de ce mé-
moire, il faut surtout évaluer la fonction de corrélation a deux points du champ, {p?), car
c’est elle qu’il faudra connaitre au moment de calculer la valeur moyenne des termes de

deuxieme ordre dans 'action gravitationnelle, <hw,hpg>.

En mécanique quantique, une valeur moyenne est toujours calculée par rapport a un
état particulier du systeme. On choisit ici de se rapporter au vide associé au champ o,
c’est-a-dire a 1’état de base du champ, celui qui n’est pas excité, qui ne compte aucune
particule et qui se trouve par conséquent détruit lorsqu’on tente de le vider davantage,
en y supprimant une particule supplémentaire. Comme l'opérateur ay est typiquement
responsable de 'annihilation des particules, on définit donc le vide quantique associé au
champ ¢ comme 1’état |0) qui est détruit par l'action de cet opérateur, ay |0) = 0 pour
tous les modes k. En prenant le conjugué de cette équation, on a aussi que (0| af = 0. La

fonction de corrélation a deux points du champ est alors donnée par

(o(r, x)p(7', X)) = (Olep(7, x) o (7', X')|0) . (3.48)
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La fonction de corrélation implique deux facteurs du champ évalués en deux points
distincts de ’espace-temps. Elle diverge dans la limite ou les deux points coincident exacte-
ment, c¢’est-a-dire lorsque 7" = 7 et X’ = x, de sorte qu’elle doit étre proprement régularisée
pour que son calcul donne un résultat fini dans cette limite. En remplagant le champ par

sa transformée de Fourier, on trouve notamment

o7:010) = [ S5 (an(r) +atapi)) 0 -,
3.49

d3k kx| % *
:/(27)3@1‘ @r(T) ay 0),

ou l'on s’est servi du fait que a; |0) = 0. On en conclut ainsi, au passage, que le champ
possede une valeur moyenne nulle lorsque celle-ci est calculée dans le vide. En prenant le

produit de I'expression précédente avec (0|, on trouve en effet que
{p(,x)) = (0]ep(7,%)[0) =0, (3.50)

du fait que (0| aj; = 0. De la méme facon, on en déduit que la fonction de corrélation a

deux points du champ s’écrit

(plr 0 x)) = [ et TN () Olmal0). (351)

Il est possible d’éliminer I'une des deux intégrales dans 1’expression précédente, en se
servant de la relation de commutation pour les opérateurs de création et d’annihilation.

Leur relation de commutation implique en effet que

(O]axa™ |0) = (0] ([ak, ] + aik,ak) 10) = (2m)%(k + k'), (3.52)

ou l'on a supposé que le vide était proprement normalisé, (0|/0) = 1. La fonction de

corrélation a deux points s’écrit donc finalement

(o7, X)p(r', %)) = / % RO G (D) (7). (3.53)

La fonction de corrélation a deux points du champ correspond ainsi a la transformée

de Fourier spatiale du produit de deux de ses modes, évalués a deux instants dans le
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temps. En particulier, pour 7" = 7, la fonction de corrélation correspond a la transformée
de Fourier de \gok|2, une quantité que l'on désigne typiquement en cosmologie comme le
spectre de puissance du champ ¢. Enfin, puisque les modes du champ ne dépendent que
de la norme du vecteur d’onde, on peut simplifier I’expression de la fonction de corrélation
en calculant deux des trois intégrales qu’elle implique. Pour ce faire, il suffit d’exprimer le
vecteur d’onde k en coordonnées sphériques et d’orienter son axe polaire dans la direction

de x — x’. On trouve alors
1 oo
(p(m,x)p(7, X)) = m/o dk k sin(k|x — x'|) o (1)o7 (T"). (3.54)

En particulier, dans la limite ou X' = x,

/OO dk k* o, ()03 (7). (3.55)

(p(r.x)ol(7', %)) = 53 i
§3.8 Calcul dans I’espace de Sitter. L’expression que I'on vient d’obtenir pour la
fonction de corrélation a deux points du champ est valide peu importe la géométrie de
I’espace. On veut maintenant I’appliquer au cas particulier d’'un champ existant dans un
espace de Sitter, et dont les modes de Fourier sont donnés par une fonction de Hankel.
Dans ce cas, on peut montrer que la fonction de corrélation a deux points du champ
correspond a une certaine fonction hypergéométrique, dépendant de la masse du champ
et de la distance géodésique séparant les deux points. Le calcul s’avere toutefois assez

lourd, exigeant notamment certaines propriétés des fonctions de Hankel.

Un tel calcul ne présente d’ailleurs pas un grand intérét, dans la mesure ou 1’on cherche
surtout a connaitre le comportement de la fonction de corrélation pour deux points situés
pres I'un de l'autre. Plus particulierement, on cherche a déterminer la forme de sa di-
vergence dans la limite ou les champs qu’elle implique sont évalués exactement au méme
point, c’est-a-dire pour 77 = 7 et X’ = x. En général, la fonction de corrélation entre
deux points de 'espace-temps dépend seulement de la distance géodésique qui sépare ces
points. Dans un espace de Sitter, la distance géodésique entre deux points est reliée a une

certaine variable n définie par

o = , (3.56)




Il est commode de prendre des le départ la limite ou 7 = 7. La fonction de corrélation
demeure finie malgré tout, des lors qu’elle est évaluée en deux points distincts de 1'espace.
La distance géodésique séparant les deux points est alors reliée a

[x — x|

= (3.57)

En termes de ce parametre 7, la fonction de corrélation a deux points pour des temps
égaux s’écrit
1
2m2Tn
H27'2
- 4m3n

(o, %)plr, X)) = / " dkk sin(—krn) [ou(r)]?

(3.58)

/ dk k sin(—krn) | H, (kT)[,
0

ou l'on s’est servi de 'expression obtenue plus haut pour les modes du champ. Cette ex-
pression pour la fonction de corrélation a temps égaux est exacte. Toutefois, il est clair que
I'intégrale risque de n’étre pas facile a calculer, dans la mesure ou elle implique le produit
de deux fonctions de Hankel. Il convient donc de recourir a certaines approximations, afin
de déterminer le comportement de la fonction de corrélation dans la limite voulue, sans

pour autant connaitre sa forme exacte.

Or, il n’existe que deux facons d’approximer une fonction de Hankel. On peut la
remplacer par sa série de Taylor lorsque son argument est petit, ou alors par son dévelop-
pement asymptotique lorsque son argument est grand. A cet égard, la fonction de Hankel
impliquée dans I'intégrale précédente dépend de la variable x = —k7. Son argument peut
donc étre considéré comme grand lorsque x > 1 et comme petit lorsque = < 1, avec une

valeur critique de séparation entre ces deux domaines donnée par x, = 1, c’est-a-dire

k,=——=aH. (3.59)

T

Si 'on souhaite se servir d’une forme approximée pour la fonction de Hankel, il est
donc nécessaire de séparer l'intégrale en deux parties, I'une comprenant les modes de

petites longueurs d’onde ou ultraviolets (z > 1), et 'autre les modes de grandes longueurs

o0 k. o)
/ dk:/ dk+/ dk, (3.60)
0 0 k.
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La fonction de corrélation totale est alors donnée par la somme de deux contributions,

pour les modes de grandes et de petites longueurs d’onde,

(o(r,x)p(1,X")) = (p(1,x)o(1, X" )1 + (@(T,%)p(T, X)) - (3.61)

§3.9 Contribution ultraviolette. La contribution ultraviolette a la fonction de cor-
rélation du champ comprend tous les modes pour lesquels £ > k.. En termes de x = —k7,
on trouve alors

2
- 47y

0 ‘ )
(AT x)olr X))oy = oz | doa sin(en) [Ho(-o)]" (3.62)
1
L’intégrale n’implique maintenant que de grandes valeurs de x, de sorte qu’on peut
la calculer approximativement en y remplacant la fonction de Hankel par son développe-
ment asymptotique. Comme on cherche a déterminer les contributions de l'intégrale qui
divergent dans la limite ou les points x et x’ sont pres 'un de 'autre, il suffit d’inclure

les trois premiers termes du développement asymptotique de la fonction de Hankel,

H(z) ~ & (1 +a 9) , (3.63)

ol ¢; et ¢y sont deux constantes réelles, dépendant du parametre « et définies par 1’équa-
tion 3.32. En prenant la norme de cette expression, on obtient directement

Ho (@)~ — [(1 ey C—%} ~ |71\ (1+%), (3.64)

|| x? x? x?
ol 'on s’est servi du fait que ¢} — 2¢, = ¢;, peu importe la valeur du parametre «. Cette
simplification n’est d’ailleurs pas fortuite, mais survient a tous les ordres du développe-

ment asymptotique de \Ha\z. Avec cette approximation, la contribution ultraviolette de

la fonction de corrélation devient simplement

(o(r,X) (1, X))y ~ 41:2277 /1 " da sin(an) (1 + —) (3.65)

Il ne reste plus qu’a calculer explicitement I'intégrale terme a terme. Pour ce faire, il est

utile de supposer que les fonctions sinus et cosinus, méme si elles oscillent continuellement
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entre —1 et 1, prennent néanmoins une valeur nulle a 'infini *. Dans ce cas, le premier

terme de l'intégrale devient

/ dz sin(zn) = _ cos(ne) = o0 (3.66)
1 n 1 n
Pour calculer le second terme, il suffit d’intégrer par parties,
/ dx —sm(fn) =sinn + 77/ dx —cos(n:v)
L . L o (3.67)
= sinn — 1 Ci(n),
ou Ci(x) désigne le cosinus intégral, défini par
> t
Ci(z) = — / dt % (3.68)

Les premiers termes de la contribution ultraviolette de la fonction de corrélation sont

donc finalement

9 .
(ol r X~ 1oz (54 ™2 — i) (3.69)

On suppose maintenant que les points x et x’ sont situés pres I'un de I'autre, de sorte
que la distance qui les sépare est petite. Comme le parametre n est directement propor-
tionnel a cette distance, on peut donc réécrire I'expression précédente en y développant
les fonctions en série pour de petites valeurs de 7. En particulier, le cosinus intégral
se comporte approximativement comme un logarithme lorsque son argument est petit,
Ci(n) ~ Inn. On obtient ainsi, en ne conservant que les termes qui divergent lorsque 7

devient nul,

(p(1,x)(T, X)) gy ~ 4H—7; [% - <1 - 2%2) mn] : (3.70)

*On sait bien que cela n’est pas tout a fait exact. La valeur d’une fonction sinusoidale est indéfinie
a l'infini, mais elle y demeure bornée entre —1 et 1, de sorte qu’en moyenne sa valeur y est nulle. Une
maniere peut-étre un peu plus rigoureuse d’obtenir le méme résultat serait de multiplier la fonction sinus
dans D'intégrale par une exponentielle décroissante, disons e *%, puis de prendre la limite ol A = 0

seulement a la toute fin du calcul.
fOn peut comparer cette expression avec celles fournies notamment dans [13], [20] et [25].
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La fonction de corrélation a deux points d'un champ scalaire dans I’espace de Sitter di-
verge donc bel et bien dans I'ultraviolet, lorsque les deux points en viennent a se confondre
I'un avec I'autre. Cette divergence ultraviolette présente d’ailleurs la méme forme peu im-
porte la masse du champ, comprenant un terme quadratique et un terme logarithmique
en 7. Sa forme se trouve altérée seulement dans le cas ou le champ possede une masse
effective nulle, c’est-a-dire lorsque m? = 2H?. Dans ce cas, la divergence logarithmique
disparait et il ne reste plus que le terme quadratique, exactement comme dans un espace
de Minkowski statique,

2
A2

(p(T, x)p(T, X/)>UV ~ (Megr = 0). (3.711)

Notons finalement que la méme expression pour la fonction de corrélation demeure
valide dans le cas général, avec les mémes fonctions de 7, lorsqu’on ne prend pas la limite

ou 7" = 7 au début du calcul. Il suffit d’ajuster la définition de n en conséquence.

83.10 Contribution infrarouge. De la méme facon, si l'on pose v = —k7, la partie
infrarouge de la fonction de corrélation du champ est donnée par

2
- 47y

(o(1,x)o(T, X)) /0 dz x sin(zn) |Ha(—a:)|2. (3.72)

Comme l'intégrale s’étend seulement a de petites valeurs de x, on peut donc approximer

la fonction de Hankel par le premier terme de sa série de Taylor,

H,(x) =~ Cya™°, (3.73)

ou C, est une constante complexe dépendant de «, et dont la norme est donnée par
20[

V2T

On peut aussi approximer la fonction sinus présente dans l'intégrale par le premier

|Cal =

(). (3.74)

terme de sa série, sin(zn) ~ zn, d’autant plus qu’on suppose ici que la distance 7 est
petite. Grace a ces approximations, la partie infrarouge de la fonction de corrélation

devient alors

H2 1 B
(p(r,x)p(T, Xl))m ~ A2 |Ca|2/0 dw 2> 7%, (3.75)
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Il faut remarquer que la dépendance sur n a completement disparu de 1’expression
précédente. En premiere approximation, la contribution infrarouge correspond donc a une
simple constante, indépendante de la distance géodésique entre les deux points considérés.
Il reste a savoir si cette constante demeure finie ou si elle diverge. Une telle situation peut
survenir dans ce cas-ci en raison de la borne inférieure de I'intégrale, autrement dit pour
les modes de tres grandes longueurs d’onde. La valeur de I'intégrale demeure en effet finie
si 2 —2a > —1, c’est-a~dire si a < g, ce qui se produit seulement lorsque la masse du
champ n’est pas nulle. Dans ce cas, on trouve alors

H* |G,/

A 123 9a (3.76)

(p(r,x)o(7, X ))1r
Au contraire, lorsque la masse du champ est nulle, on a que a = %, de sorte que
I'intégrale précédente diverge de maniere logarithmique pour les modes de tres grandes

longueurs d’onde,

H? [tdz H? 1
(o(1,x)(1, %)) 1 ~ prcl) Inz . (3.77)

Ainsi, contrairement a la partie ultraviolette de la fonction de corrélation, qui demeure
sensiblement la méme selon que le champ possede ou non une masse, sa partie infrarouge se
comporte de maniere radicalement différente dans ces deux cas. Elle demeure finie lorsque
la masse du champ n’est pas nulle, de sorte qu’elle peut étre négligée dans la limite ou
les deux points sont pres I'un de 'autre, car elle ne fait qu’ajouter une simple constante
A la fonction de corrélation totale. A I'inverse, elle diverge lorsque la masse du champ
est nulle, et ce, méme si les deux points considérés demeurent spatialement distincts. Sa
divergence n’est pas causée par la trop grande proximité des points, comme c’était le cas
plus haut pour la contribution ultraviolette, mais elle est due plutot a la nature méme du

spectre de puissance du champ.

Pour éliminer la divergence infrarouge de la fonction de corrélation d’'un champ sans
masse, il est possible de borner l'intégrale précédente par le bas [24], en la restreignant
aux seuls modes de Fourier possédant un nombre d’onde supérieur a une valeur minimale,
kmin- Cela revient a se limiter a une certaine section de ’espace, possédant une taille

finie, de facon a ce que les modes responsables de la divergence infrarouge s’en trouvent
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completement exclus, du fait de leur trop grande longueur d’onde. Reprenons ainsi le calcul
précédent, en appliquant maintenant cette restriction. L’expression exacte des modes de

Fourier d’un champ sans masse est

Hr _, 1
_ AT ik (1 3.78
o1(7) T ( m), (3.78)

ce qui implique que le spectre de puissance pour ce champ est

H?272 1
lon(T))? = o <1+k272>. (3.79)

Comme on sait déja que la partie infrarouge de la fonction de corrélation ne dépend
pas, en premiere approximation, de la distance géodésique entre les points considérés, on

peut prendre des maintenant la limite ou cette distance est nulle. On trouve alors

1 [k
<(‘02>IR - ﬁ/ dk k* ‘90’@‘2

2k
:i/c dk(1+72k),
472 Jy. k
ou l'on a restreint l'intégrale aux modes possédant un nombre d’onde supérieur a une
certaine valeur minimale, £ > k. ;,. Comme le nombre d’onde critique est donné par
k. = aH, l'intégrale n’a de sens que si k,;, < aH en tout temps. Il faut donc que le
facteur d’échelle de ’espace ne descende jamais en deca d’une certaine valeur minimale,
a; < a, définie par k,;, = a;H. Cette valeur minimale constitue en méme temps une valeur
initiale, dans la mesure ou l’espace se trouve en continuelle expansion, de sorte que son

facteur d’échelle augmente toujours avec le temps. Ainsi, en termes de ce parametre, la

partie infrarouge de la fonction de corrélation d’un champ sans masse s’écrit
H? a 1 a?
2 %
=— |In|{— - — . 3.81
<90 >IR 472 {n (ai) * 2 2a2} (3:81)

Longtemps apres que l'univers ait commencé son expansion, son facteur d’échelle se

trouve alors bien supérieur a sa valeur initiale, a > a;, ce qui fait que les deuxieme et

troisieme termes dans I’équation précédente peuvent étre négligés par rapport au premier,

(P~ g (2)). (382)

a;
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Comme le facteur d’échelle d'un espace de Sitter augmente exponentiellement avec le

Ht on peut aussi écrire

H3

temps physique, a x e

ou t; est la valeur initiale du temps physique*. La partie infrarouge de la fonction de
corrélation d’un champ sans masse peut donc étre proprement régularisée en imposant
une limite maximale pour la longueur d’onde des modes. Cette longueur d’onde maxi-
male, exprimée comme une distance physique, augmente a mesure que 1’espace prend de
I’expansion, ce qui fait que de plus en plus de modes en viennent a se trouver inclus dans
la section d’espace considérée. Plus précisément, on a que

(kph)c = % =H )

. (3.84)
(I{Z ) - min _ &H
ph/min a a .

Dans ce contexte, seuls les modes possédant une longueur d’onde physique supérieure
a l'inverse de H, mais ne dépassant pas une certaine valeur maximale, peuvent contribuer
a la partie infrarouge de la fonction de corrélation. De ces modes, aucun n’y contribue
initialement puisque (kpp)min = (kpn)e POUr a = a. A mesure que l'espace prend de
I’expansion, la longueur d’onde maximale augmente, de sorte que de plus en plus de
modes en viennent a se trouver inclus dans la section d’espace considérée, contribuant
ainsi a la partie infrarouge de la fonction de corrélation. Celle-ci est nulle initialement, puis
elle augmente progressivement, soit linéairement avec le temps physique, ou de maniere

logarithmique avec le facteur d’échelle de I'espace.

Cette croissance de la fonction de corrélation avec le temps demeure toutefois sujette
a discussion. En particulier, il n’est pas clair si cette dépendance temporelle existe vé-
ritablement, ou si elle ne survient pas plutot seulement parce que le champ est libre de
toute interaction. En effet, si I’on suppose que le champ n’est pas libre, mais qu’il interagit
avec lui-méme suivant un potentiel quartique, sa fonction de corrélation peut alors tendre

vers une valeur constante, au lieu de croitre sans cesse [16]. Il reste a voir si une telle

*On retrouve ainsi le résultat standard pour la fonction de corrélation dans l'infrarouge, qui fut énoncé

notamment dans [15] et [17], et qui est repris dans [24] et [25].
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conclusion, issue d’une analyse stochastique d'un champ purement scalaire n’interagis-
sant qu’avec lui-méme, se traduit de la méme fagon dans le contexte de la gravité. Dans
tous les cas, on supposera dans ce mémoire que les champs sont sans interaction, de sorte
que leurs fonctions de corrélation dans l'infrarouge augmentent bel et bien avec le temps

lorsqu’ils sont sans masse.

On peut reprendre le calcul précédent dans le cas ou la fonction de corrélation implique
deux champs évalués au méme point de 'espace, mais a deux instants différents dans le
temps, 7 et 7. Le calcul demeure essentiellement identique, dans la mesure ou les modes
du champ sont a peu pres constants dans l'infrarouge, ¢ (7) =~ ¢, (7). La seule différence
survient quant au choix du nombre d’onde critique définissant le régime infrarouge, k..
Plusieurs valeurs sont possibles, notamment aH et «’H, ou a = a(7) et a’ = a(7’), ainsi
que toutes celles se trouvant entre ces deux valeurs limites. On choisit ici la plus petite
valeur possible*, a savoir k, = aH lorsque a < da' (et donc 7 > 7). La fonction de
corrélation est alors donnée par

(o)l 0~ o (). (3.55)

472 a;

La fonction de corrélation a deux points du champ dans la limite ou 7 = 7/ constitue
le principal résultat de ce chapitre. Si 'on ajoute la contribution ultraviolette a la partie
infrarouge que l'on vient de calculer, la fonction de corrélation totale du champ s’écrit

finalement

2 (3.86)

<902> ~ <902>UV (m # 0),
9 H
Y~ (o >UV+RIDG (m =0),

ou l'on a fixé l'origine du temps en prenant a; = 1, ¢’est-a-dire t; = 0.

*Dans [25], on choisit plutdt la moyenne géométrique des deux valeurs limites, k. = vaa’. Mon choix

conduit quant & lui & la méme fonction de corrélation que celle obtenue notamment dans [23].
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Chapitre 4

Correction quantique a ’action gravitationnelle

Dans ce chapitre, on se propose de calculer la correction quantique de premier ordre
a l'action gravitationnelle, afin de déterminer l'effet d’une telle correction sur le taux
d’expansion de l’espace. On se concentre sur le cas d’un espace en expansion possédant
une métrique g, = aQUW, ou a = a(t) est le facteur d’échelle, a laquelle on joint de petites

perturbations h,, que I'on traite comme des champs quantiques.

Les principales idées développées dans la premiere moitié de ce chapitre sont tirées en
grande partie des travaux de H. Kitamoto et Y. Kitazawa, notamment [24], [25] et [26], qui
traitent des corrections quantiques générées par les modes infrarouges des perturbations
métriques. Plus spécifiquement, le raisonnement suivi ici s’inspire de celui présenté dans
[26] pour le cas d'un espace purement de Sitter, mais il est quelque peu modifié, de sorte
qu’il mene a une toute autre conclusion. Jusqu’a la section 4.7 inclusivement, les résultats
démontrés dans ce chapitre s’accordent avec ceux de Kitamoto et Kitazawa, ce qui n’est

plus le cas pour ceux qui suivent.

84.1 Cas d’un espace avec une constante cosmologique. On reprend ici le rai-
sonnement amorcé au début du deuxieme chapitre de ce mémoire, en ’appliquant d’abord
au cas ou l'espace ne contient qu’une simple constante cosmologique, notée A, de sorte

que les propriétés dynamiques de sa métrique sont décrites par ’action

S:/d4a:\/§(R—2A). (4.1)
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Si l'on suppose que l'espace subit de petites perturbations, de sorte que sa nouvelle
métrique s’écrit g, = g, + h,,,, on peut alors développer l'action gravitationnelle pour ce
nouvel espace suivant les différentes puissances des perturbations. Le premier terme dans
ce développement, celui ne dépendant pas des perturbations de la métrique, correspond
a l'action dans l'espace de base; le deuxieme terme est quant a lui proportionnel aux
équations d’Einstein, alors que le troisieme comprend les contributions quadratiques dans

les perturbations,

5:/d4x\/§(R—2A+£(1)+£(2)+---), (4.2)

ou LW = — (G + Ag, )R et on L sera énoncé plus loin dans ce chapitre. Cette
contribution de deuxiéme ordre constitue en fait I’objet principal de la présente étude,
car c¢’est ce terme qui fournit la premiere correction quantique a ’action gravitationnelle,
lorsque les perturbations affectant la métrique sont traitées comme des champs quantiques.
Le terme linéaire dans les perturbations ne fournit en effet aucune correction, méme si
I’on suppose que les équations d’Einstein dans I'espace de base ne sont pas rigoureusement

satisfaites.

Comme on l’a montré dans le chapitre précédent, la valeur moyenne dun champ
quantique dans son état de vide est nulle. Ainsi, en traitant les perturbations métriques
comme des champs quantiques, leur valeur moyenne par rapport a leur état de vide est
nulle, <hm,> = (0]h,,|0) = 0, de sorte que la contribution de premier ordre dans I’action
s’annule également en moyenne, sans qu’il ne soit pour autant nécessaire d’admettre la

validité des équations d’Einstein dans I’espace de base. Autrement dit, on a que

(LYY = —(G\ + Agu) (B") =0, (4.3)

méme lorsque G, + Ag,,, # 0. En prenant la valeur moyenne de 'action gravitationnelle,
on obtient ainsi une action effective pour l’espace perturbé semblable a celle pour l'es-
pace de base, mais comprenant certaines corrections quantiques dues aux perturbations
métriques,

seﬁ.:<5>:/d4wg(R_zA+<c<2>>+---). (4.4)
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84.2 Résumé de D'approche suivie. La valeur moyenne des termes quadratiques
dans les perturbations métriques fournit ainsi la premieére correction quantique a I'action
gravitationnelle. L’objectif principal de ce chapitre est de calculer cette correction, dans
le cas ou l'espace de base est du type de Sitter, c¢’est-a-dire pour un espace en expansion
possédant une métrique g, = a277W, ol a = a(t) est le facteur d’échelle, et ne contenant

qu'une simple constante cosmologique.

Comme la correction <£(2)> est quadratique dans les perturbations métriques, sa valeur
moyenne est donc analogue a la variance d’un champ scalaire, (¢?). Or, lorsqu’on a calculé
cette variance au chapitre précédent, dans le cas d’'un champ scalaire libre existant dans
un espace de Sitter, on a trouvé que la partie infrarouge de (¢?) demeure négligeable si
le champ est massif, mais qu’elle augmente avec le temps lorsque le champ n’a pas de
masse. Il est donc fort possible, de ce point de vue, que la contribution infrarouge de
<L’(2)> augmente aussi avec le temps, des lors que certaines des perturbations métriques
s’averent comparables a des champs scalaires sans masse. Si tel est le cas, il est alors
possible que la correction quantique a l'action gravitationnelle en vienne méme a modifier
le taux d’expansion de 'espace, qui est constant dans ’espace de base, en lui conférant

une valeur effective changeant avec le temps.

On aura remarqué que ces spéculations reposent sur deux hypotheses, deux possibilités
qu’il importe de vérifier. Il faut, d’une part, que certaines composantes des perturbations
métriques soient analogues a des champs scalaires sans masse, de facon a ce que leurs
variances dans l'espace de base augmentent bel et bien avec le temps. On peut le vérifier
en calculant explicitement le lagrangien déterminant les perturbations métriques, a savoir
L) puisque c’est ce lagrangien qui permet d’établir les équations classiques que ces
perturbations doivent satisfaire. En principe, il faudrait ajouter a ce lagrangien d’autres
termes, ceux des ordres supérieurs dans les perturbations métriques (£®), L®) | etc.), mais

on se restreint ici aux seuls termes de deuxieme ordre, en négligeant tous les autres.

D’autre part, méme s’il s’avere que certaines des perturbations métriques sont en
effet sans masse, de sorte que la correction quantique qu’elles génerent dans ’action gra-
vitationnelle augmente avec le temps, il faut aussi que cette dépendance temporelle se

répercute sur le taux d’expansion de ’espace. Or, un tel effet n’est jamais assuré, comme
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I’a démontré I’analyse menée dans le premier chapitre de ce mémoire. On y a vu, en effet,
que les modes infrarouges des perturbations métriques, méme s’ils parviennent a modifier
le contenu en énergie-impulsion de l'espace, ne se manifestent pas toujours sur le taux

d’expansion de ce dernier.

Plus généralement, rien ne garantit a priori ni I'une ni I'autre des hypotheses que 'on
vient de mentionner, quoique tout semble les rendre probables. On verra plus loin que
la premiere de ces hypotheses est bel et bien valide, ce qui n’est toutefois pas le cas de
la seconde, du moins quand on se limite au deuxieme ordre perturbatif, dans un espace

purement de Sitter.

84.3 Termes de deuxieme ordre dans D’action gravitationnelle. Le reste de ce
chapitre va s’articuler autour des deux étapes que ’on vient d’évoquer, ces deux principales
hypotheses qu’il importe de vérifier. Pour chacune de ces étapes, il sera nécessaire de
connaitre I'expression des termes de deuxieme ordre dans le développement de 'action

gravitationnelle, £2),

On commence donc par calculer ces termes dans le cas d’un espace en expansion
général, dont la métrique en I"absence de perturbations est donnée par g,, = a2§W, ou
. (Y L L ,
G, est une métrique quelconque. Comme on s’intéresse plus particulicrement au cas d'un
espace de Sitter, on compte choisir g,, = 7,, a la fin du raisonnement. Il est toutefois
nécessaire de conserver une métrique plus générale dans les calculs, si I’on souhaite pouvoir
déterminer le taux d’expansion effectif de ’espace perturbé. Ce taux peut étre évalué
directement a partir de 'action effective seulement s’il demeure possible de varier celle-ci

par rapport aux composantes générales d'une métrique.

Dans le deuxieme chapitre de ce mémoire, on a développé 'action gravitationnelle

d’un espace possédant une métrique g,, = g,,, + h,,,, suivant les diverses puissances des

uvs

perturbations f,,. On a trouvé que les termes de deuxieme ordre s’écrivent

1 , 1 y 1 v 1
£ _ _vahgvphu + §V“hgv h? — évuhv Rl + ZVMhV“h
(4.5)

1 1 1 1 1
ZhB Y (OIPO 2 Zp _ hhpe | Zp
+ ShheCP + Sh (6R A) Shih <3R A),
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ou A désigne la constante cosmologique présente dans 'espace. Ici, toutes les quantités
géométriques, comme le tenseur de Weyl C*7, et le scalaire de Ricci R, sont celles de
I’espace non perturbé. De plus, on a pris la peine d’écrire les perturbations métriques
avec 'un de leurs indices en position inférieure, et ’autre en position supérieure, car de
cette facon on peut mettre en évidence leur dépendance sur le facteur d’échelle. Avec

R = gu,h, la métrique de I'espace perturbé s’écrit en effet

g,uu = g,uu + h,uu = g,up (55 + hg) (46)

Le facteur d’échelle présent dans la métrique g, = a*g,, est alors clairement mis en
évidence devant hj;, de sorte que c’est sous cette forme que les perturbations métriques
considérées ici s’averent équivalentes a celles étudiées dans le premier chapitre de ce mé-
moire. Pour la suite de ce chapitre, les indices des divers tenseurs, notamment ceux des
perturbations métriques, seront élevés au moyen de la métrique auxiliaire g,,,. En posant

donc maintenant h,,, = g,,hs, la métrique devient plutot
Gy = Gup (55 + hﬁ) = a? (QW + h#,,). (4.7)

Il convient d’insister sur ce point, car certaines erreurs peuvent facilement survenir si
l'on ne prend garde a la métrique choisie pour ¢lever ou abaisser les indices de hjj. Par

exemple, si 'on pose h,, = g,,hi, on peut tout aussi bien calculer V hi ou V*h,,, ces

i

ux dérivées étant é uisqu = 0. Par contr mme on r isir
deux dérivées étant égales puisque V ,g,, = 0. Par contre, comme on se propose de chois
plutét h,, = g,,hv, il faut s’assurer de calculer les dérivées avec les indices aux bons

endroits, dans la mesure ot V,g,, # 0, de sorte que

Vbt = NV, 5+ 6N by, # VPR, (4.8)

Cette importante précision étant faite, on peut maintenant reprendre I’expression citée
plus haut pour £®), afin de la réécrire en termes de la métrique auxiliaire G €t ainsi, y
mettre en évidence les contributions provenant du facteur d’échelle. A cet égard, lorsque
la métrique d’un espace subit une transformation conforme, de la forme g, = aQQW, les

symboles de Christoffel pour cet espace deviennent
e, =1%,+éa, + d0a, — g0, (4.9)
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ou a,, est défini de la méme fagon que dans le premier chapitre, c’est-a-dire comme le taux
de variation du facteur d’échelle par rapport aux diverses coordonnées,

" _ﬁua
p=—

(4.10)

a

Lorsque le facteur d’échelle ne dépend que du temps, on a que a, = H et a; = 0. A
partir de 'expression précédente pour les symboles de Christoffel de I'espace perturbé, on

trouve que la dérivée des perturbations métriques dans cet espace s’écrit

V,hy, = 0,h;, + T, hy, — 17, hy

(4.11)
=V, h;, + 6 a,h; + g,,a°hy —a”h,, —a,h,

w'p>

ou V,, désigne la dérivée covariante dans I'espace auxiliaire de métrique g,,,. En particulier,

pour un espace a quatre dimensions, on trouve

VY =V, + da,hl — a,h, (4.12)

ou h = hl, désigne la trace des perturbations métriques. On trouve également

1 1,
VYhE = o G’V bl = ?(V”h‘; + 4a”hl — a*h). (4.13)

Ces expressions permettent de rééerire tous les termes de £2) impliquant des dérivées
des perturbations métriques. Seul le premier de ces termes est vraiment long a développer ;
apres quelques simplifications, on obtient finalement

1 /-~ ~ ~ ~
V VR = = (V VR + A0 Y, b — A b

(4.14)
+ 8a,a” WGhL + 20,0 isht — daa’hhL).

De plus, lorsque la métrique d’un espace a quatre dimensions subit une transformation

conforme, comme c’est le cas ici, son scalaire de Ricci devient

1

R = E(R - 6@’”% —6a’a,), (4.15)

alors que son tenseur de Weyl, comme on l’a expliqué plus haut, demeure invariant sous

la transformation, du moins a un facteur pres suivant la position de ses indices,

o 1 =~ o
o, =~ v, (4.16)

a?
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En se servant des diverses expressions que 'on vient d’évoquer, on peut réécrire la
contribution de deuxieme ordre dans ’action gravitationnelle explicitement en termes du

facteur d’échelle et de la métrique auxiliaire g,

Lo e S leo o lo e 1o
@’ L = = N WV b+ SV BV R = SV BV R 4 SNV BV b+ ShihpC,

N | —

~ ~ ~ ~ 1 A
+ 3a,W NV + a N R, — athV b — 20" WV b St hY b
) (4.17)

1 A 1
+ 6a,a”hih) — 3a,a”hhl; — th (Vpap —a’a, + Aad® — ER

1 - 1
+ EhZh’; (QV’)ap +a’a, + Aa® — §R> .

84.4 Ajout d’un terme de jauge. Il serait sans doute possible de simplifier quelque
peu l'expression précédente, en y intégrant certains termes par parties. On évite toutefois

de le faire a ce stade du raisonnement, en repoussant de telles simplifications a plus tard.

En effet, peu importe les simplifications que 1’on se proposerait d’accomplir, on ne
parviendrait jamais & réécrire £2) comme le lagrangien d’un ensemble de champs scalaires.
Or, c’est précisément ainsi qu'il faut exprimer £, si 'on veut identifier lesquelles des
perturbations métriques sont assimilables a des champs scalaires sans masse, possédant

dans l'infrarouge des fonctions de corrélation augmentant avec le temps.

Plus précisément, lorsqu’on applique 'expression précédente au cas particulier d’un
espace de Sitter, en y prenant g,, = 7,, et en y insérant I'expression appropriée pour
le facteur d’échelle, certains termes se simplifient ; les dérivées covariantes deviennent
des dérivées ordinaires; mais il reste que le lagrangien ainsi obtenu n’est pas celui d'un
ensemble de champs scalaires. Il contient certains termes croisés, comme H h.,,0"hi,, qui
ne comprennent qu’une seule dérivée des perturbations. Comme on cherche a comparer les
perturbations métriques a des champs scalaires, il faut donc se débarrasser de ces termes
croisés, car ceux-ci ne figurent pas dans le lagrangien ordinaire d’'un champ scalaire. On y
parvient en exploitant la liberté de jauge propre a ’action gravitationnelle, et qui permet
d’imposer certaines contraintes aux composantes de la métrique sans affecter la réalité

physique qu’elles visent a représenter.
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On sait que 'action gravitationnelle est en général invariante sous changement de co-
ordonnées. Cette invariance est en fait une exigence prescrite par le principe de relativité,
selon lequel la physique d’un phénomene ne doit pas dépendre des coordonnées employées
par un observateur pour le décrire. En particulier, I’action gravitationnelle demeure in-
changée sous une transformation infinitésimale des coordonnées, de la forme z# = z# + &,
ou &" est une fonction quelconque des anciennes coordonnées. Comme la métrique d’'un
espace dépend généralement des coordonnées, leur transformation infinitésimale se réper-
cute donc aussi sur la métrique, qui se trouve transformée par les fonctions £# selon la
regle

g,uu = g,uzz - v,ugu - VUS#' (418)

Le point a retenir est que la physique décrite par ’action gravitationnelle devrait étre
la méme, qu’on choisisse g,, ou g,,. On dispose donc d'une certaine liberté, dite liberté
de jauge, quant au choix des coordonnées et de la métrique employées pour représenter
I’espace. Cette liberté réside dans le choix des fonctions &#, que 'on peut fixer arbitraire-
ment de fagcon a contraindre la métrique de 'espace, sans pour autant affecter la physique
du phénomene. Dans un espace a quatre dimensions, £# représente un vecteur a quatre
composantes. La liberté de jauge propre a ’action gravitationnelle permet ainsi d’imposer
quatre contraintes ou, plus généralement, un et un seul vecteur complet de contraintes
sur la métrique. On peut représenter ces contraintes sous la forme J, = 0, ou J, dépend

de la métrique.

Revenons maintenant & notre sujet principal. On souhaite modifier I'expression de £?),
en y faisant disparaitre les termes a moitié cinétiques, n’impliquant qu’une seule dérivée
des perturbations métriques. On y parvient en imposant des contraintes de jauge aux
perturbations métriques. L’astuce consiste & ajouter & £ des termes supplémentaires
représentés par

) 1 1
£? = —g il = 59", (4.19)

ou J, désigne les contraintes de jauge que I'on souhaite imposer a la métrique, de fagon
N . , . 2 . N .
a éliminer les termes réfractaires. Pour que EF,) soit du deuxieme ordre, il faut que les

contraintes .J,, soient linéaires dans les perturbations métriques. Lorsque ces contraintes
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sont vérifiées, c’est-a-dire lorsque J, = 0, le terme ajouté a L) est alors rigoureusement

nul, Ef,z) = 0, de sorte qu’il n’en modifie pas réellement le contenu physique *.

Il reste maintenant a trouver les contraintes de jauge appropriées permettant d’éliminer
completement les termes croisés dans £2). Lorsqu’on étudie la théorie des perturbations
linéaires dans un espace de Minkowski statique, de métrique g, = 7,,, une jauge souvent

choisie est celle de Donder, pour laquelle

I

|

Il peut éetre utile de s’inspirer de ce choix en tentant de le généraliser au cas d’un espace
en expansion, de métrique g,, = a2§W. A cet égard, la généralisation la plus naturelle
consisterait a remplacer simplement les dérivées ordinaires dans la jauge de Donder par

des dérivées covariantes,

, 1
J, =V, hj, — §V“h' (4.21)
Dans ce cas, le terme de jauge ajouté a £ s'écrit
£® = Ly pevrne 4 Lo werne - Iv e 4.22
J__ﬁup V+§u V_gu : ()

En ajoutant ces termes a l'expression originale de £, donnée par I’équation 4.5, la

contribution effective de deuxieme ordre a l’action gravitationnelle devient alors

1 1 1
L 4 L% = —VHEVIh A+ SV BN SRS CT,

1,/1 1 1
“RE(-R—A)—=htht (ZR—A).
et () g (57 -1)

Cette expression est certainement plus concise et ressemble a peu pres a ce que 'on

(4.23)

recherche, sauf qu’elle compte encore des dérivées covariantes, au lieu de dérivées ordi-

naires. En développant ces dérivées pour la métrique g, = aQQW, il va donc en sortir

*Une stratégie similaire est par ailleurs employée en électromagnétisme. Dans ce cas, la liberté de
jauge ne permet d’imposer qu'une seule contrainte sur les champs électromagnétiques, disons J = 0, de

sorte que le terme de jauge typiquement ajouté a I’action de cette théorie prend la forme

1
L, =—-J2
7 2
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nécessairement quelques-uns de ces termes croisés que ’on cherche a éviter. Ainsi, la gé-
néralisation de la jauge de Donder proposée plus haut ne convient pas tout a fait. On va
montrer que le choix approprié pour les contraintes de jauge est donné plutot par une

généralisation un peu différente de la jauge de Donder, a savoir *

J, =a’ [VV (%) — %vu <a—h2)} : (4.24)

En développant les dérivées, puis en réécrivant le tout en termes de la métrique auxi-

liaire, notamment grace a I’équation 4.12, on trouve

1
Ty =Vl = 5V = 20, + a,h

m
) 1. (4.25)
=V,h, — §Vuh + 2a,hy,.
Dans ce cas, le terme de jauge ajouté a £ s'écrit
2@ = Loy g, =~ Lo g + 29 90— 19,00
Chy =759 udv = 75 Vallp 1/+§ p v gy (4.26)

— 20, 0N by, pi+ a" RN b — 2a,,a” BEDY.

Si 'on ajoute cette expression & celle trouvée plus haut pour £2), plusieurs termes se

simplifient ou se combinent entre eux, de sorte qu’on obtient finalement
1. A 1. - 1 A 1 -
@ (LP 4+ L) = = VMV A SV SR CP, + 2a V()

8
+a, V" (hht) — a7, (hRY) + da,a” hihf — 3a,a” hh!

1 . 1. (4.27)
— th (V”ap —a’a, + Aa* — —R)

(=)

1 - 1.
+ Sl <2vpap + a’a, + Na® — §R> :

Les termes purement cinétiques dans l'expression précédente, ceux comptant deux

dérivées affectant les perturbations métriques, sont fort semblables a ceux obtenus lors de

*A ma connaissance, cette jauge fut employée pour la premiere fois par Tsamis et Woodard, notam-
ment dans [19], afin de calculer le propagateur des perturbations métriques dans un espace de Sitter.

Cette méme jauge est reprise par Kitamoto et Kitazawa dans [25] et [26].
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la premiere tentative de généralisation de la jauge de Donder. Toutefois, ils impliquent ici
des dérivées covariantes reliées a la métrique auxiliaire, de sorte qu’en posant g, = 7,,,
comme c’est le cas dans un espace de Sitter, celles-ci se réduisent maintenant a des dérivées
ordinaires. De plus, il s’avere que les termes a moitié cinétiques, ne comptant qu’'une seule
dérivée, peuvent tous étre intégrés par parties, de facon a transférer leur dérivée des

perturbations au facteur d’échelle. Par exemple, on a que
1 - .
4 v 4 ~ 2 v
/d x gﬁapv (hﬁh‘,j) = /d ry/gaa,V (hZh’y‘)

(4.28)
S / d*z /g V" (a®a,) oL,
ol l'on a négligé le terme de divergence, car celui-ci se réduit a une intégrale de surface.
Si l'on fait fi de ce terme, on peut alors écrire
a, V" (hoht) = —%@V(azap)hghg
aA (4.29)
= —(V”ap + 2a”ap) Rl hy,

et similairement pour les autres termes croisés présents dans la nouvelle expression de
L3 celle modifiée par I’ajout de contraintes de jauge. Celle-ci devient alors finalement,
apres ces quelques intégrations par parties,

1. A
(L0 4 LF)) = =V VPR

1. A 1 A 1 1 A
VL hVER A ShERECP, 4 h? — ZRUhE
ViV +2PUOW+<24 6,”)3

— hihy (@”a — 2a”au) + hhf, (@”au — a”au)

I

1 1 A
+ <§hZh’j — z_Lh?) (ZVpap +a’a, + Aa2).

(4.30)

84.5 Masse des perturbations métriques. L’expression précédente correspond pré-
. . , : . - 1 . .
cisément a ce que I'on voulait obtenir. En particulier, si I'on prend g, = 7,,, elle présente
la méme forme que celle du lagrangien d'un ensemble de champs scalaires libres, certains
d’entre eux possédant une masse donnée par les propriétés géométriques de l'espace de

base, c’est-a-dire par son facteur d’échelle.
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La comparaison que l'on se proposait initialement d’établir entre les perturbations
métriques et des champs scalaires se trouve donc tout a fait justifiée. La contribution de
deuxieme ordre dans l'action gravitationnelle est formellement analogue a 'action d’un
ensemble de champs scalaires. Or, c’est cette méme contribution qui définit les proprié-
tés dynamiques des perturbations métriques, en conduisant notamment aux équations

classiques que celles-ci doivent satisfaire.

L’expression modifiée que I'on vient d’obtenir pour £ s’avere tres générale. Elle est
valide pour n’importe quelle métrique g,, = aQQW, avec un facteur d’échelle pouvant
dépendre arbitrairement des coordonnées de ’espace. En se restreignant maintenant au
cas d'un espace de Minkowski en expansion, ou g, = 7, et pour lequel le facteur d’échelle

ne dépend que du temps, on trouve
1 1 . )
a?(L? + LY = —106ht Oy + SO0 0"+ ho b7 (H = 2H7) + hher (H = )

1 1 .
+ (ZhQ — 5h;h’;) (2H + H* — Ad®).

(4.31)

En particulier, si I’espace ne contient rien d’autre qu’'une constante cosmologique, ¢’est-
a-dire s’il est du type de Sitter, les équations d’Einstein dans cet espace impliquent que
H = H? et 342 = Aa®. La contribution de deuxiéme ordre dans I’action gravitationnelle

se réduit alors & *
1 1
£® 4@ = — 070, 0, + 29" Oph O — D hTMHE, (4.32)

ou H, désigne le taux d’expansion de I’espace de base. Celui-ci est constant dans un espace

de Sitter, étant relié a la constante cosmologique par

Hy = \/g (4.33)

Ainsi, parmi les perturbations métriques affectant un espace de Sitter, certaines cor-

respondent bel et bien a des champs scalaires sans masse et possedent ainsi des fonctions

*On peut vérifier que cette expression pour les termes de deuxiéme ordre est équivalente a celles obte-
nues dans [19] et [25]. Il suffit de redéfinir les perturbations métriques suivant les conventions employées

dans ces articles.
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de corrélation croissant avec le temps. La premiere des deux hypotheses que 'on avait
formulées initialement se trouve donc confirmée. Plus spécifiquement, ce sont les com-
posantes spatiales h;; des perturbations qui sont sans masse, alors que les composantes
temporelles k., en possedent une. Celles-ci possedent d’ailleurs toutes la méme masse,
donnée par m? = 2HZ, ce qui implique que leur masse effective est nulle. Ces composantes
correspondent a des champs conformes, se comportant comme si elles se trouvaient dans

un espace de Minkowski sans expansion.

Les diverses composantes des perturbations métriques se divisent donc en deux groupes,
les unes étant sans masse et les autres sans masse effective. Cette classification des pertur-
bations permet d’identifier lesquelles sont susceptibles de contribuer de maniére significa-
tive a la partie infrarouge de 'action gravitationnelle. Dans le chapitre précédent, on a vu
en effet que seuls les champs dont la masse physique est nulle possedent une fonction de
corrélation a deux points qui n’est pas négligeable dans 'infrarouge, mais qui augmente
au contraire avec le temps. Dans la suite de ce chapitre, on va donc se concentrer sur ces
champs sans masse, les seuls qui contribuent dans l'infrarouge, en négligeant les compo-
santes temporelles des perturbations, h,, ~ 0, et en ne conservant que leurs composantes

spatiales [26].

84.6 Covariance des perturbations sans masse. La premiere correction quantique
a I'action gravitationnelle, celle que I’on cherche a calculer dans ce chapitre, est donnée par
la valeur moyenne des termes de deuxieme ordre dans l’action, <£(2)>. Il faut donc, pour
la calculer, connaitre préalablement la valeur moyenne des produits de deux perturbations
métriques, <hwhpa>. Comme on se propose de négliger les composantes temporelles des
perturbations, il suffit de déterminer les fonctions de corrélation a deux points pour les
composantes spatiales, <hijhkl>. Les termes de deuxieme ordre dans ’action gravitation-

nelle s’écrivent alors
1

1 1
5 (L% + LY) ~ — 50" Buhij O iy + 7o—9" 0,1 O, h, (4.34)

ou k = 81(Gy. Le facteur de i que l'on a ajouté dans 'expression précédente s’avere

nécessaire des qu’on veut comparer ’action gravitationnelle a celle d'une certaine matiere,

par exemple un champ scalaire, comme on compte le faire ici.
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La trace des perturbations métriques est maintenant approximativement égale a celle
des seules perturbations spatiales, h = hi, &~ h;;, du fait qu’on néglige les composantes
temporelles. Pour cette raison, il est commode de réécrire le lagrangien précédent en
réunissant dans le méme terme tous ceux dépendant de la trace. Pour ce faire, il suffit de
redéfinir les perturbations spatiales de fagon a ce qu’elles possedent une trace nulle,

h;; = h; lhé

ij zj_3 IR

(4.35)

ou la trace de Bij est approximativement nulle, h;; = h;; —h ~ 0. Dans ce cas, le lagrangien
pour les perturbations devient
Lo 122y~ -~ Lgwa Roo s+ —gm0,no,h (4.36)
Q% J 8/<ag w'tij Cultiy 48/@9 Wit Oy .
Les deux termes de ce lagrangien sont maintenant indépendants, I'un contenant toute
la trace et 'autre n’en possédant aucune. Il s’ensuit que les champs Bij et h n’interagissent
pas entre eux, de sorte que leurs fonctions de corrélation peuvent étre calculées séparé-

ment. En particulier, leur fonction de corrélation a deux points est nulle, car leurs valeurs

moyennes dans le vide sont nulles,

(hhij) = () (his) = 0. (4.37)

Les fonctions de corrélation des perturbations originales, celles que l'on cherche a
calculer pour la suite de ce travail, se composent donc de deux contributions, I'une due a

la trace et 'autre aux champs sans trace,
T 1
(highie) = (highu) + §5z‘j5kz (h*). (4.38)

Il est clair que les champs Bij et h possedent des fonctions de corrélation proportion-
nelles a celles d’'un champ scalaire libre et sans masse, se trouvant dans un espace de
Sitter. Toutefois, comme leurs lagrangiens respectifs sont de signes contraires, il en ira de
méme aussi pour leurs fonctions de corrélation a deux points. On choisit d’exprimer ces
fonctions de corrélation en termes de celle d’'un champ scalaire générique ¢, décrit par le
lagrangien

1
L= —59’”’(%@ 0,p. (4.39)
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Ce choix implique que les fonctions de corrélation a deux points pour i_zij seront du
méme signe que celle du champ ¢, alors que celle pour h sera de signe contraire. Plus
précisément, en comparant le lagrangien précédent a celui pour la trace des perturbations
métriques, on en déduit que la fonction de corrélation de cette derniere est reliée a celle

de ¢ selon

(h*) = =245 (%) . (4.40)

Quant aux fonctions de corrélation pour h;;, il faut distinguer différents cas. Ces

YR
champs possedent en effet une trace nulle, ce qui fait qu’ils ne sont pas tous indépendants
les uns des autres, étant reliés par la contrainte h;; = h,, + ﬁyy + h,, ~ 0. Or, comme

cette contrainte ne concerne vraiment que les composantes diagonales de h,;, celles qui se

IRl
trouvent hors diagonale ne la subissent pas et conservent ainsi leur indépendance, a ceci
pres qu’elles doivent obéir a la contrainte de symétrie propre a toute métrique, h;; = hy;.
Cela dit, il convient donc de décomposer le lagrangien de h;; en y séparant les composantes

diagonales et hors diagonale, et en y regroupant les composantes égales,

1o s - 1 U | I

8K —
1<)

Les composantes diagonale et hors diagonale de Bij sont donc indépendantes les unes
des autres, leur lagrangien ne comptant pas de termes croisés. C’est aussi le cas pour les
composantes hors diagonale entre elles. Il s’ensuit que les fonctions de corrélation a deux
points combinant ces diverses composantes les unes avec les autres sont toutes nulles. Par

exemple,

(4.42)

et similairement pour les autres fonctions de corrélation de ce genre. Il serait toutefois
7 ] 7 1 T .

erroné d’en conclure également que <hm hyy> = 0, car ces deux champs ne sont pas

réellement indépendants, étant reliés I'un a l'autre par la contrainte sur la trace de h;;.

Enfin, toutes les fonctions de corrélation a deux points restantes, celles qui ne s’annulent

pas du fait de I'indépendance des champs, sont nécessairement proportionnelles a celle du
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champ ¢. On peut donc condenser toutes les conclusions précédentes en écrivant

<hijhk‘l> =« <902> (5ik5jl + 0i0j1, + B 5z‘j5kz), (4.43)

ou « et # sont deux constantes a déterminer. Pour établir cette expression, on a notamment

tenu compte de la symétrie de h;;, de facon & ce que <Bijﬁkl> = <7zjifzkl>. En comparant

YR

le lagrangien pour i_zij a celui du champ ¢, on en conclut que
(hay) = (h2.) = (hy.) = 26 (&%) (4.44)

Cette nouvelle contrainte permet de fixer la valeur de «, car (h2,) = a(¢?) selon
la définition précédente pour la fonction de corrélation, de sorte que o = 2k. La valeur
de l'autre constante peut étre déterminée en se servant du fait que la trace de Bij est

approximativement nulle. On a en effet que

(hijhyg) = 26 (%) (24 38)d;;, (4.45)

mais puisque Ay, /= 0, il faut alors que = —%. Les fonctions de corrélation a deux points
pour les champs h,; s’écrivent donc finalement [25]
o ) 2

En combinant ces fonctions de corrélation a celle pour h, on en déduit celles pour les

composantes spatiales des perturbations métriques originales,

(hijhir) = 26 (9®) (Girdj0 + 0k — 20,50k (4.47)

84.7 Fonction pour la premiére correction quantique. Dans la suite de ce travail,
on verra que la correction quantique de premier ordre a ’action gravitationnelle dépend,
dans l'infrarouge, d'une seule fonction définie par une certaine combinaison des fonctions

de corrélation des perturbations métriques,

1 1, .,
f= 1 (hijhi;) — 3 (h*). (4.48)
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En se servant de la formule générale que 1'on vient d’obtenir pour les fonctions de

corrélation a deux points de hg;, on trouve {hyh;;) = 12k (¢?) et (h?) = —24k (p?), ce

IRl
qui implique que

f=6r(p). (4.49)

Au chapitre précédent, on a calculé la fonction de corrélation a deux points d’'un champ
sans masse se trouvant dans un espace de Sitter. On a vu que seule la partie infrarouge
de cette fonction de corrélation croit avec le temps, sa partie ultraviolette pouvant étre

ramenée a une simple constante par régularisation. Plus précisément, on a montré que
H,
2 0
<SD > = <<’02>UV —I— H ln a, (450)

ou H, désigne comme précédemment le taux d’expansion de l’espace non perturbé. Il
s’ensuit que, dans un espace de Sitter, la fonction f dépend de maniere logarithmique sur

le facteur d’échelle,

= fov +vna, (4.51)

ou fyy est une constante due aux contributions ultraviolettes des perturbations métriques,

et oll y est une autre constante définie par [26]

3kH2 12 [ H,\?

2
2 T \Mmp

ot mp désigne la masse de Planck (m% = G5'). Comme la valeur du facteur de Hubble
dans un espace de Sitter est typiquement bien inférieure a la masse de Planck, cette
constante ~ s’avere fort petite. Le terme dépendant du temps dans la fonction f, étant
proportionnel a v, demeure donc initialement négligeable. Il devient important avec I'ex-
pansion de l'espace, c’est-a-dire plus précisément lorsque vIna ~ 1, apres qu'un certain

temps physique t se soit écoulé,

Hyt ~ (%)2 (4.53)

C’est seulement apres ce temps, lorsque l'espace a suffisamment pris de ’expansion,
que les contributions infrarouges des corrections quantiques en viennent a affecter la valeur

de 'action gravitationnelle, dans la mesure ou elles y figurent par le biais de la fonction f,
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comme on le verra bientot. C’est seulement apres ce temps, donc, que de telles corrections

peuvent se répercuter en principe sur le taux d’expansion de ’espace.

84.8 Comment calculer le facteur de Hubble effectif. Passons maintenant a la
seconde partie du raisonnement que 1’on se proposait initialement de suivre. La premiere
hypothese sur laquelle reposait ce raisonnement vient d’étre vérifiée : on a montré en effet
que certaines composantes des perturbations métriques se comportent comme des champs
scalaires sans masse, de sorte que la partie infrarouge de leurs fonctions de corrélation a

deux points augmente bel et bien avec le temps.

Il reste maintenant a déterminer si cette dépendance temporelle se manifeste aussi
dans le taux d’expansion de ’espace. Pour ce faire, ’approche la plus naturelle consiste
a calculer 'action gravitationnelle effective pour 'espace perturbé, en y ajoutant les cor-

rections quantiques dues a la valeur moyenne des perturbations métriques,
S.g = /d% VI (R—2A+{(L®)). (4.54)

De cette action effective, on peut alors déduire les nouvelles équations d’Einstein de-
vant étre satisfaites par le facteur d’échelle de I'espace. Ces équations seront évidemment
différentes de celles vérifiées dans 'espace de base, en raison de l'ajout du terme sup-
plémentaire <£(2)>, qui dépend lui aussi de la métrique. Il suffira ensuite de résoudre
ces nouvelles équations afin de déterminer la nouvelle dépendance temporelle du facteur

d’échelle, de méme que celle du nouveau facteur de Hubble de ’espace.

La procédure a suivre est donc connue; elle comporte toutefois une difficulté qui la
rend peu commode. Comme I’action gravitationnelle ne se présente pas ici sous la forme
standard pour un espace contenant une constante cosmologique, les équations classiques
auxquelles elle conduit ne seront pas celles d’Einstein, G, + Ag,, = 0. Pour les obtenir,
il faut donc varier a nouveau l'action par rapport aux diverses composantes de la mé-
trique, en leur supposant de petites perturbations. Les nouvelles équations satisfaites par
la métrique sont alors obtenues en supposant que chacune de ces variations de I’action est

nulle,

0Sog
ogHv

5.5 = — sgm = 0, (4.55)
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On a choisi plus haut d’exprimer ’action gravitationnelle en termes du facteur d’échelle
de l'espace, ainsi que d’'une métrique auxiliaire g,,,, en posant g, = a? g,- Dans ce cas, en
supposant que la métrique auxiliaire est indépendante du facteur d’échelle, les variations

de l'action effective par rapport a 'une comme a ’autre doivent s’annuler séparément,

0S5 = % da + % 0g"" = 0. (4.56)

Or, si cette procédure semble possible en principe, il est clair qu’elle présente d’im-
portantes difficultés, du fait de la dépendance compliquée de I'action effective sur la mé-
trique auxiliaire. Il suffit d’examiner Iexpression obtenue plus haut pour £ afin de se
convaincre qu’il n’est pas aisé de calculer sa variation par rapport a g,,,. Pour contourner
cette difficulté, on pourrait par exemple poser g,, = 7,, directement dans I’action, puis
varier celle-ci par rapport au facteur d’échelle. Toutefois, on n’obtiendrait ainsi qu’une
seule équation différentielle, du deuxieme ordre dans les dérivées temporelles, ¢’est-a-dire
impliquant a, a et a, de sorte qu’il ne serait pas possible de déterminer précisément la dé-
pendance temporelle du facteur d’échelle, ni celle du facteur de Hubble. Comme ce dernier
est proportionnel a a, il dépendrait alors d’une constante arbitraire due a 'intégration de
I’équation satisfaite par le facteur d’échelle, constante qu’il serait impossible de fixer dans
ces conditions. Pour ce faire, il faudrait disposer d’une seconde contrainte s’appliquant

sur le facteur d’échelle.

Une situation similaire survient d’ailleurs en général dans tout espace de Minkowski
en expansion. Les équations d’Einstein dans ces espaces conduisent a deux contraintes sur
le facteur d’échelle, alors qu’on n’en obtient qu'une seule, si ’on se contente d’insérer la

métrique g, = aan, directement dans ’action propre a ces espaces.

Il faut donc trouver une solution intermédiaire entre les deux approches que I'on vient
d’évoquer, c’est-a-dire entre celle consistant a supposer une métrique auxiliaire tout a
fait générale, et celle posant cette métrique égale a Minkowski. En fait, pour obtenir la
seconde contrainte dont on a besoin, il suffit de varier I’action gravitationnelle par rapport
a I'une seulement des composantes de g,,,, par exemple g... Toutes les autres composantes

peuvent alors étre réduites aux valeurs qu’elles prennent dans Minkowski. Ainsi, en posant
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simplement §,, = —x?, §,; = 0 et g;; = d;;, la métrique de I'espace de base devient

ds® = g, da" dz¥ = a®( — *dr’* + dx°). (4.57)

Les deux contraintes devant étre satisfaites par le facteur d’échelle peuvent alors étre

déterminées en variant ’action gravitationnelle effective par rapport a a et Yy,

4.58
e (4.58)
sy

Comme pour le facteur d’échelle, on suppose ici que la fonction x = x(¢) ne dépend que
du temps. Cette fonction est d’ailleurs intimement liée a la définition de la coordonnée
temporelle 7. En effet, cette coordonnée peut étre définie comme on le souhaite, dans
la mesure ou elle n’exprime pas le temps physique s’écoulant dans l'espace, lui étant
reliée plutot par dt = aydr. Il est ainsi toujours possible de redéfinir arbitrairement la
coordonnée 7, en prenant 7 = 7(7). Une telle reparamétrisation ne modifie pas le temps
physique, et n’affecte pas non plus la valeur du facteur d’échelle, si la fonction x est

modifiée en conséquence,

X = % X. (4.59)

La présence de cette fonction dans la métrique exprime donc, en quelque sorte, la
liberté que 1'on possede de reparamétriser arbitrairement la coordonnée 7. On pourrait
désigner xy comme la fonction de paramétrisation du temps. En négligeant cette fonction,
comme on le fait par exemple si 'on pose g, = 7,, directement dans l'action, on fixe la
paramétrisation de 7 en niant ’arbitraire qui I’entoure, ce qui explique pourquoi on perd

alors I'une des deux contraintes s’appliquant sur le facteur d’échelle.

84.9 Action gravitationnelle effective. Exprimons maintenant I’action gravitation-
nelle effective en termes de cette métrique auxiliaire particuliere. A cet égard, si l'on
suppose que x ne dépend que du temps, tous les symboles de Christoffel pour cette mé-

trique sont nuls, sauf I'7_. Il s’ensuit que les composantes du tenseur de Riemann associé
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a cette métrique sont toutes nulles, Rg, =0, incluant RZTT = 0 méme si f; # 0, du fait

pvp
de 'antisymétrie de ce tenseur. Conséquemment, on a aussi C'7,, =0 et R = 0.

pvp

De plus, comme seul le symbole de Christoffel I'Z n’est pas nul, la plupart des dérivées
covariantes par rapport a la métrique auxiliaire se réduisent a des dérivées ordinaires, sauf
dans certains cas qu’il convient d’examiner. Par exemple, la dérivée covariante du vecteur

a,, défini comme le taux de variation du facteur d’échelle, s’écrit en général

v a, = 0,a, — fpya
1 [ v p (4.60)

_ T
=d,a, —96,:0,. 17 a,.

Comme le facteur d’échelle ne dépend que du temps, seule la dérivée @TaT n’est pas
nulle, étant égale a

V,a, =H—-TT H. (4.61)

De la méme facon, la dérivée covariante des perturbations métriques s’écrit

V, he = 8,ht + 10, hS — T, he
2 Iz m A w (4.62)
= Oyl + 8, U7 (82 hp — 5, h?).

Or, on compte négliger, dans ’action gravitationnelle effective, toutes les composantes
temporelles des perturbations métriques, h., ~ 0, car celles-ci ne contribuent pas de ma-
nicre significative dans 'infrarouge. Dans le cadre cette approximation, le second terme
dans l'expression précédente devient tout entier négligeable, ce qui implique que les dé-
rivées covariantes des perturbations se réduisent systématiquement a leurs dérivées ordi-
naires, @Mhﬁ ~ 0,,hl). Grace a ces nombreuses simplifications, la contribution de deuxieme

ordre a l'action gravitationnelle devient
1 1
(L + LD) ~ — 0" Buhij O,hij + 5" 0uh O,
(4.63)

1 1 .
+ <§hijhij — Zh2) (2V“au +a'a, + Aa2),

ou l'on a négligé notamment tous les termes impliquant les composantes temporelles

des perturbations métriques, tel qu’annoncé plus haut. Il ne reste plus qu’a prendre la
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valeur moyenne de 'expression précédente, afin d’obtenir la premiere correction quantique
a l'action gravitationnelle. A cet égard, il est clair que, dans linfrarouge, les valeurs
moyennes des dérivées des perturbations sont négligeables face a celles des perturbations
elles-mémes. En effet, les dérivées spatiales ne font qu’introduire des facteurs du nombre
d’onde, de sorte qu’elles sont d’autant plus négligeables pour les modes infrarouges des
perturbations. Les dérivées temporelles annulent quant a elles la dépendance temporelle
présente dans la partie infrarouge des fonctions de corrélation des perturbations sans
masse. Plus spécifiquement, on a montré dans le chapitre précédent que la fonction de
corrélation a deux points d’'un champ sans masse @, se trouvant dans un espace de Sitter,
est donnée dans l'infrarouge par
S

(P~ 5 malr), (164
lorsque 7 > 7/. On peut en déduire la fonction de corrélation pour la dérivée temporelle
du champ,
Hg

() = |0:00 (p(D)e( N | =~ L5000 ma(@)] _ ~0.  (465)

T=T

ot l'on a supposé que 7 > 7’ avant de prendre la limite 7 = 7/. Ainsi, il s’avere tout a fait
légitime de négliger dans l'infrarouge les valeurs moyennes des perturbations métriques,
lorsque celles-ci sont affectées de deux dérivées temporelles ou de deux dérivées spatiales.

En prenant <8Mhz~j 8,,hkl> ~ 0, on trouve finalement

(LP) ~ i—f (2V*a, + a"a, + Ad?), (4.66)

ou f correspond a la fonction définie plus haut, a savoir
1 1,

L’expression précédente correspond précisément a la quantité que 1'on se proposait
de calculer dans ce chapitre : il s’agit de la partie infrarouge de la premiere correction
quantique a l’action gravitationnelle. Bien qu’on ait calculé cette correction en ajoutant

un certain terme de jauge a l'action gravitationnelle, on peut vérifier que ce terme ne
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contribue pas réellement a l’expression obtenue, si I'on tient compte des diverses approxi-
mations effectuées jusqu’a présent, <£§2)> ~ (. La correction quantique que 1’on a calculée
ne dépend donc pas des contraintes de jauge choisies un peu plus tot. Celles-ci n’ont vrai-
ment servi qu’a déterminer quelles composantes des perturbations métriques sont les plus

susceptibles de générer d'importants effets dans I'infrarouge au fil du temps.

Il ne reste plus qu’a combiner la correction quantique obtenue a l'action gravitation-

nelle pour I'espace de base. Cette derniere est donnée par
S = / d'z /g (R —24). (4.68)

En prenant g, = aQQW, le scalaire de Ricci de 'espace de base devient

R= (R 6V*a, — 6a'a,). (4.69)

CL2

La métrique auxiliaire définie plus haut en termes de la fonction x possede un scalaire de

Ricci identiquement nul, R= 0, de sorte que

R= —E(V“a +aa,). (4.70)

a?

L’action gravitationnelle effective pour I'espace perturbé, comprenant a la fois I'action
de l'espace de base, ainsi que la partie infrarouge de la premiere correction quantique,

s’écrit donc

S = /d%@ (R— 27+ (L))

(4.71)
/d‘{r Vi ( 2Vha,(—6 + 4f) + a*ata,(—6 + 2f) — 2Aa*(1 — f)).

Il est possible de simplifier cette expression en intégrant par parties le premier terme,

a®(—6 + 4f) @“au = —auﬁ“ <a2(—6 + 4f)>
(4.72)
= a’a*a,(12 — 8f — 4af’),

ol l'on s’est servi du fait que f est une simple fonction du facteur d’échelle, de sorte qu’en

général 0,f = f'0,a. Le prime désigne ici la dérivée par rapport au facteur d’échelle.
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Apres avoir intégré par parties, on obtient finalement

S =~ /d4x Vi <6a2a“au <1 —f- gaf'> —2Aa*(1 — f))

6 (4.73)
~ —/d4x (— a* A+ 2Aa4xB) ,
X
ol 'on a inséré les composantes de la métrique auxiliaire, avec §,., = —x?, pour passer

de la premiere ligne a la seconde. A cet égard, pour éviter toute confusion, rappelons que
les indices des tenseurs étaient élevés jusqu’a présent au moyen de cette métrique; il faut
donc prendre a*a,, = §""H?2. De plus, on a cru bon d’y définir les fonctions
A=1-f— 2@ 1,
3 (4.74)
B=1-F.

L’action gravitationnelle effective que I'on vient d’obtenir ressemble donc a celle d'un
espace de Sitter standard, a la différence pres que les termes cinétique et potentiel y
sont tous les deux multipliés par certaines fonctions du facteur d’échelle, A = A(a) et
B = B(a). Ces fonctions, égales & 1 dans un espace purement de Sitter, contiennent

toutes les corrections quantiques de premier ordre dues aux perturbations métriques.

84.10 Probléme de la constante cosmologique. En particulier, le terme contenant
la cosmologique de I'espace de base, A, y est multiplié par une fonction diminuant avec le
temps, B = 1— f. On pourrait alors étre tenté d’en conclure que 'espace perturbé contient
une constante cosmologique effective, initialement égale a celle de I'espace de base, mais

diminuant avec le temps,

Ag~A(1—-f)=A(1l—vIna). (4.75)

C’est, par exemple, la conclusion qui est ambitionnée dans [26]. Une telle idée est en ef-
fet fort attrayante, dans la mesure ou elle pourrait constituer une solution au probleme de
la constante cosmologique. Il existe aujourd’hui une tension considérable entre la physique
quantique et les observations cosmologiques, quant a la valeur de la constante cosmolo-

gique contenue dans 'univers. Comme celle-ci possede en principe une valeur constante,
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elle devrait ainsi présenter la méme valeur aujourd’hui que celle qu’elle avait aux débuts

de I'expansion de 'univers.

Or, si 'on suppose que 'univers primordial se composait de champs essentiellement
quantiques, du fait de son état de forte compression comparativement a I'univers actuel, la
constante cosmologique devait alors y posséder une valeur énorme, donnée par la densité
d’énergie moyenne des champs quantiques peuplant 'univers a cette époque. La constante
cosmologique mesurée aujourd’hui possede pourtant une valeur relativement faible, plu-
sieurs dizaines d’ordre de grandeur plus faible que la valeur qu’elle possédait en principe

dans 'univers primordial [18].

Il faut d’ailleurs qu’il en soit ainsi, dans la mesure ou l'existence méme de cette
constante cosmologique n’a été suggérée par les observations que fort récemment. Pendant
plusieurs siecles, avant méme qu’Einstein n’ait eu I'idée d’introduire un tel parametre dans
son modele cosmologique, la mécanique basée sur les principes de Newton connut beau-
coup de succes dans sa description des phénomenes gravitationnels se déroulant au sein
de notre systeme solaire. Or, nulle part dans cette mécanique céleste on n’a cru bon de
faire apparaitre une constante cosmologique, preuve que sa valeur actuelle doit étre assez
faible pour ne pas influencer les phénomenes gravitationnels se produisant a 1’échelle de

notre systeme solaire.

Il semble donc que la constante cosmologique effective de I'univers n’a pas pu conser-
ver une valeur proprement constante durant toute son histoire, possédant initialement une
valeur énorme, puis diminuant progressivement au fil du temps. L’action gravitationnelle
effective calculée dans ce chapitre semble conduire a une constante cosmologique préci-
sément de cette forme, la décroissance avec le temps étant donnée dans ce cas-ci par le

logarithme du facteur d’échelle.

84.11 Facteur de Hubble effectif. Il ne s’agit 1a, toutefois, que d’une simple idée
suggérée par la forme de I'action gravitationnelle effective que I'on a calculée. Pour asseoir
cette idée sur des bases plus sérieuses, il faut s’assurer que I’action obtenue décrit un espace

du méme genre que celui de Sitter, mais possédant un taux d’expansion non constant,
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diminuant avec le temps.

Pour déterminer le taux d’expansion de I'espace de Sitter perturbé décrit par I'action
effective précédente, il suffit d’en déduire les deux contraintes devant étre satisfaites par
le facteur d’échelle d’un tel espace. Ces deux contraintes correspondent aux équations
d’Euler-Lagrange obtenues en variant ’action effective par rapport a a et y. Le lagrangien
associé a cette action est donné par

L= % a*A+ 2Na*x B, (4.76)
ou A = A(a) et B = B(a) sont des fonctions du facteur d’échelle. Comme le lagran-

gien effectif ne dépend pas de y, I'équation d’Euler-Lagrange qu’on en déduit pour yx est

simplement
oL 6a*A
a;ﬁ = C>L<2 +2Ad*B = 0, (4.77)
ce qui implique que
a’ AB
X2a4 - 3_A (478)

Comme le temps physique est relié a la coordonnée 7 par dt = aydr, le membre
de gauche dans I'équation précédente correspond a la définition du taux d’expansion de

I’espace,
l1da a
=—-—=— 4.79
adt  ya? (4.79)
En désignant par H, le taux d’expansion de l'espace de base, lequel est relié a la
constant cosmologique par A = 3HZ, on trouve
B 1—f
H=Hy\/—=Hy, | ——. 4.80
0 A 0 1 - f . %af/ ( )
Le facteur d’échelle de I'espace doit également satisfaire une seconde contrainte, a

savoir I’équation d’Euler-Lagrange obtenue en variant ’action effective par rapport au

facteur d’échelle lui-méme,

d (12&A

'2A/
= ) _ S AP B+ 20 a'y B, (4.81)
dr X X
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ol le prime désigne ici aussi la dérivée par rapport a a. Cette équation peut étre réécrite

en termes du temps physique et du taux d’expansion de 'espace,

dH B’ A B
2— = Hja— — H*a— + 4Hj — — 4H". 4.82
T W W (4.82)
Il faut souligner que cette équation est valide peu importe I'expression de la fonction
X, ce qui est sensé puisque la dépendance temporelle du facteur d’échelle ne devrait pas

dépendre de la paramétrisation choisie pour 7. De plus, on peut vérifier que 1’équation

précédente est identiquement satisfaite pour

B
H = Hy\| . (4.83)

et ce peu importe la dépendance particuliere des fonctions A et B sur le facteur d’échelle.
Cela confirme ainsi que cette solution correspond bel et bien au taux d’expansion de
I’espace perturbé. Par contre, cette solution n’est vraiment valide qu’au premier ordre dans
les corrections quantiques, car toutes les corrections des ordres supérieurs susceptibles de
contribuer au taux d’expansion de ’espace ont été négligées dans I’ensemble de I'analyse

menée jusqu’a présent. En développant au premier ordre en f, on trouve donc
L
H~H,|1+ gaf : (4.84)

Cette équation ressemble un peu a celle imaginée plus haut pour la constante cosmo-
logique effective de I'espace. Par contre, elle s’en distingue radicalement sous au moins
deux aspects : le signe de la correction y est maintenant positif et la fonction f y a été
remplacée par sa dérivée. Tous les facteurs de f qui apparaissaient dans l'action gravi-
tationnelle effective se simplifient entierement dans ’expression du taux d’expansion de
I’espace, du moins quand on se limite aux termes de premier ordre. Il ne reste plus que
le terme dépendant de la dérivée de f, lequel est négligeable puisqu’il ne croit pas avec le

temps. On a vu en effet que

= fuv+7a, (4.85)

de sorte que af’ = ~, pourvu que les termes fi;yy provenant de la partie ultraviolette

des fonctions de corrélation des perturbations métriques ne dépendent pas du facteur
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d’échelle. Or, comme 7 possede typiquement une valeur bien plus petite que 1, il s’ensuit
que le taux d’expansion d’'un espace de Sitter perturbé est a peu pres le méme que celui
de I'espace de base,

H ~ H, (1 + %’y) ~ H,. (4.86)
84.12 Critique du résultat obtenu. La seconde partie du raisonnement esquissé au
début de ce chapitre s’avere ainsi infondée. Malgré 'existence de perturbations métriques
sans masse, permettant d’introduire dans ’action gravitationnelle des termes de correc-
tion augmentant avec le temps, 'effet de ces corrections ne se manifeste pas sur le taux
d’expansion effectif de I’espace. Cette conclusion rappelle d’ailleurs celle a laquelle on est
parvenu dans le premier chapitre de ce mémoire. Dans un cas comme dans l'autre, il
semble que les modes infrarouges des perturbations métriques ne parviennent pas a mo-
difier le taux d’expansion d'un espace de Sitter, révélant ainsi la relative stabilité de cet

espace.

Toutefois, méme si cette conclusion semble commune aux deux analyses, elle ne se
présente guere sous le méme jour, avec la méme fermeté. Dans le premier chapitre, elle
s’est montrée valide a tous les ordres perturbatifs, alors qu’elle est vérifiée ici seulement
au premier ordre dans les corrections quantiques. Au-dela de ce premier ordre, on ne peut
rien dire de définitif, car il faudrait pour ce faire reprendre le calcul depuis le début, en

tenant compte par exemple des termes cubiques dans les perturbations métriques.

De plus, lorsqu’on a calculé le taux d’expansion effectif de I'espace dans le premier
chapitre, et qu’on a constaté que certaines simplifications se produisaient de telle sorte
que H = H,, selon la notation employée ici, les simplifications qui survenaient alors
étaient fort générales. En particulier, elles ne dépendaient pas de la jauge choisie pour les

perturbations métriques, ni de leur valeur particuliere.

Au contraire, dans le présent chapitre, la conclusion voulant que H ~ H,, tient a des
circonstances fort particulieres, si particulieres d’ailleurs qu’on aurait presque envie de
parler d’un cas limite. On a montré, en effet, que la correction de premier ordre au taux

d’expansion de I'espace est donnée par af’. Tout au long du raisonnement ayant permis
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d’établir ce résultat, on a traité la fonction f de maniere générale, sans supposer quoi que
ce soit quant a sa dépendance sur le facteur d’échelle. Cela distingue d’ailleurs I’approche
suivie ici de celle dans [26], ou la dépendance de f sur le logarithme du facteur d’échelle

joue un role central. On pourrait presque dire que toute leur analyse en dépend.

La forme particuliere qu’on a donnée a f a la fin du raisonnement fut justifiée par
I’analyse du chapitre précédent, portant sur la théorie quantique des champs dans un
espace de Sitter. Or, si l'on s’était proposé de trouver, sans rien connaitre de cette fonction
f, la forme particuliere qu’elle devrait prendre pour que la correction de premier ordre
au taux d’expansion de l'espace soit négligeable, on en aurait tout de suite conclu que sa
dépendance sur le facteur d’échelle devrait étre logarithmique. Toute autre dépendance

sur le facteur d’échelle conduit en effet a une correction variant avec le temps.

Par exemple, si f dépend d’une certaine puissance du facteur d’échelle, f ~ a", alors
af’ ~ na™, de sorte que la correction de premier ordre cesse d’étre négligeable des que
n > 0. De la méme facon, si f ~ (Ina)", alors af’ ~ n(Ina)""!, de sorte que la correc-
tion augmente avec le temps pour toute puissance n > 1. Ce dernier cas est d’ailleurs
particulierement intéressant, car on s’attend a ce que les corrections quantiques d’ordre
supérieur soient de cette forme, c’est-a-dire qu’elles varient comme des puissances entieres
de Ina. Il semble donc que la simplification ayant permis de conclure que H ~ H; n’est
pas générale, mais qu’elle représente au contraire un cas limite qui ne risque pas de se

reproduire aux ordres supérieurs.

En somme, I’'étude conduite dans ce chapitre se révele assez encourageante. Elle semble
indiquer que, deés le deuxieme ordre dans les corrections quantiques, les modes infrarouges
des perturbations métriques devraient produire des effets sur le taux d’expansion d’un
espace de Sitter, en y introduisant un terme augmentant avec le temps. Une conclusion
similaire semble déja avoir été atteinte dans [21], suivant une autre approche. Les auteurs
de cet article soutiennent en effet que le taux d’expansion d’un espace de Sitter perturbé
ne s’écarte de sa valeur de base seulement a partir du deuxieme ordre dans les corrections

quantiques, avec I’ajout d’un terme variant selon (y1Ina)?.
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84.13 Cas d’un espace avec un champ scalaire. Depuis le début de ce chapitre,
on s’est concentré sur le cas d’un espace en expansion ne contenant qu’'une constante
cosmologique. Le raisonnement qu’on a suivi, et les résultats qu’on en a tirés, peuvent
toutefois également s’appliquer au cas plus général d’un espace en expansion contenant
un champ scalaire. Ces deux cas sont en effet intimement liés I'un a l'autre, comme on
I’a déja souligné ailleurs dans ce mémoire, du fait qu'un champ scalaire se réduit a une
simple constante cosmologique sous certaines conditions, lorsque sa variation temporelle

devient négligeable face a la valeur de son potentiel.

On se propose donc de reprendre 'analyse menée dans ce chapitre en 'appliquant
maintenant au cas d’'un champ scalaire ¢, muni d'un potentiel quelconque et décrit par
le lagrangien

)

1

On suppose que ce champ scalaire se trouve dans un espace en expansion, dont la
métrique subit de petites perturbations h,,,, par rapport a sa valeur de base g,,,. Ainsi,
en définissant la métrique de I'espace perturbé comme g, = g,,, + h,,,, I'action propre au
champ scalaire contenu dans cet espace s’écrit

Q 4 = 1 — v
Sp= [ devg| —59"0,0 0,0 = V(©)
(4.88)

:/d4m\/§(£w+£8)+£ff)+~-),

ou L, désigne le lagrangien du champ scalaire dans 'espace de base, et ou ﬁfol ) et E((f )
comprennent respectivement tous les termes de premier et de deuxieme ordre dans les
perturbations métriques. Sans surprise, les termes de premier ordre correspondent au

tenseur d’énergie-impulsion du champ scalaire,

1. L
£8) = Sh (0 0,0 + gunl) = SH" T (489)

alors que ceux de deuxieme ordre sont plutot donnés par

1 1 1 1
L,g) = —-hbh"*0,0 0,0 + Zhh‘“’@,ﬁ) A, + <_h2 - —hﬁhﬁ) L, (4.90)

27 8 4
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En développant ainsi I’action du champ scalaire, on n’a pas cru bon de supposer que
celui-ci subissait également une petite perturbation dp, indépendamment des perturba-
tions métriques, comme on a du le supposer dans le premier chapitre de ce mémoire. Dans
ce cas-ci, il ne serait pas possible de fixer cette perturbation du champ, car on raisonne ici
au niveau de l'action, en traitant les perturbations métriques comme des champs quan-
tiques, non comme des fonctions obéissant une certaine équation différentielle. Or, sans
équation différentielle permettant d’exprimer la perturbation du champ scalaire en termes

de celles affectant la métrique, il vaut mieux n’inclure aucune perturbation de ce genre.

Cela ne signifie pas, évidemment, que le champ scalaire dans ’espace perturbé demeure
le méme que dans ’espace de base. Son expression change nécessairement puisque ’action
qui le détermine se trouve modifiée par I'ajout de certaines corrections quantiques, dues
aux perturbations de la métrique. Dans 'espace de base, le champ scalaire est une fonction
du temps, ¢y = (1), satisfaisant deux contraintes imposées par les équations d’Einstein.
L’action effective que 'on va calculer, comprenant la correction quantique infrarouge de
premier ordre, va permettre d’établir deux nouvelles contraintes sur le champ scalaire
se trouvant dans l'espace perturbé. Ces contraintes seront différentes des précédentes, de
sorte que le nouveau champ scalaire ne sera pas donné, en principe, par la méme fonction

du temps que dans 'espace de base, p(t) # ().

L’action totale pour I'espace perturbé, comprenant a la fois les termes gravitationnels

et ceux pour le champ scalaire, s’écrit

S =Sg+2kS, = /d4:v NG <R +26L, — (G — KT, )W + L) + 2%9). (4.91)

Si 'on considere les perturbations métriques comme des champs quantiques, et que
I’'on prend la valeur moyenne de 'action précédente par rapport au vide ce ces champs,

on obtient 'action effective pour 'espace perturbé,
Sur = (5) = / diz /g <R + oKL, + <£§§> + 2/-@553>> ) (4.92)

ou les termes de premier ordre ont disparu, du fait que <hW> = 0. Il ne reste plus qu’a
calculer la valeur moyenne des termes de deuxieme ordre, suivant les deux mémes étapes

que dans le cas d’un espace de Sitter. On commence par déterminer quelles composantes
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des perturbations métriques ne possedent pas de masse lorsqu’on se rapporte a 'espace
de base. Ce sont en effet les perturbations de ce type qui sont les plus susceptibles de
contribuer a la valeur de l'action dans l'infrarouge, en raison de la divergence de leur
fonction de corrélation a deux points dans cette limite. Cela fait, on peut alors entreprendre
de calculer la valeur moyenne des termes de deuxieme ordre dans l'action de l'espace

perturbé, en ne conservant que les contributions dues aux perturbations sans masse.

Si l'on choisit d’ajouter les mémes contraintes de jauge que dans le cas d'un espace
purement de Sitter, les termes de deuxiéme ordre dans I'action totale sont alors £(?) =
[,g) + ,CSQ) + 2/1,65,2 ). Pour un espace de base de métrique g, = azgw, ces termes sont

donnés explicitement par
2_1

U T 1 .
VuhVE b Sh R, o+ (—h 6h;h/;) R

1. -
2p(2) — _Z 1P Y
a“L 4Vphl,V hy, + 2

1
8
— hohy (@”au —2a"a, + m@”@@wp)

) L (4.93)
+ hhb (V”au —a’a, + é/iV”gOVHgo)

1 1 A
+ <§hZhﬁ — Zth) (2Vpap +a’a, — na2£¢,).

En supposant maintenant que la métrique et le champ scalaire se réduisent a leurs

valeurs dans I'espace de base, g, = a277W et v = ¢y, le lagrangien précédent devient

1 1 '
2@ — _Z_L@ph/; O Ry, + gauh o'h + h,,h™ (7—[ —2H* + /{gb%)
(S L) (o £ 92 4 Legt - vty
1 Shih 2mp0 ka“Vj (4.94)
N
+hh., (7'[ —H"+ 5"6@0) ;

ou l'on s’est servi du fait que le lagrangien du champ dans ’espace de base s’écrit

1
a’L, = 5%@% — a*V, (4.95)

avec Vo = V(py). Les équations d’Einstein dans I'espace de base permettent de relier la

106



valeur du champ scalaire a celle du facteur d’échelle,

—9H + 2H? = k2,

. (4.96)

IH + H? = ka®V, — 5/@'@3,

de sorte que le lagrangien décrivant les propriétés dynamiques des perturbations métriques
se réduit a

1 1 :
@* L = =20, Oy + 20,h 0"h — he i H. (4.97)

Ce lagrangien s’avere presque identique a celui obtenu précédemment pour les per-
turbations métriques dans un espace purement de Sitter. Il s’y réduit approximativement
lorsque le champ scalaire varie lentement dans le temps, de sorte que H ~ H2. Comme
ce lagrangien est sensiblement le méme que dans de Sitter, on peut donc reprendre sans
modification I’ensemble de I'analyse menée plus haut. En particulier, ce sont encore une
fois les composantes spatiales h;; des perturbations métriques qui sont sans masse, alors

que les composantes temporelles h._., en possedent une, ce qui fait qu’elles pourront étre

T

négligées dans le calcul de la partie infrarouge de <£(2)>.

De plus, comme les termes cinétiques dans le lagrangien précédent sont les mémes que
dans un espace de Sitter, les composantes sans masse des perturbations métriques pos-
sedent ainsi des fonctions de corrélation formellement identiques a celles qu’elles possedent
dans de Sitter. En particulier, leurs fonctions de corrélation a deux point sont données

par la méme expression,

<hijhkl> =2k <952> (5z‘k5jl + 0051, — 25ij5kz), (4.98)

ol ¢ désigne ici un champ scalaire quelconque, libre et sans masse, se trouvant dans
I’espace en expansion contenant le champ ¢. La fonction f permettant d’exprimer la

correction quantique de premier ordre s’écrit donc aussi comme précédemment,
1 L,y ~2
=7 (Pijhi;) — 3 (n?) =61 (9%). (4.99)

Toutefois, il faut insister sur le fait que la ressemblance de ces formules avec celles

valides dans un espace de Sitter n’est que formelle. Le champ ¢ figurant dans ces formules
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n’est pas situé dans un espace de Sitter, comme c’était le cas précédemment, mais bien
dans un espace contenant un autre champ scalaire. Toute I’analyse menée dans le chapitre
précédent ne s’applique donc pas & ce champ. Sa variance (¢*) ne prend pas la méme forme
que dans un espace de Sitter et, en particulier, elle ne diverge pas de maniere simplement
logarithmique dans l'infrarouge. En fait, on s’attend a ce qu’elle diverge dans cette limite,

mais suivant une fonction plus compliquée du facteur d’échelle.

Ainsi, bien que la fonction f représentant la correction quantique de premier ordre soit
formellement identique a celle dans de Sitter, elle ne présente plus la méme dépendance sur
le facteur d’échelle, f # fuv + v Ina, de sorte que af’ risque de n’étre plus négligeable. Sur
la base de I'analyse précédente, on peut donc s’attendre a ce que la correction quantique
de premier ordre produise dans ce cas-ci des effets non négligeables sur le taux d’expansion

de I'espace.

84.14 Facteur de Hubble effectif. Pour vérifier si tel est le cas, il suffit de calculer
I’action effective contenant la premiere correction quantique, puis d’en déduire les deux
contraintes devant étre satisfaites par le facteur d’échelle et le champ scalaire dans I'es-
pace perturbé. On suppose maintenant que les équations d’Einstein dans I’espace de base
ne sont plus satisfaites, et que les composantes temporelles des perturbations métriques
peuvent etre négligées, h,, ~ 0, car elles ne contribuent pas de maniere significative dans
Iinfrarouge. De plus, on choisit la méme métrique auxiliaire que précédemment, avec
Grr = —X°, §7i = 0 et g;; = 6,5, ot x ne dépend que du temps. Dans ce cas, les termes de
deuxieme ordre dans 'action totale s’écrivent
a’L® ~ —}ngauhij 8, hi; + %g’“’&#h 0,h

1 ] ) (4.100)
+ (éhijhij — Z—th) (2V*a, + a*a, — ka’L,).
En prenant la valeur moyenne de cette expression par rapport au vide quantique des

perturbations métriques, on obtient

L2 ~ % oVFa, + ata, — ka*L , 4.101
a2 1 p "

ou l'on a négligé les valeurs moyennes des dérivées des perturbations, car celles-ci sont
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négligeables dans l'infrarouge face aux valeurs moyennes des perturbations elles-mémes,
sans dérivées. L’action effective totale, comprenant la correction quantique de premier

ordre que l'on vient d’obtenir, s’écrit donc

Sefr = / d*z /g (R+ 2L, + (LP))

(4.102)
~ /d4x \/g(aQ@“au(—G +4f) + a’a"a,(—6 + 2f) + 2kL, a" (1 — f)),
c’est-a-dire, si 'on integre par parties le premier terme,
6a2A 2,22
Seg ~ /d4a: [— ¢ + 2kB (a LA a4xv)1 , (4.103)
X 2x

ou A = A(a) et B = B(a) désignent deux fonctions du facteur d’échelle, définies en termes
de la fonction f de la méme facon que dans I’espace de Sitter,
2
A=1-f-Zaf,
3 (4.104)
B=1-F.

Les deux contraintes permettant de relier le nouveau facteur d’échelle de I'espace
perturbé a la nouvelle expression du champ scalaire qu’il contient peuvent étre établies
en variant ’action précédente par rapport a a et y. Ces contraintes correspondent aux

équations d’Euler-Lagrange qu’il est possible de déduire du lagrangien

6a>A

Cl2gb2
Log = — + 2kB ( 5y a4xV> : (4.105)
X

L’équation d’Euler-Lagrange pour x s’écrit

0Lz 6a’A 2@
G = ( ez ta'V ) =0, (4.106)

ce qui implique directement que
3H2A 1 (de\?
=k|=|— V
B " [2 (dt) *

ol l'on s’est servi du fait que le temps physique est relié a la coordonnée 7 par dt = ay dr.

: (4.107)

Dans cette équation, H désigne le taux d’expansion de 'espace perturbé, défini en termes
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de son nouveau facteur d’échelle,

1da a
H=-—=—. 4.108
adt a?yx ( )
De la méme facon, I’équation d’Euler-Lagrange pour a s’écrit
d [12aA 6a2A’ 5?2
— ( ¢ > S £<CLQB, +2aB) + 26XV (a*B' + 4a°B), (4.109)
dr \ x X X

ol le prime désigne la dérivée par rapport au facteur d’échelle. En divisant cette équation

par a’y, de facon & réécrire les dérivées en termes du temps physique, on obtient

dy

2
% L (Ha2a) - 6Had' = —n (—) (aB' +2B) + 26V (aB' + 4B). (4.110)

a2 dt dt
Cette équation se trouve quelque peu simplifiée si I'on y fait disparaitre le potentiel du

champ, en se servant de la premiere contrainte trouvée plus haut. Cette derniere implique

3H2A 1 [do\?

en effet que

de sorte que la seconde contrainte devant étre satisfaite par le facteur d’échelle et le champ

2 \/%% (H %) — & (i—f)Q (1 + ZB;) . (4.112)

Les deux contraintes que I'on vient d’obtenir permettent en principe de déterminer la

scalaire devient

dépendance temporelle du facteur d’échelle et du champ scalaire dans I’espace perturbé.
Toutefois, il n’est pas aussi facile de résoudre simultanément ces deux équations comme
on peut le faire dans un espace purement de Sitter, surtout si ’on conserve pour le champ

un potentiel général.

De toute fagon, le but n’est pas ici de calculer explicitement ces parametres en termes
du temps, mais de vérifier si leurs expressions respectives ont été modifiées par les per-
turbations métriques, comparativement a leurs valeurs dans I’espace de base. A cet égard,

les deux contraintes s’appliquant dans ’espace perturbé ressemblent de pres a celles qui
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sont satisfaites dans 'espace de base,

2
3H§:/£F (%> + W

2\ dt ’
(4.113)
dH, deo )
22— =—r|— |,
dt dt

ou H, et ¢, désignent respectivement le taux d’expansion de 1’espace de base et le champ
scalaire qu’il contient. En particulier, si I’on compare la premiere de ces équations avec

la premiere contrainte trouvée plus haut (c’est-a-dire I’équation 4.107), on pourrait étre

B 1
H = Hy\/ T = H, (1 + gaf') : (4.114)

Cette expression est formellement identique a celle que 'on a obtenue plus haut, pour

tenté d’en conclure que

le taux d’expansion d’'un espace de Sitter perturbé. Toutefois, la ressemblance n’est que
formelle, car la fonction f ne dépend plus simplement, dans ce cas-ci, du logarithme
du facteur d’échelle, de sorte que af’ risque de n’étre plus constant, mais de changer
au contraire avec le temps. Par contre, pour qu’une telle expression soit valide, il faut
supposer que la densité d’énergie du champ scalaire est a peu pres la méme dans 'espace

perturbé et dans l'espace de base,
1 (dy 2 1 (dey, 2
| = Va-— Vh. 4.115
2 (dt) i 2 < a ) T (4.115)
On peut vérifier si tel est le cas en se servant de la seconde contrainte. En supposant

que l'expression proposée pour le nouveau taux d’expansion est bel et bien valide, la

seconde contrainte devient

dH, deo\ 2 dp\? H aB’
oMy _ (o) _ (e H [ 4116
T “( d > "“\&) 5, \""38) (4.116)

ce qui implique que
deg\” dp\* H aB’
— ) == — (1 . 4.11
( & ) a) m \" 3B (4.117)

Cette équation n’est vraiment valide qu’au premier ordre dans les corrections quan-

tiques, car toutes les corrections d’ordre supérieur ont été systématiquement négligées
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dans le raisonnement ayant permis de 'obtenir. En développant au premier ordre en f,

avec B =1— f, on trouve

dgo\* _ [(dp)’ 1, 1, dp)”
( at ) (dt T3 3%/ ar ) (4.118)
ce qui implique que

e(t) = @o(t). (4.119)

La simplification se produit ici de maniere générale, peu importe la forme particuliere
de la fonction f et de sa dérivée. Ainsi, on en conclut que l'expression proposée pour
le taux d’expansion de l'espace perturbé est bel et bien valide, étant cohérente avec les
deux contraintes déduites de 'action effective. Le champ scalaire lui-méme ne se trouve
pas modifié par les modes infrarouges des perturbations métriques, du moins au premier
ordre, de sorte que sa densité d’énergie demeure bel et bien inchangée. Le taux d’expansion
de I'espace est quant a lui possiblement altéré, voyant sa valeur modifiée avec le temps

suivant celle de af’.

84.15 Remarques finales. Les résultats précédents représentent en quelque sorte
I'exact opposé de ceux rencontrés au premier chapitre de ce mémoire. En analysant de
maniere perturbative les équations d’Einstein, on y a conclu en effet que le champ scalaire
contenu dans un espace se trouve modifié par les perturbations affectant la métrique de
cet espace, alors que son taux d’expansion demeure a peu pres inchangé, et ce a tous les
ordres. Ici, quand on tient compte des corrections quantiques a ’action gravitationnelle,
la situation inverse se produit. Le champ demeure a peu pres inchangé, alors que le taux

d’expansion de l’espace recoit une correction potentiellement importante.

Par ailleurs, la conclusion tirée plus tot dans ce chapitre, en se basant sur I'analyse
perturbative de 'action gravitationnelle pour un espace de Sitter, se révele maintenant
quelque peu précipitée. Il est vrai que le taux d’expansion d’un espace de Sitter n’est pas
perturbé par les corrections quantiques infrarouges de premier ordre, mais il s’agit la non

d’une regle générale, mais plutot d’un cas limite ne s’appliquant qu’a cet espace.
Or, a nul moment dans son histoire, I'univers ne s’est jamais trouvé dans un état ri-
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goureusement identique a celui d'un espace de Sitter, méme durant sa phase primordiale
d’inflation, ol son expansion était a peu pres exponentielle. Dans des cas plus réalistes
comme celui d’un espace contenant un champ scalaire, les modes infrarouges des pertur-
bations métriques peuvent réellement affecter le taux d’expansion de I’espace, du moins
quand on tient compte de leur caractere quantique. Il est donc possible que ces effets in-
frarouges aient joué un role dans I’histoire de I'univers physique, en favorisant par exemple

la réduction progressive de sa constante cosmologique.
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